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Definition

Definition (Zufallsvektor)

(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, S) sei ein n-dimensionaler Messraum. Ein n-

dimensionaler Zufallsvektor ist definiert als eine Abbildung

&1 (w)
E:Q 2 X, we E(w) = : (1)
én (W)
mit der Messbarkeitseigenschaft
{weQlf(w) € S} € Afiiralle S € S. 2)
Bemerkungen
L]

£ ist hier eine univariate, vektorwertige Abbildung.

Das Standardbeispiel fiir (X, S) ist (R™, B(R™)).

Wir verzichten auf eine explizite Einfilhrung n-dimensionaler o-Algebren wie B(R™).

Ohne Beweis halten wir fest, dass & messbar ist, wenn die Funktionen &1, ..., £, messbar sind.
Die Komponentenfunktionen eines Zufallsvektors sind Zufallsvariablen.

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor ist die Konkatenation von n Zufallsvariablen.

Fiir n := 1 ist ein Zufallsvektor eine Zufallsvariable.

Fiir einen Zufallsvektor schreiben wir auch hiufig & := (€1, ...,&n).

Wahr
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Definition

$1(w)
(Q,A,P) EQ-> X o ()= :
$n(w)

(X, S, Pg)

P(¢71(S)) = P({w € Q|¢(w) € S}) =:P¢(S)
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Multivariate Verteilungen

Definition (Multivariate Verteilung)
(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, S) sei ein n-dimensionaler Messraum und
§:0 - X we E(w) ®3)
sei ein Zufallsvektor. Dann heiBt das WahrscheinlichkeitsmaB P¢, definiert durch
Pe: 85— [0,1],5 = Pe(S) := P(E™ () = P ({w € QIé(w) € 5}) (4)

die multivariate Verteilung des Zufallsvektor .

Bemerkungen

® Der Einfachheit halber spricht man oft auch nur von “der Verteilung des Zufallsvektors £”.

® Die Notationskonventionen fiir Zufallsvariablen gelten fiir Zufallsvektoren analog, z.B.
Pe(§ € 5):=P({€ € S}) =P({w € Q|¢(w) € S})
Pe(§ =2) :=P({€ ==2}) =P({w € Q¢(w) ==z})
Pe(¢ < z):=P({¢ < z}) =P({w € Q|{(w) < =})
Pe(z1 <€ <w2) :=P({z1 <€ <w2}) =P({w € Qo1 < §(w) < x2})

()

® Relationsoperatoren wie < werden hier komponentenweise verstanden.

® Zum Beispiel heiBt z < y fir z,y € R", dass z; < y; firalle:i =1,...,n.
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Multivariate Verteilungen

Definition (Multivariate kumulative Verteilungsfunktionen)
¢ sei ein Zufallsvektor mit Ergebnisraum X. Dann heiBt eine Funktion der Form
Pe: X = [0, 1],  — Pe(x) :=Pe(§ < ) (6)

multivariate kumulative Verteilungsfunktion von &.

Bemerkung

® Multivariate kumulative Verteilungsfunktionen kdénnen zur Definition von multivariaten Vertei-
lungen genutzt werden, haufiger ist allerdings die Definition multivariater Verteilungen durch
multivariate Wahrscheinlichkeitsmasse- oder Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen.
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Multivariate Verteilungen

Definition (Diskreter Zufallsvektor, Multivariate WMF)

£ sei ein Zufallsvektor mit Ergebnisraum X. & heiBt diskreter Zufallsvektor wenn der Ergebnisraum

X endlich oder abzihlbar ist und eine Funktion
pe : X = [0,1],z — pe(x) 7)

existiert, fur die gilt

(1) erxp(x) =1 und
(2) Pe(€ = x) = p(x) fir alle z € X.

Ein entsprechende Funktion p heiBt multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion (WMF) von &.

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WMF ist analog zum Begriff der WMF.
® Man spricht oft einfach von der WMF eines Zufallsvektors.
® Wie univariate WMFen sind multivariate WMFen nicht-negativ und normiert.
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Multivariate Verteilungen

Beispiel (Multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)
Wir betrachten einen zweidimensionalen Zufallsvektor & := (&1, £2) der Werte in X 1= X X X2
annimmt, wobei X7 := {1, 2,3} und Xo = {1, 2, 3,4} seien.

Dann entspricht der Ergebnisraum von & der in untenstehender Tabelle spezifizierten Menge an
Tupeln (z1,z2)

(z1,22) | w2 =1 x2=2 22=3 wx2=4
1 =1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
1 =2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
r1 =3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4)
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Multivariate Verteilungen

Beispiel (Multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)

Wir betrachten einen zweidimensionalen Zufallsvektor & := (&1, £2) der Werte in X 1= X X X2
annimmt, wobei X7 := {1, 2,3} und X> = {1, 2, 3,4} seien.
Eine exemplarische bivariate WMF der Form

pe 1 {1,2,3} x {1,2,3,4} — [0, 1], (z1, z2) — pe(x1, z2) (8)

ist dann durch nachfolgende Tabelle definiert:

pe(1,@2) | T2=1 x2=2 2=3 z2=4
1 =1 0.1 0.0 0.2 0.1
T =2 0.1 0.2 0.0 0.0
xr, =3 0.0 0.1 0.1 0.1

Man beachte, dass Zilzl Zizzl Pe (11, ﬂ?2) =1
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Multivariate Verteilungen

Definition (Kontinuierlicher Zufallsvektor, Multivariate WDF)
Ein Zufallsvektor £ heiBt kontinuierlich, wenn R™ der Ergebnisraum von £ ist und eine Funktion
pg:R"—)Rzo,$»—>p§(x), 9)
existiert, fir die gilt
(1) f]Rn pe(x) de =1 und
(2) Pe(z1 <€ < x2) = fwzl - ~fw2” Pe(S1, .0, Sn) dsy -+ - dsy.

1y Tlp

Eine entsprechende Funktion p heiBt multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) von &.

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WDF ist analog zum Begriff der WDF.
® Man spricht haufig auch einfach von der WDF eines Zufallsvektors
® Wie univariate WDFen sind multivariate WDFen nicht-negativ und normiert.

® Wie fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt fiir kontinuierliche Zufallsvektoren

=1 zn
]pg(gzx)zlpg(xgggx):/ / pe(s1,...,8n)ds1---ds, =0  (10)
xq T
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Marginalverteilungen

Definition (Univariate Marginalverteilung)

(£2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X', S) sei ein n-dimensionaler Messraum, & : Q — X sei
ein Zufallsvektor, P¢ sei die Verteilung von £, X; C X sei der Ergebnisraum der iten Komponente

&; von &, und S; sei eine o-Algebra auf £;. Dann heiBt die durch
Pe, :Si = [0,1], S = Pe (X1 X -+ X X1 X S X X1 X -+ - X Xy) fir S €S; (11)

definierte Verteilung die ite univariate Marginalverteilung von &.

Bemerkungen

® Univariate Marginalverteilungen sind die Verteilungen der Komponenten eines Zufallsvektors.
® Univariate Marginalverteilungen sind Verteilungen von Zufallsvariablen.

® Die Festlegung der multivariaten Verteilung von & legt auch die Verteilungen der &; fest.
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Marginalverteilungen

Theorem (Marginale Wahrscheinlichkeitsmasse- und dichtefunktionen)

(1) € = (&1,...,&n) sei ein n-dimensionaler diskreter Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsmassefunktion pg
und Komponentenergebnisrdumen X7, ..., X},. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsmassefunktion der iten

Komponente &; von £ als

pg; + X = [0,1], 25 = pg, (z) =

Z ZZ pr(mlw,xl,l,xl,zwl,wm) (12)

Ti—1Ti41

(2) € = (&1, ..., &En) sei ein n-dimensionaler kontinuierlicher Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
pe und Komponentenergebnisraum R. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der iten Komponente
&; von & als

pe; 1R = Rxq, @ = pe, (x3) :=

S S I f pe(z1, s ©im1, T4 Ty 1, -y Tn) dT1. dzj1 dTipy .. dTn. (13)
Tl w1 T4l Tn
Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Die WMFen der univariaten Marginalverteilungen diskreter Zufallsvektoren ergeben sich durch Summation.

® Die WDFen der univariaten Marginalverteilungen kontinuierlicher Zufallsvektoren ergeben sich durch Integration.
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Marginalverteilungen

Beispiel (Marginale Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor £ := (€1, £2) der Werte in X' := X1 X X
annimmt, wobei Xy := {1,2,3} und X> = {1,2, 3,4} seien.

Basierend auf der oben definierten WMF ergeben sich folgende marginale WMFen p¢, und pe¢,:

pE(CEl,ZL’Q) 12:1 xro =2 o =3 I2:4 pgl(xl)
T =1 0.1 0.0 0.2 0.1 0.4
T =2 0.1 0.2 0.0 0.0 0.3
1 =3 0.0 0.1 0.1 0.1 0.3
Pey (22) 0.2 0.3 0.3 0.2

Man beachte, dass 221:1 pe, (z1) = 1 und Zi2:1 Pey (z2) = 1 gilt.
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Marginalverteilungen

Beispiel (Marginale Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)

Ein Realisierungsbeispiel mithilfe relativer Haufigkeiten mag den Begriff der marginalen WMF intuitiv
verdeutlichen. Nehmen wir an, wir hitten n = 100 (unabhéngige) Realisierungen von ¢ vorliegen.

Um die Wahrscheinlichkeiten pe (21, x2) zu schitzen, wiirden wir die Anzahl der Realisierungen von
(@1, 2) zadhlen und durch n teilen. Hatten wir beispielsweise 12 Realisierungen von (3, 2) vorliegen,
so wiirden wir p¢(3,2) ~ 12/100 = 0.12 schitzen.

Die Frage nach der marginalen Wahrscheinlichkeit von x2 = 2 entspriche dann der Frage, wie oft
unter den Realisierungen zu finden sind, bei denen z2 = 2 ist, irrespektive des Wertes von x1. Dies
ware gerade die Anzahl der Realisierungen der Form (1, 2), (2, 2) und (3, 2). Gabe es von diesen
beispielsweise 0,22 und 12 respektive, so wiirde man die Wahrscheinlichkeit pe, (2) natiirlicherweise
durch

w = i E + E =0.00+4+0.22 +0.12 =0.34 (14)

100 100 100 100

schatzen. Anstelle der Wahrscheinlichkeiten pe(1,2), pe(2,2), pe(3,2) addiert man hier also die

entsprechenden relativen Haufigkeiten.
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Bedingte Verteilungen

Vorbemerkungen
Wir erinnern uns, dass fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und zwei Ereignisse A, B € A mit P(B) > 0
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B definiert ist als

P(AN B)

P(A|B) = 5 E (15)

Analog wird fiir zwei Zufallsvariablen £1, £ mit Ereignisrdumen X1, X und (messbaren) Mengen S1 € X1, S2 €
X die bedingte Verteilung von £1 gegeben £2 mithilfe der Ereignisse

A:={¢& € S1}und B := {&2 € S2} (16)

definiert.

So ergibt sich zum Beispiel die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass £1 € S71 gegeben dass £&5 € S unter der
Annahme, dass P({£2 € S2}) > 0, zu
P({&1 € S1} n{€2 € S2})

P({&1 € S1}{&2 € S2}) = F({ea € Sa]) . (17)

Wir betrachten zunichst durch WMFen/WDFen zweidimensionaler Zufallsvektoren definierte bedingte Verteilungen.
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Bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WMF, diskrete bedingte Verteilung)

& := (&1, &2) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X := X; X X2, WMF Pe = Deq,éq und
marginalen WMFen Peq und Pey- Die bedingte WMF von &7 gegeben £ = xo ist dann fur Degy (z2) > 0

definiert als
Peq &5 (71, T2)

o =zt X 2 [0,1], 21 > p —ay (T1]22) = (18)
¢1lez=w2 5 €1lé2=22 Pey (72)
Analog ist fiir pg, (z1) > 0 die bedingte WMF von &2 gegeben &1 = x1 definiert als
Pgq,éo (1, 22)
Peoleg=ay * X2 = [0,1], z2 — Pey |t =aq (T1|T2) 1= —5— (19)

pey (1)

Die bedingten Verteilungen mit WMFen Py |eo=ao und Peyle1 =21 heiBen dann die diskreten bedingten Vertei-
lungen von &1 gegeben £2 = x2 und €2 gegeben €1 = x1, respektive.

Bemerkungen

® In Analogie zur Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit von Ereignissen gilt also

Pgy ,&o (z1,22) _ P({&1 =z1} N {& = 12})
pey (22) P({&2 = z2})

Peq ey (@1]T2) = (20)

® Bedingte Verteilungen sind (lediglich) normalisierte gemeinsame Verteilungen.
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Bedingte Verteilungen

Beispiel (Bedingte Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)
Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor £ := (€1, £2) der Werte in X 1= Xy X X2
annimmt, wobei X7 := {1, 2,3} und X> = {1, 2, 3,4} seien.

Basierend auf der oben definierten WMF und den entsprechenden oben evaluierten marginalen

WMFen ergeben sich folgende bedingte WMFen fiir Deoleq

=z
sz\gl(wz\ml) To =1 To =2 xo =3 To =4
Pegle =1 (@2l =1) | 3+ =025 S8 =000 $2=050 91=025
Pegleg—2(w2lr1 =2) | 32 =033 &2 =066 $3=000 33=0.00
Peyle =3(z2lrr =3) | 33 =000 $1=033 $L=033 31=033

Bemerkungen

4 "
® Man beachte, dass 212:1 Peyle =21 (z2|x1) = 1 firalle z; € X7.

® Man beachte die qualitative Ahnlichkeit der WMFen Peq £ (z1,z2) und Peyleq (z2|x1)-
® Bedingte Verteilungen sind (lediglich) normalisierte gemeinsame Verteilungen.

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY-SA 4.0 | Folie 24




Bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WDF, kontinuierliche bedingte Verteilungen)

& := (&1, &2) sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R2, WDF Pe = Pgq,q und marginalen
WDFen Peq und Pey- Die bedingte WDF von &7 gegeben £2 = x2 ist dann fiir Deg (x2) > O definiert als

Peq g0 (71, w2)

P =29 'R > Ryq,21 2 p =y (T1]m2) 1= (21)
§1162=22 > §11€2=22 Pe, (@2)
Analog ist fiir p x1) > 0 die bedingte WMF von €5 gegeben £1 = x7 definiert als
€1
Peq g0 (@1, 22)
Peoley=z1 ' R = R>0, T2 = Pey|gg =g (@2|21) 1= ————— (22)

Pg; (21)

Die Verteilungen mit WDFen Pgqleq=mo und Peoleq= heiBen dann die kontinuierlichen bedingten Verteilungen

51
von £1 gegeben £2 = wo und {2 gegeben £1 = x1, respektive.

Bemerkung

® Im kontinuierlichen Fall gilt zwar P(§ = z) = 0, aber nicht notwendig auch p¢ (z) = 0.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (Unabhéngige Zufallsvariablen)

(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und & := (£1,&2) ein zweidimensionaler Zufallsvektor.
Die Zufallsvariablen &1, {2 mit Ergebnisraumen X, X5 heiBen unabhingig, wenn fiir alle S; C X3
und Sz C X gilt, dass

Pe(§1 € S1,82 € S2) = Pgy (61 € S1)P¢, ({2 € S2). (23)

Bemerkungen

Die Definition besagt, dass die Ereignisse {£1 € S1} und {2 € S2} unabhangig sind.
Es gilt also auch, dass P({&1 € S1})[{&2 € S2}) =P({&1 € Si}).
Wissen um das Ereignis {2 € S} verandert die Wahrscheinlichkeit von {1 € S} nicht.

L]
o
°
® Einen formaleren Zugang bietet das Konzept der Produktwahrscheinlichkeitsrdume.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Theorem (Unabhangigkeit und Faktorisierung der WMF /WDF)

(1) & := (&1, &2) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X X X2, WMF p¢ und marginalen
WMFen pg¢, , pe,. Dann gilt

&1 und &3 sind unabhéngige Zufallsvariablen <>

pe(T1,T2) = pey (T1)pey (22) fir alle (z1,22) € X1 X Xa. (24)

(2) € := (&1, €2) sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R?, WDF pg und marginalen
WDFen p¢, , pe, . Dann gilt

&1 und &2 sind unabhangige Zufallsvariablen <

pe(x1, x2) = pey (@1)pey (22) fir alle (z1,22) € R2. (25)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Die Produkteigenschaft pg (w1, x2) = pe, (z1)pe, (x2) heiBt auch Faktorisierung.
® Unabhingigkeit zweier ZVen entspricht der Faktorisierung ihrer gemeinsamen WMF /WDF.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Beispiel (Unabhéngige diskrete Zufallsvariablen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor & := (&1, £2), der Werte in {1, 2,3} x
{1,2, 3,4} annimmt, und dessen gemeinsame und marginale WMFen die untenstehende Form haben

pe(r1,w2) | ®a =1 w2=2 w2=3 x3=4 | pe (x1)
Ty =1 0.10 0.00 0.20 0.10 0.40
Ty =2 0.10 0.20 0.00 0.00 0.30
T =3 0.00 0.10 0.10 0.10 0.30
Peo (@2) 0.20 0.30 0.30 0.20
Da hier gilt, dass
pe(1,1) = 0.10 # 0.08 = 0.40 - 0.20 = pg, (1)pe, (1) (26)

sind die Zufallsvariablen &1 und &2 nicht unabhéangig.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Beispiel (Unabhingige diskrete Zufallsvariablen)

Die gemeinsame Verteilung von £1 und &2 unter der Annahme der Unabhangigkeit von £1 und &2 bei gleichen
Marginalverteilungen ergibt sich zu

pe(x1,@2) | w2 =1 ®p=2 =x3=3 =x3=4 | pg (x1)
x1 =1 0.08 0.12 0.12 0.08 0.40
r1 =2 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
x1 =3 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
pe, (22) 0.20 0.30 0.30 0.20

Weiterhin ergeben sich im Falle der Unabhéngigkeit von £1 und £2 zum Beispiel die bedingten Wahrscheinlichkeits-
massefunktion Peoleq 24

Pey gy (1, T2) z2 =1 z2 = z2 =3 T2 =
Peyleg=1(z2ler =1) | ¥ =02 JiZ =03 f42 =03 J98—02
Pey|eq=2(@2lT1 = 2) 986 —02 ¥ =03 $¥=03 J =02
peyle szl =3) | $98 02 L0303 g8 -o0s L8 02

Im Falle der Unabhingigkeit von &1 und €2 andert sich die Verteilung von €2 gegeben (oder im Wissen um) den
Wert von &7 also nicht und entspricht jeweils der Marginalverteilung von £2. Dies entspricht natiirlich der Intuition
der Unabhangigkeit von Ereignissen im Kontext elementarer Wahrscheinlichkeiten.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (n unabhangige Zufallsvariablen)

& := (&1, ...,&n) sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum X = X', X;. Die n

Zufallsvariablen &1, ..., &, heiBen unabhédngig, wenn fir alle S; € X;,71 =1, ..., n gilt, dass

n
Pe(61 € 1, €n € Sn) = Hﬂ”gi(&i € S;). (27)
i=1
Wenn der Zufallsvektor eine n-dimensionale WMF oder WDF pg mit marginalen WMFen oder
WDFen p¢,,i = 1, ..., n besitzt, dann ist die Unabhangigkeit von &1, ..., {» gleichbedeutend mit
der Faktorisierung der gemeinsamen WMF oder WDF, also mit

n

Pe(€r, s &n) = [ [ pes @0)- (28)

=1

Bemerkung

® Es handelt sich um eine direkte Generalisierung des zweidimensionalen Falls.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (Unabhangig und identisch verteilte Zufallsvariablen)

n Zufallsvariablen &1, ..., &, heiBen unabhingig und identisch verteilt (u.i.v.), wenn
(1) &1, ..., &y, unabhiangige Zufallsvariablen sind, und

(2) die Marginalverteilungen der &; iibereinstimmen, also gilt, dass
Pe, =Pg, firalle 1 <4,5 < n. (29)

Wenn die Zufallsvariablen &1, ..., &, unabhangig und identisch verteilt sind und die ite Marginalver-

teilung P¢ := P¢, ist, so schreibt man auch

€1, €n ~ Pe. (30)

Bemerkungen

® Man sagt kurz, dass &1, ..., &, u.i.v. sind.

® Im Englischen spricht man von independent and identically distributed (i.i.d) Zufallsvariablen.
® In der Statistik werden Fehlerterme meist durch u.i.v. Zufallsvariablen modelliert.

® n u.i.v. normalverteilte ZVen werden als &1, ..., &, ~ N(pu, 02) geschrieben.
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Selbstkontrollfragen

10.

11.

. Definieren Sie den Begriff des Zufallsvektors.

. Definieren Sie den Begriff der multivariaten Verteilung eines Zufallsvektors.

. Definieren Sie den Begriff der multivariaten WMF.

. Definieren Sie den Begriff der multivariaten WDF.

. Definieren Sie den Begriff der univariaten Marginalverteilung eines Zufallsvektors.

. Wie berechnet man die WMF der iten Komponente eines diskreten Zufallsvektors?

. Wie berechnet man die WDF der iten Komponente eines kontinuierlichen Zufallsvektors?
. Definieren Sie den Begriff der Unabhangigkeit zweier Zufallsvariablen.

. Wie erkennt man an der gemeinsamen WMF oder WDF eines zweidimensionalen Zufallsvektors,

ob die Komponenten des Zufallsvektors unabhangig sind oder nicht?
Definieren Sie den Begriff der Unabhangigkeit von n Zufallsvariablen.

Definieren Sie den Begriff n unabhidngig und identisch verteilter Zufallsvariablen.
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