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(3) Elementare Wahrscheinlichkeiten



Reprasentation zentraler Eigenschaften

" odelienng
K odellierung

Modell Realitat

Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorginge
A Cpabhisticheslilodeh Phanomene, die von Menschen
QA P),EQ->R nicht mit absoluter Sicherheit

Wabhrscheinlichkeitsrechnung vorhergesagt werden konnen.

Pe(S) =P(E(S)

Quantifizierung von Unsicherheit
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Jede Augenzahl kommt im Mittel gleich haufig vor.
Ich denke, jede Augenzahl hat die gleiche Wahrscheinlichkeit.

X Modellierung

Modell Realitat
Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgang

Q:={1,2,3,4,5,6}
A = P(Q) Werfen eines fairen Wiirfels

lP’({w}) = 1/6

Wenn ich nicht weil, ob eine Augenzahl gréRer als Drei gefallen ist,
dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Augenzahl gerade ist 1/2.

Wenn ich weil, dass eine Augenzahl groRer als Drei gefallen ist,
dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Augenzahl gerade ist 2/3.
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Interpretation

Wiederholung der Definition

Es seien €2 eine Ereignismenge und A eine o-Algebra auf Q. Eine Abbildung
P: A—[0,1], A — P(A) (1)
mit den Eigenschaften
® P(A) > 0 fir alle A € A (Nicht-Negativitat),
® P(Q2) = 1 (Normiertheit),
® P(UZ, A;) = Zzl P(A;) fiir paarweise disjunkte A; € A (o-Additivitat)

heiBt ein WahrscheinlichkeitsmaB oder einfach Wahrscheinlichkeit. Der Funktionswert P(A) heiBt
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € A.
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Interpretation

In der W-Theorie sind Wahrscheinlichkeiten anhand ihrer mathematischen Eigenschaften definiert.
Die Interpretation des mathematischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs P(A) ist nicht eindeutig.
Es gibt mindestens zwei unterschiedliche Interpretationen:

Nach der Frequentistischen Interpretation ist P(A) die idealisierte relative Haufigkeit, mit der
das Ereignis A unter den gleichen duBeren Bedingungen einzutreten pflegt. Zum Beispiel ist die
frequentistische Interpretation von P({6}) im Modell des Werfen eines Wiirfels “Wenn man einen
Wiirfel unendlich oft werfen wiirde und die relative Haufigkeit des Elementareignisses {6} bestimmen

wiirde, dann wire diese relative Haufigkeit gleich P({6}).

Nach der Bayesianischen Interpretation ist P(A) der Grad der Sicherheit, den eine Beobachter:in
aufgrund ihrer subjektiven Einschdtzung der Lage dem Eintreten des Ereignisses A zumisst. Zum
Beispiel ist die Bayesianische Interpretation von P({6}) im Modell des Werfen eines Wiirfels “Basierend
auf meinen Erfahrung mit dem Werfen eines Wiirfels bin ich mir zu P({6}) - 100 Prozent sicher,

dass der Wiirfel beim nachsten Wurf eine 6 zeigt.”

Wahr
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Interpretation

In Modellen von tatsichlich wiederholbaren Zufallsvorgéngen wie dem Werfen eines Wiirfels ist
der Unterschied zwischen Frequentistischer und Bayesianischer Interpretation eher subtil. Es gibt
aber viele Zufallsvorgéange, die mit Wahrscheinlichkeiten beschrieben werden, bei denen aufgrund
ihrer Einmaligkeit eine frequentistische Interpretation jedoch nicht sinnvoll ist. Zum Beispiel machen
Aussagen der Form “Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Temperatur der Erde bis zum Jahr 2100
nur um 2° Celsius erhéht, wenn der CO5 AusstoB sofort auf Null gesetzt wiirde, ist 0.5” nur unter
der Bayesianischen Interpretation Sinn.

In Hinblick auf die Definitionen und Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten unterscheiden sich beide
Interpretationen allerdings nicht. Sowohl die frequentistische als auch die Bayesianisch gepragte
probabilistische Datenanalyse haben mit der Wahrscheinlichkeitstheorie ein identisches mathematisches

Bezugssystem.

Wir werden also erst an spaterer Stelle wieder auf unterschiedliche Herangehensweisen in der
probabilistischen Datenanalyse, die sich aus den unterschiedlichen Interpretation des Wahrscheinlich-

keitsbegriffes ergeben, zuriickkommen.

Generell kann man vielleicht sagen, dass die Bayesianische Interpretation mathematischer Wahr-
scheinlichkeiten logisch schlissiger ist, in vielen wichtigen Anwendungsfeldern wie der Psychologie
oder Biomedizin, frequentistisch gepragte Datenanalysen aber weiterhin vorherrschen.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Definition (Gemeinsame Wahrscheinlichkeit)
(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien A, B € A. Dann heiBt
P(AN B) @)

die gemeinsame Wahrscheinlichkeit von A und B.

Bemerkungen

® Zur Abgrenzung nennt man P(A) auch manchmal auch totale Wahrscheinlichkeit von A.
® Intuitiv entspricht P(A N B) der Wahrscheinlichkeit, dass A und B gleichzeitig eintreten.
® In der Mechanik des W-Raummodells ist P(A N B) die Wahrscheinlichkeit, dass in einem

Durchgang des Zufallsvorgang ein w mit sowohl w € A und w € B realisiert wird.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Beispiel
® Wir betrachten das Wahrscheinlichkeitsraummodells des Werfens eines fairen Wiirfels.

® Wir betrachten die Ereignisse

A:={2,4,6} Es fillt eine gerade Augenzahl
B :={4,5,6} Es fallt eine Augenzahl groBer als Drei

® Dann gilt AN B = {4,6}.
® Die Interpretation von AN B = {4, 6} ist

“Es fallt eine gerade Augenzahl und diese Augenzahl ist gréBer als Drei.”

® Mit P({4}) = P({6}) = 1/6 und der o-Additivitat von P ergibt sich
P(AN B) =P({2,4,6} N {4,5,6})
= P({4,6})
= P({4}) + P({6}) 3)
=1/6+4+1/6
=1/3.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Interpretation von P(A U B)

® P(AN B) und P(A U B) sollten nicht verwechselt werden.
® U entspricht dem inklusiven oder, also und/oder.
® A entspricht dem exklusiven oder, also entweder..., oder ..., aber nicht beides.
® AU B entspricht also dem Ereignis, dass A und/oder B eintritt.
® w € AU B ist also schon erfiillt, wenn “nur” w € A oder “nur” w € B gilt.
® Fir obiges Beispiel gilt
AUB={2,4,6}U{4,5,6} = {2,4,5,6} (4)
mit der Interpretation
“Es fallt eine gerade Augenzahl oder es fillt eine Augenzahl gréBer als Drei
oder es féllt eine gerade Augenzahl und diese Augenzahl ist gréBer als Drei”.

und der Wahrscheinlichkeit

P({2,4,5,6}) = 4/6 = 2/3. (5)
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Weitere Eigenschaften

Theorem (Weitere Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten)

(92, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien A, B € A Ereignisse. Dann gelten

1. P(A°) =1 — P(A).

2. AC B=P(A) <P(B).

3. P(AN B°) = P(A) — P(AN B)

4. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

5. ANB =0 = P(AU B) = P(A) + P(B).

Bemerkungen

® Die Eigenschaften sind in der Analyse probabilistischer Modelle oft niitzlich.

Wahr
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Weitere Eigenschaften

Beweis

Die zweite, dritte, und vierte Aussage dieses Theorems basieren auf elementaren mengentheoretischen Aussagen und
der o-Addivitat von P. Wir wollen diese elementaren mengentheoretischen Aussagen hier nicht beweisen, sondern

verweisen jeweils auf die Intuition, die durch die Venn-Diagramme in untenstehender Abbildung vermittelt wird.

A B C

AcB=>B=AU(BnA%) (ANB)N(ANB) =0 BN(ANB)=¢
AN(BNA)=¢ A=(AnB)uU (AnB°) AUB =BU(ANB)

Zu 1.: Wir halten zunichst fest, dass aus A := Q \ A folgt, dass A° U A = Q und dass A° N A = (. Mit der
Nomiertheit und der o-Additivitat von P folgt dann

P(Q) =1 P(A°UA) =1« P(A°) + P(A) = 1 & P(A°) =1 — P(A). (6)
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Weitere Eigenschaften

Beweis (fortgefiihrt)
Zu 2.: Zunichst gilt (vgl. Abbildung A)
ACB=B=AU(BNAY) mtAN (BN A°) = 0. (7)
Mit der o-Additivat von P folgt dann aber
P(B) = P(A) +P(B N A°). (8)
Mit P(B N A€) > 0 folgt dann P(A) < P(B).
Zu 3.: Zunachst gilt (vgl. Abbildung B)
(ANB)N(ANB®) =0und A= (AN B)U (AN B°). (9)
Mit der o-Addivitat von P folgt dann

P(A) = P(AN B) + P(AN B°) & P(AN B) = P(A) — P(A N B°) (10)

Zu 4.: Zunichst gilt (vgl. Abbildung C)

BN(ANB°) =0und AUB = BU (AN B°). (11)
Mit der o-Addivitat von P folgt dann
P(AU B) = P(B) +P(AN B°). (12)
Mit 3. folgt dann
P(AU B) =P(B) +P(A) —P(AN B) (13)
Zu 5.: Die Aussage folgt direkt aus 4. mit P(A N B) = ( und P(0) = 0. O
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Unabhéangige Ereignisse

Definition (Unabhéngige Ereignisse)
Zwei Ereignisse A € A and B € A heiBen (stochastisch) unabhingig, wenn
P(A N B) = P(A)P(B). (14)

Eine Menge von Ereignissen {A;|i € I} C A mit beliebiger Indexmenge I heiBt (stochastisch)
unabhéngig, wenn fiir jede endliche Untermenge J C I gilt, dass

P(Nyes4;) = [ [Pan. (15)

JEJ

Bemerkungen

® Die Unabhéangigkeit bestimmter Ereignissen kann in der Definition eines probabilistischen Modells vorausgesetzt
werden, so zum Beispiel die Unabhéngigkeit von Fehlervariablen in statistischen Modellen.

® Die Unabhiangigkeit von Ereignissen kann aus der Definition eines probabilistischen Modells folgen.

Disjunkte Ereignisse mit von Null verschiedener Wahrscheinlichkeit sind nie unabhangig:
P(A)P(B) > 0, aber P(A N B) = P(@) = 0, also P(A N B) # P(A)P(B).
® Die Bedingung der beliebigen Untermengen von I sichert die paarweise unabhingig der A;,7 € I.

® Der Sinn der Produkteigenschaft bei Unabhingkeit erschlieBt sich im Kontext bedingter Wahrscheinlichkeiten.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit)

(22, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A seien Ereignisse mit P(B) > 0. Die
bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A gegeben das Ereignis B ist definiert als

P(AN B)

P(A|B) := 16
(A1B) = Zo s (16)
Weiterhin heiBt das fiir ein festes B € A mit P(B) > 0 definierte WahrscheinlichkeitsmaB
P(ANB
P(|B): A — [0,1], A — P(A|B) := ﬁ (17)

die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben Ereignis B.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bemerkungen
P(A|B) ist die mit 1/P(B) skalierte gemeinsame Wahrscheinlichkeit P(A N B).
® Die Festlegung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit P(A N B) legt P(A|B) schon fest.

® Im Gegensatz zu P(- N B) definiert P(-|B) ein WahrscheinlichkeitsmaB fiir alle A € A.

® Es gelten also
o P(A|B) > 0 fiir alle A € A,
o P(Q2|B) =1 und
P (U2, A|B) = Zoo (A;|B) fir paarweise disjunkte Ay, As, ... € A.
® = Die Rechenregeln der Wahrscheinlichkeitstheorie gelten fiir die Ereignisse links des Strichs.
® Ublicherweise gilt P(A|B) # P(B|A), z.B

P(Tod|Erhdngen) # P(Erhangen|Tod).

® Eine Verallgemeinerung fiir P(B) = 0 ist méglich, aber technisch aufwandig.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel

Wir betrachten erneut das Modell (£2, A, P) des fairen Wiirfels. Wir wollen die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis “Es fallt eine gerade Augenzahl” gegeben das Ereignis “Es fallt eine Zahl gréBer als Drei” berechnen. Wir
haben oben bereits gesehen, dass das Ereignis “Es fillt eine gerade Augenzahl” der Teilmenge A := {2,4,6} von Q
entspricht, und dass das Ereignis “Es fallt eine Zahl groBer als Drei” der Teilmenge B := {4, 5, 6} von € entspricht.

Weiterhin haben wir gesehen, dass unter der Annahme, dass der modellierte Wiirfel fair ist, gilt, dass
P({2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) =1/6 +1/6 +1/6 = 3/6 (18)
P({4,5,6}) = P({4}) + P({5}) + P({6}) =1/6 +1/6 + 1/6 = 3/6. (19)

SchlieBlich hatten wir auch gesehen, dass das Ereignis A N B, also das Ereignis “Es fallt eine gerade Augenzahl, die
groBer als Drei ist”, die Wahrscheinlichkeit

P(AN B) =P({2,4,6} N{4,5,6}) = P({4,6}) =P({4}) + P({6}) =1/6 +1/6 =2/6  (20)
hat. Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ergibt sich dann direkt
P(AN B) P({4,6}) 2/6

R(B)  F(asen s 0 OB= v

P(A|B) =

Wenn man also weiB, dass eine Augenzahl gréBer als Drei gefallen ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich dabei
um eine gerade Augenzahl handelt 2/3. Wenn man ersteres nicht weiB, ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Fallen einer
geraden Augenzahl (nur) 1/2. Dies Beispiel verdeutlicht insbesondere, dass das Bedingen auf einem Ereignis der

Inkorporation von neuem Wissen in wahrscheinlichkeitstheoretische Modellen entspricht.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Bedingte Wahrscheinlichkeit unter Unabhéngigkeit)

(92, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A seien unabhingige Ereignisse mit P(B) > 0.

Dann gilt
P(ANB) P(A)P(B)
P(B) ~  P(B)

P(A|B) = =P(A). (22)

Bemerkungen

® Bei Unabhingigkeit von A und B ist es irrelevant, ob auch B eintritt, P(A) bleibt gleich.

® Stochastische Unabhangigkeit wird also als P(A)P(B) modelliert, damit P(A|B) = P(A) gilt.

= Die stochastische Unabhangigkeit zweier Ereignisse bedeutet, dass das Wissen um das Eintreten
eines der beiden Ereignisse die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des anderen Ereignisses nicht
dndert. Andersherum bedeutet stochastische Abhéngigkeit, dass das Wissen um das Eintreten eines
der beiden Ereignisse die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des anderen Ereignisses verandert, also
erhéht oder verringert.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Gemeinsame und bedingte Wahrscheinlichkeiten)
Es seien (£2, A, P) ein W-Raum und A, B € A mit P(:|B) > 0. Dann gilt

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A). (23)

Beweis

Mit der Definition der jeweiligen bedingten Wahrscheinlichkeit folgen direkt

P(A|B) = w < P(AN B) =P(A|B)P(B) (24)
P(B)
und . _R(BNA) -
(B|A) = W < P(AN B) =P(B|A)P(A). (25)
Bemerkung

® Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten kénnen aus bedingten und totalen Wahrscheinlichkeiten berechnet werden.
® Definition von P(A) und P(B|A) definiert P(A N B) implizit mit.
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit)

(22, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A1, ..., Ay sei eine Partition von Q. Dann gilt fiir
jedes B € A, dass

k
B(B) = )  P(BlA)P(AL). (26)

g=il

Beweis

Firi=1,...,k sei C; ::BﬁAi,sodassUleci:BundCiﬂCj:in]rlgi,jfk,i;&j.

k k k

1 AlsogntMB):Zﬂm(cn:ZMBmAi):ZP(B\AnMAi»

A L i=1 i=1 i=1

O

Bemerkung

® Totale Wahrscheinlichkeiten kénnen aus bedingten und totalen Wahrscheinlichkeiten berechnet werden.
® [P(B) entspricht der gewichteten Summe der bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B|A;) mit Gewichten P(A;).
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Theorem von Bayes)

(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A1, ..., Ay sei eine Partition von © mit P(A4;) > 0
fir alle ¢ =1, ..., k. Wenn P(B) > 0 gilt, dann gilt fiir jedes ¢ = 1, ..., k, dass

P(B|A:)P(A:)

P(Ai|B) = —p— o (27)
S, FBlAR(A)
Beweis
Mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit gilt
P(A; N B P(B|A;)P(A; P(B|A;)P(A;
PO E) — (sz ) _ K \P(z;)< O ___POGIARGA) 9)
Do, B(BIADE(A)

O
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Bemerkungen

® Das Theorem von Bayes ist eine zu P(A; N B)/P(B) alternative Formel, um die bedingte
Wabhrscheinlichkeit P(A;|B) zu berechnen.

® Das Theorem von Bayes gilt unabhangig von der Frequentistischen oder Bayesianischen Inter-

pretation von Wahrscheinlichkeiten.

® |Im Rahmen der Frequentistischen Inferenz wird das Theorem von Bayes recht selten benutzt;
hier steht vor allem die Tatsache P(A) = P(A|B) bei Unabhingikeit von A und B im
Vordergrund.

® Im Rahmen der Bayesianischen Inferenz ist das Theorem von Bayes zentral; hier wird P(A;)
oft Prior Wahrscheinlichkeit und P(A;|B) oft Posterior Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A;
genannt. Wie oben erlautert entspricht P(A;|B) dann der aktualisierten Wahrscheinlichkeit

von A;, wenn man um das Eintreten von B weiB.
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie die Frequentistische Interpretation der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses.

2. Erlautern Sie die Bayesianische Interpretation der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses.

3. Geben Sie die Definition der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse wieder.

4. Erlautern Sie die intuitive Bedeutung der gemeinsamen Wabhrscheinlichkeit zweier Ereignisse.
5. Geben Sie das Theorem zu weiteren Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten wieder.

6. Geben Sie die Definition der Unabhangigkeit zweier Ereignisse wieder.

7. Geben Sie die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses und der bedingten Wahrscheinlichkeit

wieder.
8. Geben Sie das Theorem zur bedingten Wahrscheinlichkeit unter Unabhéngigkeit wieder.

9. Erlautern Sie den Begriff der stochastischen Unabhiangigkeit vor dem Hintergrund des Theorems zur bedingten
Wahrscheinlichkeit unter Unabhangigkeit.

10. Geben Sie das Theorem zu gemeinsamen und bedingten Wahrscheinlichkeiten wieder.
11. Geben Sie das Gesetz von der totalen Wahrscheinlichkeit wieder.

12. Geben Sie das Theorem von Bayes wieder.

13. Erlautern Sie das Theorem von Bayes im Rahmen der Bayesianischen Inferenz.

14. Beweisen Sie das Theorem von Bayes.
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