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Modell und Standardprobleme Frequentistischer Inferenz
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Standardannahmen Frequentistischer Inferenz

M sei ein statistisches Modell mit Stichprobe v1,...,vn ~ pg. Es wird angenommen, dass ein konkret
vorliegender Datensatz y = (y1, ..., yn) € R" eine der méglichen Realisierungen von v1, ..., vy, ~ pg ist.
Aus Frequentistischer Sicht kann man eine Studie unter gleichen Umstinden unendlich oft wiederholen und zu jedem
Datensatz Schatzer oder Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

0
171

S

Datensatz (1) : y(l) = (yg), ygl), ...,yﬁll)) mit g<1) =

Datensatz (2) : y(z) = ( 2) y22 sy y»(n.Z)) mit @(2) = % E” 1 Y (2)
Datensatz (3) : y® = (y 3), y;S)v s y»ﬁf)) mit g(3) = % ijl yES)
Datensatz (4) : y@® = (y(4) y24 ...,y§,4)) mit 54 = % Enf 954)

Datensatz (5) : y®) = .

Um die Qualitat statistischer Methoden zu beurteilen betrachtet die Frequentistische Statistik deshalb die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen von Schatzern und Statistiken unter Annahme von vy, ..., vy, ~ pg. Was zum Beispiel
ist die Verteilung der ﬂ(l), @(2>, Q(S), @(4), ... also die Verteilung der Zufallsvariable 07

Wenn eine statistische Methode im Sinne der Frequentistischen Standardannahmen “gut” ist, dann heiBt das also, dass
sie bei haufiger Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im Normalfall nur eines vorliegenden Datensatzes,

kann sie auch “schlecht” sein.
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Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Definition

Definition (6-Konfidenzintervall)

Es sei v = v1, ..., Uy, ~ pg eine Stichprobe, § €10, 1], und G, (v) und G, (v) seien zwei Statistiken.
Dann ist ein §-Konfidenzintervall ein Intervall der Form k := [G,,, G,], so dass

Po (k3 0) = Pp (Gu(v) < 0 < Go(v)) = 6 fiir alle § € O gilt. (1)

& heiBt das Konfidenzniveau oder die Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Konfidenzintervalls. Die
Statistiken G, (v) und G, (v) sind die unteren und oberen Grenzen des Konfidenzintervalls.

Bemerkungen

® § ist fest, nicht zufallig, und unbekannt.

® i ist ein zufilliges Intervall, weil G4, (v) und G, (v) Zufallsvariablen sind.

® 1 5 0 bedeutet 6 € k, aber k ist zufillig und steht deshalb vorn (cf. P(§ = x)).
® Ein §-Konfidenzintervall iiberdeckt den wahren Wert 6 mit Wahrscheinlichkeit §.
® Oft wird § = 0.95 gewahlt, also 95%-Konfidenzintervalle betrachtet.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Fre istische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 8



Definition

Zwei Interpretationen von §-Konfidenzintervallen

(1) Wird ein Zufallsvorgang unter gleichen Umstanden haufig wiederholt, so liberdeckt das zugehéri-
ge d-Konfidenzintervall den wahren, aber unbekannten Parameterwert im langfristigen Mittel in
§-100% der Fille. Technischer ausgedriickt, fiir unabhingig und identisch realisierte Stichproben
einer Verteilung mit wahrem, aber unbekannten, Parameter 6 {iberdeckt im langfristigen Mittel
ein entsprechendes §-Konfidenzintervall 6 in 6 - 100% aller Fille.

(2) Gegeben sei eine Menge von Zufallsvorgéngen mit wahren, aber unbekannten, Parametern
61,02, ... und realisierte J-Konfidenzintervalle fiir eben jene Menge von wahren, aber un-
bekannten Parametern 61,03, ... Dann iberdecken im langfristigen Mittel § - 100% der
Konfidenzintervalle den wahren, aber unbekannten, Wert 6; fiir ¢ = 1, 2, .... Technischer ausge-
driickt, fiir unabhéngig realisierte Stichproben von Verteilungen mit wahren, aber unbekannten,
Parametern 64, 02, ... iiberdecken im langfristigen Mittel entsprechende §-Konfidenzintervalle
0; firi =1,2,...in § - 100% aller Fille.

Wir demonstrieren im Folgenden beide Interpretationen mithilfe von Simulationen.
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Definition

Allgemeine Konstruktion von Konfidenzintervallen

Definition des statistischen Modells

Definition der Konfidenzintervallstatistik

(1)
(2
(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik
(4) Etablierung der Konfidenzbedingung

(5)

Definition des Konfidenzintervalls
Beispiele

(1) Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(2) Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung
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Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Konfidenzintervall fir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(1) Definition des statistischen Modells

Es sei v := v1,...,v, ~ N(pu, 02) eine Stichprobe mit unbekannten Parametern p und a2 >0.
Wir entwickeln ein d-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter .

(2) Definition der Statistik

Wir betrachten die T-Konfidenzintervallstatistik

A n

1
T:=—(0—p) mto:= — E v; und S =
S n

i=1

(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik

Fir die T-Konfidenzintervallstatistik gilt T ~ t(n — 1), die T-Konfidenzintervallstatistik ist also
eine t-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n — 1. Wir verzichten auf einen Beweis.
Die T-Konfidenzintervallstatistik ist eine Funktion der Stichprobe vy, ..., v, (via © und S), wahrend
ihre Verteilung weder von 1 noch von 2 abhingt. Wir bezeichnen die die WDF einer t-verteilten
Zufallvariable mit t, die KVF einer t-verteilten Zufallvariable mit ¥ und die inverse KVF einer

t-verteilten Zufallvariable mit ¥ ~1.
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Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik (fortgefiihrt)

# Modellformulierung

mu =10
sigsqr = 4

n =12
ns = led
res = le3

# analytische Definitionen und Resultate

y_1 = seq(3,17, = res)

® = seq(-4,4,len = res)

p_y_1 = dnorm(y_1,mu,sqrt(sigsqr))
p_y_bar = dnorm(y_1,mu,sqrt(sigsqr/n))
p_t = dt(t,n-1)

# Simulation

y_i = rep(Nal,ns)
y_bar = rep(NaN,ns)
Tee = rep(NaN,ns)
for(s in 1:ns){
y = rnorm(n,mu,sqrt(sigsqr))
y_ilsl = yl[1]
y_bar[s] = mean(y)
Tee[s] = sqrt(n)*((y_bar[s] - mu)/sqrt(var(y)))
¥

Wahrscheinli

DY

DY N

IR R R R

itstheorie und Fra

w.a.u. Eruartungswertparameter
wahrer bekannter Varianzparameter
Stichprobengroesse

Anzahl Stichprobenrealisierungen
Ausgangsraumaufloesung

y_1 Raum
t Raum
y_1 WDF
y_bar WDF
t WDF

y_1 Array
\bar{y} Array

T Array
Simulationsiterationen
Stichprobenrealisierung
\ups_i
Stichprobenmittelrealisierung
T-Statistik Realisierung
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Konfidenzintervall fir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik (fortgefiihrt)

v;i~N(10,4), i=1,--,12 0~N(10,1/3) T~1t(11)
05 0.8 0.4 ,“
04 0.6
0.3
0.4
0.2
01 0.2
0.0 0.0 = I
4 6 8 10 12 14 16 4 6 8 10 12 14 16
Y1 I t
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Konfidenzintervall fir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung

Fiir § €]0, 1] seien
1-46 1446
ty =0t ( 5 ;7L—1) und tp := ! ( —; ;n—l) 3)

Es gilt dann (1 4+ 6)/2 — (1 — §)/2 = 6 und zum Beispiel gilt fir n = 5 und § = 0.95,
t1 = U1(0.025;4) = —2.57 und t2 = U~ 1(0.975;4) = 2.57. Weiterhin gilt mit der Symmetrie
von t(n — 1), t; = —ts. Es gilt hier also per Definition P (—t2 < T < t2) = 4.

t Y
0.4 10 & S
(1+8)/2
0.8 |
0.3 -
0.6 |
0.2 -
5 0.4 -
0.1 -
. . 0.2 -
y 8 (1-8)/2] -t t,
0.0 T T T 1 0.0 T T T 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
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Konfidenzintervall fir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)
Mit der Definition von t2 wie oben folgt dann aber

§=P(—tz <T < t2)

(4)

V- —t2 S p< 0+ —t2
Vol NG

o] )
- \/527 \/EQ 17

Wir kénnen nun das gesuchte Konfidenzintervall definieren.
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Konfidenzintervall fir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(5) Definition des Konfidenzintervalls

Es sei v1,...,vp ~ N(u, o2) mit unbekannten Parametern p und o2, es sei § €]0, 1[, und es sei

_ 1496
ts =W 1(%;71—1).

Definiere

S S
K:i= |U— —t§, 0+ ——=ts5| -
\/E(S \/ﬁ(s

Dann gilt wie oben gezeigt
P(k D p) =6.

Damit ist k ein §-Konfidenzintervall fir p.

Man beachte, dass « ein zufdlliges Intervall ist, weil © und S Zufallsvariablen sind.
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Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(5) Definition des Konfidenzintervalls (fortgefiihrt)
Simulation der ersten Interpretation eines Konfidenzintervalls

# Modellformulierung

set.seed(1) # random number gemerator seed
mu =2 # w.a.u. Erwartungswertparameter
sigsqr =1 # w.a.u. Varianzparameter
sigma = sqrt(sigsqr) # w.a.u. St.Abweichungsparameter
n =12 # Stichprobengroesse
delta = 0.95 # Konfidenzbedingung
t_delta = qt((1+delta)/2,n-1) # \Psi~-1((\delta + 1)/2, n-1)
# Simulation
ns = le2 # Anzahl Simulationen
y_bar = rep(NaN,ns) # Stichprobenmittelarray
S = rep(NaN,ns) # St.Abweichungsarray
kappa = matrix(rep(NaN,2*ns), ncol = 2) # Konfidenzintervallarray
for(i in 1:ns){
N = rnorm(n,mu,sigma) # Stichprobenrealisierung
y_bar[i]l = mean(y) # Stichprobenmittel
s[il = sd(y) # Stichprobenstandardabweichung
kappali,1] = y_bar[i] - (S[il/sqrt(n))*t_delta # untere KI Grenze
kappali,2] = y_bar[i] + (S[i]/sqrt(n))*t_delta # obere KI Grenze
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Simulation der ersten Interpretation eines Konfidenzintervalls

Simulationen



Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(5) Definition des Konfidenzintervalls (fortgefiihrt)

Simulation der zweiten Interpretation eines Konfidenzintervalls

# Anzahl Simulationen mit \theta_1,
set.seed(2)
le2

\theta_2, ...
ns =

# Modellformulierung

mu = 2 * seq(0,1,len = ns)
sigsqr =1

sigma = sqrt(sigsqr)

n = 12

delta = 0.95

t_delta = qt((1+delta)/2,n-1)

# Simulation

y_bar = rep(NaN,ns)
S = rep(NaN,ns)
kappa = matrix(rep(NaN,2*ns), ncol = 2)

for(i in 1:ns){

v = rnorm(n,mulil ,sigma)

y_bar[i] = mean(y)

S[il = sd(y)

kappali,1] = y_bar[i] - (S[i]/sqrt(n))x*t_delta
kappali,2] = y_bar[i] + (S[il/sqrt(n))*t_delta

Wahrscheinli

* W

W R W R W

®* H W

* R R R W

itstheorie und Fra

random number generator seed
Anzahl Simulationen

w.a.u. Erwartungswertparameter
Varianzparameter

w.a.u. St.Abweichungsparameter
Stichprobengroesse
Konfidenzbedingung
\Psi~-1((\delta + 1)/2, n-1)

w.a.u.

Stichprobenmittelarray
St.Abweichungsarray
Konfidenzintervallarray

Stichprobenrealisierung
Stichprobenmittel
Stichprobenstandardabweichung
untere KI Grenze

obere KI Grenze
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Konfidenzintervall fir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

(5) Definition des Konfidenzintervalls (fortgefiihrt)

Simulation der zweiten Interpretation eines Konfidenzintervalls

u=2 ¢°=2, n=12, $=0.95

z : H MW
:H}HHMHHWFAMWHWW\T\ i




Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

(1) Definition des statistischen Modells

Es sei v1, ..., 0y ~ N(/L,O'z) eine Stichprobe mit unbekanntem Varianzparameter 2 > 0 und
bekanntem oder unbekanntem Erwartungswertparameter p. Wir entwickeln ein §-Konfidenzintervall

fiir den Varianzparameter o2.

(2) Definition der Statistik

Wir betrachten die U-Konfidenzintervallstatistik

n
—1 1
U := i 5} S? mit S? .= E (vi — "7)2- (8)
o n—1
i=1

(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik

Fiir die U-Konfidenzintervallstatistik gilt U ~ x2(n — 1). Fiir einen Beweis dieser Tatsache verweisen

wir auf Casella and Berger (2012), Abschnitt 5.3. Die U-Konfidenzintervallstatistik ist eine Funktion

2

von v, ..., vy, (via 5'2) und o2, wihrend ihre Verteilung nicht von o abhingt. Wir bezeichnen die

WDF einer x2-verteilten Zufallvariable mit x2, die KVF einer x2-verteilten Zufallvariable mit = und

die inverse KVF einer x2-verteilten Zufallvariable mit 27 1.
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(2) Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik (fortgefiihrt)

# Modellformulierung

mu =10
sigsqr = 4
n =12
ns = led
res = le3

# analytische Definitionen und Resultate

= seq(3,17,1len = res)
= seq(3,17,len = res)
= 5eq(0,30,1en = res)

dnorm(y_1,mu,sqrt(sigsqr))
= dnorm(y_bar,mu,sqrt(sigsqr/n))
dchisq(u_1,n-1)

# Simulation

y_i = rep(NaN,ns)
y_bar = rep(NaN,ns)
S_sqr = rep(NaN,ns)
U = rep(NaN,ns)

for(s in 1:ns){

y = rnorm(n,mu,sqrt (sigsqr))
y_ils] y[1]

y_bar[s] = mean(y)

S_sqrls] = var(y)

# U-Statistik Realistiation
Uls] = ((n-1)/sigsqr)*S_sqrls]

Wahrscheinli

LR

* W R R LR R

LR

wahrer Eruartungswertparameter
wahrer bekannter Varianzparameter
Stichprobengroesse

Anzahl Stichprobenrealisierungen
Ausgangsraumaufloesung

y_1 Raum
y_bar Raum
normalisierte S°2 Raum
y_1 WDF

y_bar WDF

u_1 WDF

y_1 Array
\bar{y} Array
S°2 Array

U Array

Simulationsiterationen
Stichprobenrealisierung

\ups_i
Stichprobenmittelrealisierung
Stichprobenvarianzrealisierung
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Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik (fortgefiihrt)

vi~N(10,4), i=1, -, 12 Ty, ~N(10,1/3)
05 4 0.8 o
0.4 - 06 4
03 -
0.4 -
0.2 4 .
r <
0.1 - il I 027
L]
0.0 == T T T e 00 = T T T
4 6 8 10 12 14 16 4 6 14 16
X
11

Siz u N*Siz
0.4 4 0.4 4
03 - 0.3 o
0.2 02 |
0.1+ 0.1 e

AT T,
00 4 : : : : ‘ 00 nﬂUHHWm HWHWW%‘% —
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
sk u

Wabhrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 25



Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung

Fiir § €]0, 1] seien

[

&1 =

1—-6 146
71( 5 ;7L—1) und§2:=Efl( —; ;n—l) 9)

Es gilt dann (1 + 6)/2 — (1 — §)/2 = ¢ gilt und zum Beispiel gilt fir n = 10 und § = 0.95,
&1 :=E7"(0.025;9) = 2.70 und &2 := =7 (0.975;9) = 19.0. Es gilt hier also per Definition
P(§1 <U < &) =36

X =
0.10 1.0 4 o
(1+8)/2
0.08 0.8
0.06 0.6
0.04 — 0.4 o
0.02 0.2
1 (1-8)/2 & &

0.00 T T T T T l 0.0 T T T T T 1

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
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Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)
Mit der Definition von &; und &2 wie oben folgt dann aber

§=P (€ S U< &)

(n-1)5* 1)52 2y (- 1)52) (10)

2 2
=W([m—l)s (n=DS )] 902)'
&2 &1

Wir kénnen nun das gesuchte Konfidenzintervall definieren.

<n71>s2 P <n71>52>)
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Beispiel (2) Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

(5) Definition des Konfidenzintervalls

Esseivi,...,vn ~ N(u, 02) eine Stichprobe mit unbekanntem Varianzparameter o2 und bekanntem

oder unbekanntem Erwartungswertparamter (i, und es seien weiterhin § €]0, 1] sowie

& ::E*l(lgé;n—l) und & ;=271 (17;6;71—1). (11)
Definiere N 2
o [(n—gl)S 7(n—él)S :| (12)
2 1

Dann gilt wie oben gezeigt
P(k > o) = 6. (13)
Damit ist % ein §-Konfidenzintervall fiir o2,

Man beachte, dass « ein zufilliges Intervall ist, weil S? eine Zufallsvariable ist.
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(2) Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

(5) Definition des Konfidenzintervalls (fortgefiihrt)

Simulation

# Modell formulierung
set.seed(1)

mu =2

sigsqr = 2

n =12

delta = 0.95

xi_1 = qchisq((1-delta)/2, n - 1)
xi_2 = qchisq((1+delta)/2, n - 1)

# Simulation

ns = le2

y_bar = rep(NaN,ns)

S2 = rep(NalN,ns)

kappa = matrix(rep(NaN,2*ns), ncol = 2)

for(i in 1:ns){
y = rnorm(n,mu,sqrt(sigsqr))
s2[i] = var(y)
kappali,1] = (n-1)*S2[il/xi_2
kappa[i,2] = (n-1)*S2[i]/xi_1

Wabhrscheinlichkei

O OR W R W W

O OR OH R B OR R R

theorie und Fre

random number generator seed
w.a.u. Erwartungswertparameter
Varianzparameter
Stichprobengroesse
Konfidenzbedingung
\Xi°2((1-\delta)/2; n - 1)
\Xi°2((1+\delta)/2; n - 1)

w.a.u.

Anzahl Simulationen
Stichprobenmittelarray
Stichprobenvarianzarray
Konfidenzintervallarray
Simulationsiterationen
Stichprobenrealisierung
Stichprobenvarianz
untere KI Grenze

obere KI Grenze
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Beispiel (2) Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

(5) Definition des Konfidenzintervalls (fortgefiihrt)

Simulation

pH=2, 0%=2, n=12, §=0.95

15 4

10 +




Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Pre-BDI

BOHI  Frooebosen

Post-BDI = Pre-Post BDI Score Reduktion
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

fname
D

file.path(getwd(), "11_Konfidenzintervalle.csv")

read.table(fname,

=
H O © N O O R WN R

-
N
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

Fiir die Pre-Post BDI Score Reduktion v, der iten von n Patient:innen legen wir das Modell
Vi =p+e; mite; ~ N(O,0%) uiv. firi=1,...n (14)

zugrunde. Dabei wird die Pre-Post BDI Reduktion v; der iten Patient:in also mithilfe einer iiber die
Gruppe von Patient:innen identischen Pre-Post BDI Score Reduktion p € R und einer Patient:innen-
spezifischen normalverteilten Pre-Post BDI Score Reduktionsabweichung e; erklart

Wie gezeigt ist dieses Modell dquivalent zum Normalverteilungsmodell
U1y ooy U ~ N, %), (15)
Die Standardprobleme der Frequentistischen Inferenz fiihren in diesem Szenario auf folgende Fragen:

(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameterwerte v und 2?
(2) Wie hoch ist im Frequentistischen Sinn die mit diesen Tipps assoziierte Unsicherheit?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass gilt v 7% 0 ?
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

# Einlesen und Auswahl der Daten

fname = file.path(getwd(), "11_Konfidenzintervalle.csv")
D = read.table(fname, 0,05 T)

y = D$BDI.Reduktion

Wir haben in (10) Parameterschitzung gesehen, dass unverzerrte Schitzer fiir den Erwartungswertparameter p und

den Varianzparameter o2 durch das Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz gegeben sind.

mu_hat = mean(y) # Stichprobenmittel als Erwartungswertparameterschdtzer

sigsqr_hat = var(y) # Stichprobenvarianz als Varianzparameterschditzer
Es sind also o = 3.17 und &2 = 13.8 sinnvolle Tipps fiir ;¢ und o2 basierend auf den vorliegenden 12 Datenpunkten.

Um die mit diesen Tipps assoziierte Unsicherheit zu quantifizieren, geht die Frequentistische Inferenz zur Intervall-
schatzung mithilfe von é-Konfidenzintervallen tber, fiir die die assoziierte Unsicherheit dann ein ein pradefiniertes
Level von 1 - & hat. Im langfristigen Mittel liberdeckt ein angegebenes §-Konfidenzintervall den wahren, aber
unbekannten Parameterwert in (nur) 1 — §- 100 von 100 Fillen nicht. Fiir ein groBes § wie § = 0.95 ist die mit

dieser Intervallschatzung assoziierte Unsicherheit also mit 1 — 0.95 = 0.05 also eher gering.
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Anwendungsbeispiel

Beispiel | Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapie bei Depression

# Konfidenzintervall fir den Erwartungswertparameter

delta = 0.95

n = length(y)

t_delta = qt((l+delta)/2,n-1)
y_bar = mean(y)

s = sd(y)

mu_hat = y_bar

mu_hat_u = y_bar - (s/sqrt(n))*t_delta
mu_hat_o = y_bar + (s/sqrt(n))*t_delta

#

IR

Konfidenzlevel

Anzahl Datenpunkte
\psi“-1((\delta + 1)/2, n-1)
Stichprobenmittel
Stichprobenstandardabuweichung
Eruartungswertparameterschitzer
untere KI Grenze

obere KI Grenze

Das 0.95-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter ist [0.80, 5.52]. Im langfristigen Mittel iiberdeckt so

berechnetes Konfidenzintervall den wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameter in 95 von 100 Fallen.

# Konfidenzintervall fir den Erwartungswertparameter

delta

n

xi_1

xi_2

s2
sigsqr_hat
sigsqr_hat_u
sigsqr_hat_o

=0.95
length(y)

qchisq((1-delta)/2, n - 1)
qchisq((1+delta)/2, n - 1)

var (y)

s2
(n-1)*s2/xi_2
(n-1)*s2/xi_1

*

3% W oW oW W

Konfidenzlevel
Anzahl Datenpunkte
\Xi"2((1-\delta)/2; n - 1)
\Xi"2((1+\delta)/2; n - 1)
Stichprobenstandardabueichung
Varianzparameterschitzer
untere KI Grenze

obere KI Grenze

Das 0.95-Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter ist [6.91, 39.74]. Im langfristigen Mittel iiberdeckt ein so

berechnetes Konfidenzintervall den wahren, aber unbekannten, Varianzparameter in 95 von 100 Fallen.
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Definition

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren Sie den Begriff des §-Konfidenzintervalls.

2. Geben Sie zwei Interpretationen eines §-Konfidenzintervalls.

3. Erlautern Sie die typischen Schritte zur Konstruktion eines -Konfidenzintervalls.

4. Definieren Sie die T-Konfidenzintervallstatistik und geben Sie ihre Verteilung an.

5. Geben Sie das §-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Normalverteilung an.

6. Definieren Sie die U-Konfidenzintervallstatistik und geben Sie ihre Verteilung an.

7. Geben Sie das §-Konfidenzintervall fiir den Varianzparameter der Normalverteilung an.
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