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Definition

Definition (Kartesische Produkte)

M und N seien zwei Mengen. Dann ist das Kartesische Produkt der Mengen M und N die Menge aller geordneten
Tupel (m, n) mit m € M und n € N, formal

M x N :={(m,n)|m € M,n € N}. (1)

Das Kartesische Produkt einer Menge M mit sich selbst wird bezeichnet mit

M? =M x M @)
Seien weiterhin My, ..., M, Mengen. Dann ist das Kartesische Produkt der Mengen M7, ..., M,, die Menge aller
geordneten n-Tupel (m1, ..., my) mit m; € m; firi =1, ..., n, formal
n
<o X My o= {(m1,...,mpn)|m; € M; firi=1,...,n}. 3)

M" = | | M := {(m1,...,mp)|m; € M firi=1,...,n}. (4)
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Definition

Beispiele

(1) Essei M := {1,2} und N := {1, 2, 3}. Dann ist

M x N :={(m,n)|m € {1,2},n € {1,2,3}}

={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)} ©
(2) Esseien My := {a, b}, Mg := {c,d} und M3 := {e, f}. Dann ist
3
Hi\li = M1 X Mg X M3
i=1 (6)
= {(m1, m2, m3g)|m1 € M1, ma € Mz, m3 € M3}
= {(a,c,e), (b,c,e),(a,d,e), (b,d,e), (a,c, f), (b, c, f), (a,d, f), (b,d, f)}
Bemerkungen

® Offenbar gilt [M] X -+ X My | := HZL_I | M;].

® |n der Definition von Mengen ist die Reihenfolge der Elemente unerheblich, bei n-Tupeln nicht.
® Fiir Mengen gilt z.B. {1,2} = {2,1} oder {a,c,e} = {c,e,a}.

® Fiir geordnete Tupel gilt dagegen z.B. (1,2) # (2,1) und (a,c, e) # (c, e, a).
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Definition

Definition (n-stellige Relation)

Gegeben seien n Mengen M1, ..., M,,. Dann ist eine n-stellige Relation R auf M1, ..., M,, definiert als eine
Teilmenge des Kartesischen Produkts von My, ..., M,
n
R C HM1 =M1 X -+ X My :={(m1,...,mp)|m; € M;,i=1,...,n}. (7)
i=1
Bemerkungen

® Eine n-stellige Relation ist eine Menge von geordneten n-Tupeln.
® Fiir zwei Mengen M1 und Mo ist eine 2-stellige Relation R eine Menge von geordneten Paaren.

R = {(m1,m2)|mi € M1, ma € Ma} C My X Ma. (8)
® Fiir drei Mengen M7, M2 und M3 ist eine 3-stellige Relation R eine Menge von geordneten Tripeln
R = {(m1, m2, m3)|m1 € M1, ma € Mz, mg € M3} C M1 X Mz x Ms. (9)

® Die Mengen My, ..., M, sind nicht notwendig verschieden.
® Eine zweistellige Relation auf M1 X Mo mit M1 = Ma, also M1 X Mgy = M?2 heiBt Binarrelation auf M.
® Wir betrachten in der Folge Binarrelationen genauer.
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Definition

Definition (Binarrelation)

M sei eine Menge. Dann heiBt eine Teilmenge R des Kartesischen Produkts M x M eine Bindrrelation
auf M. Wenn fiir ein (geordnetes Paar) (m,n) € M x M gilt, dass (m, n) € R ist, so schreiben

wir m ¢ n und bezeichnen die Binarrelation mit ©.

Bemerkungen

® Esgilt (m,n) € R mon.
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Definition

Beispiel (1)
Es sei M := {a, b, c} eine Menge. Dann ist

M x M = {(a,a), (a,b), (a, ¢), (b, @), (b, b), (b, ), (¢, a), (¢, b), (e, )} (10)
Jede Teilmenge von M X M ist eine Binarrelation auf M.

Zum Beispiel ist also

R :={(a,a), (b,b), (c,c)} (11)
eine Binarrelation auf M. Man schreibt hier also a ¢ a, b ¢ b, ¢ © ¢, aber auch zum Beispiel a%b.

Eine andere Relation auf M ist
R:={(a,b), (b, c), (a, )} (12)

Man schreibt hier entsprechend a ¢ b, b ¢ ¢, a ¢ ¢, aber zum Beispiel auch a%a,
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Definition

Beispiel (2)
Es sei R die Menge der reellen Zahlen. Dann ist die Menge definiert durch
R:={(z,y)|z > yund =,y € R} C R (13)

eine Binarrelation auf R. Wir nennen diese Relation die > (gréBer-gleich) Relation.

y
2 2
X<y

14

— X=y

I T © T | X

2 -1 a y

-1
x>y
2
{(z,y)|lz > yundz,y € R} = —U

Psychologische Forschungsmethoden | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-SA 4.0 | Folie 11



Definition

Ausgewahlte Eigenschaften

Operationen

Relationssysteme

Selbstkontrollfragen

Psychologische Forschungsmethoden | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-SA 4.0 | Folie 12



Ausgewahlte Eigenschaften

Definition (Reflexivitat)

Eine Binarrelation R auf eine Menge M heiBt reflexiv, wenn fiir jedes m € M gilt, dass (m, m) € R

ist, wenn also m ¢ m gilt.

Bemerkungen und Beispiele

® Die > Relation auf R is reflexiv, weil fiir alle z € R gilt, dass * > .
® Fir M := {a, b} ist
R :={(a,a), (a,b), (b, a), (b,b)} (14)
eine reflexive Relation auf M, weil fir a € M und b € M gilt, dass (a, a) und (b, b) in R sind.
® Fir M := {a, b} ist
R :={(a,a), (a,b), (b,a)} (15)
keine reflexive Relation auf M, weil (b, b) ¢ R.
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Ausgewahlte Eigenschaften

Definition (Symmetrie)

Eine Binarrelation R auf einer Menge M heiBt symmetrisch, wenn fiir alle (m,n) € R folgt, dass
auch (n,m) € R ist, wenn also aus m ¢ n folgt, dass n ¢ m gilt.

Bemerkungen und Beispiele

® Die > Relation auf R ist nicht symmetrisch, weil aus @ > y nicht notwendigerweise folgt, dass y > x: es
kann ja auch & > y gelten, dann gilt y > « aber nicht.
® Fir M := {a, b} ist
R:={(a,b), (b,a)} (16)
eine symmetrische Relation auf M, weil
(a,b) € R = (b,a) € R
17
(b,a) € R = (a,b) € R
® Fir M := {a, b} ist
R:={(a,a),(a,b), (b,b)} (18)
keine symmetrische Relation auf M, weil (a,b) € R, aber (b, a) ¢ R.
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Ausgewahlte Eigenschaften

Definition (Transitivitat)
Eine Binéarrelation R auf einer Menge M heiBt transitiv, wenn fir alle m,n,p € M gilt, dass aus

(m,n) € Rund (n,p) € R folgt, dass (m, p) € R ist, wenn also aus m ¢ n und n ¢ p folgt, dass
m o p gilt.

Beispiele

® Die > Relation auf R ist transitiv, denn aus © > y und y > z folgt, dass z > z.
® Auf M := {a,b,c} ist
R:={(a,b), (b;0), (a,0)} (19)
eine transitive Relation, weil neben (a,b) € R und (b, ¢) € R auch (a, c) € R gilt.
® Fir M := {a,b,c} ist
R := {(a,b), (b,c)} (20)

keine transitive Relation auf M, weil trotz (a, b) € R und (b, ¢) € R nicht (a, c) € R gilt.
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Ausgewahlte Eigenschaften

Definition (Irreflexivitat)

Eine Binarrelation R auf eine Menge M heiBt irreflexiv, wenn fiir jedes m € M gilt, dass (m, m) ¢ R ist, wenn

also m%m gilt.

Bemerkungen und Beispiele

® Die > Relation auf R ist irreflexiv, denn fiir kein € R gilt, dass x > x.
® Fir M := {a, b} ist
R := {(a,b), (b,a)} (21)
eine irreflexive Relation auf M, weil fir a € M und b € M gilt, dass (a,a) ¢ R und (b,b) ¢ R sind.

Irreflexiv und nicht reflexiv sind nicht identisch: eine Relation ist schon dann nicht reflexiv, wenn es nur ein

m € M mit (m, m) ¢ R gibt, allerdings ist sie nur dann irreflexiv, wenn dies tatsichlich fiir alle m € M
gilt.
® Sei zum Beispiel M := R? und
R:={(z,v)ly = ="} (22)
Dann gilt (1,1) € R, weil 1 = 12, aber (2, 2) ¢ R, weil 2 # 22. Also ist R auf R? weder reflexiv noch

irreflexiv.
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Ausgewahlte Eigenschaften

Definition (Negative Transitivitat)
Eine Binarrelation R auf einer Menge M heiBt negativ transitiv, wenn fiir alle m,n € R gilt, dass

aus (m,n) ¢ Rund (n,p) ¢ R folgt, dass (m,p) ¢ R ist, wenn also aus m%n und n%p folgt,
dass m)'z{p gilt.

Beispiele

® Die > Relation auf R ist negativ transitiv, denn aus w?{y (also z < y) und y/){z (also y < z), folgt z < 2,
also z%z.

® Auf M := {a,b,c} ist

R := {(a,b), (b,c), (a,c)} (23)

negativ transitiv, denn hier folgt zum Beispiel aus (c,b) ¢ R und (b, a) ¢ R, dass (c,a) ¢ R. Zum
vollstindigem Nachweis der negativen Transititat miisste dies fiir alle moglichen relevanten Paare nachgewiesen
werden.

® Dagegen ist auf M := {a, b, c}

R :={(a,b), (b,¢),(c,a)} (24)
nicht negativ transitiv, denn trotz (b, a) ¢ R und (a,c) ¢ R gilt hier (b,c) € R.

Psychologische Forschungsmethoden | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-SA 4.0 | Folie 17



Definition

Ausgewahlte Eigenschaften

Operationen

Relationssysteme

Selbstkontrollfragen

Psychologische Forschungsmethoden | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-SA 4.0 | Folie 18



Operationen

Definition (Relationsdefinition von Funktionen)

D und Z seien Mengen. Eine Binarrelation f auf D X Z heiBt Funktion (oder Abbildung) von D
nach Z, wenn f folgende Eigenschaften hat:

(1) Fiir alle x € D gibt es ein y € Z, so dass (z,y) € f.

(2) Wenn (z,y) € f und (z,y’) € f sind, so folgt y = v’.

Bemerkungen

® Eine Funktion wird hier betrachtet als eine Menge von geordneten Paaren
f={(z,y)lr e D,ye Z}y C DX Z (25)

Eigenschaft (1) besagt, dass eine Funktion jedem Element in D mindestens ein Element in Z zuordnet.
Eigenschaft (2) besagt, dass eine Funktion jedem Element in D héchstens ein Element in Z zuordnet.
Zusammen besagen (1) und (2) also, dass eine Funktion jedem = € D genau ein y € Z zuordnet.

Unsere Notation von Funktionen bleibt von der Relationsdefinition von Funktionen unberiihrt, wir schreiben
weiterhin f : D — Z dafiir, dass f eine Funktion (Abbildung) von D nach Z ist und bezeichnen das zu
z € D eindeutig bestimmte y € Z als f(z) := y.

® Die Relationsdefinition von Funktionen definiert Funktionen als Mengen, vermeidet den undefinierten Begriff
der “Vorschrift” und gibt der Mathematik somit eine rein mengentheoretische Grundlage.
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Operationen

Definition (Operation)
M sei eine Menge. Eine Operation (oder Verkniipfung) o auf M ist eine Funktion der Form

o: NCMxM— M,(m,n) — o((m,n))). (26)

Bemerkungen
® Die Einschrankung von M X M auf N C M X M dient dem Realititsanspruch extensiver Strukturen.

® Siehe dazu auch Krantz and Suppes (1971), S. 81-82.
® Im numerischen Kontext ist meist N = M X M.
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Operationen

Beispiele
e Eine vertraute Operation ist die Addition natiirlicher Zahlen
FiNXN N (m,n) = +((m,n)) = m + n. (@7)
e Eine andere vertraute Operation ist die Multiplikation ganzer Zahlen,
<L XZ—Z,(m,n) — -((m,n)) := mn. (28)
o Fiir eine Menge N und die Menge
M := {f: N — N|f ist eine Funktion} (29)
ist die Verkniipfung von Funktionen eine Operation auf M,
o: M x M — M, (f,g) — o((f,9) := fogmit (f og)(n) := f(g(n)) firallen € N. (30)
e Eine Operation ist eine 3-stellige Relation R auf einer Menge M der Form
R={(m,n,mon)m,n,mone&€ M} C M X Mx M (31)

Allerdings ist nicht jede 3-stellige Relation R auf einer Menge M eine Operation
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Operationen

Beispiele (fortgefiihrt)

® Sei zum Beispiel M := {1, 2, 3}. Dann entspricht die Operation

1 wenn a + b gerade ist

o: M X M — M, (m,n) — o((m,n)) := (32)

2 wenn a + b ungerade ist ’
der 3-stelligen Relation
R ={(1,1,1),(1,2,2),(1,3,1),(2,1,2),(2,2,1),(2,3,2),(3,1,1),(3,2,2),(3,3,1)} (33)
® Sei zum Beispiel wiederum M := {1, 2, 3} und die 3-stellige Relation R definiert als
R:={(1,1,1),(1,2,2),(1,3,1),(2,1,2),(2,2,1),(2,3,2),(3,1,1),(3,2,2), (1, 3,2) }. (34)
Dann gilt sowohl (1,3,1) € Rund (1, 3,2) € R, also in Operationschreibweise
(1,3) = o((1,3)) := 1 und (1,3) — o((1, 3)) := 2. (35)
Dann ist o aber keine Funktion, weil eine Funktion jedem Element der Definitionsmenge nur hochstens ein Element

der Zielmenge zuordnet und nicht zwei.
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Relationssysteme

Definition (Relationssystem)

M sei eine Menge, Ry, ..., R, seien Relationen auf M und oy, ..., 04 seien Operationen auf M.
Dann wird das (1 + p + ¢)-Tupel

M= (M, Ry, .., Ry, 01, .., 05) (36)

ein Relationssystem genannt. Fiir M := R heiBt ein Relationssystem ein numerisches Relationssystem.

Der Typ eines Relationssystems ist eine (endliche) Folge (71, ..., 7y, q) der Lange p + 1, fiir die gilt,

dass fiir alle ¢ = 1, ..., p r; gleich p ist, wenn R; eine p-stellige Relation ist.
Bemerkungen
® Daog,..., 04 Binarrelationen sind, kénne man auch M := (M, Ry, ..., Rp44) schreiben.

® Der Relationstyp (2, 3, 2) eines Relationssystems M besagt, dass auf der Menge M eine 2-stellige und eine

3-stellige Relation, sowie zwei Operationen definiert sind.
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Relationssystem

Beispiele fiir (qualitative) Relationssysteme

(1) M sei eine Menge von Objekten und es sei
R := {(m, n)|m ist warmer als n} C M x M. (37)
Dann ist M := (M, R) ein Relationssystem vom Typ (2, 0).
(2) M sei eine Menge von Entscheidungsoptionen und es sei
R := {(m,n)|m wird praferiert iiber n} C M x M (38)
Dann ist M := (M, R) ein Relationssystem vom Typ (2, 0).
(3) M sei eine Menge von Objekten und es sei
R := {(m, n)|m ist schwerer als n} C M x M (39)

und
o: M X M — M, (m,n) — o((m,n)) := Die physische Kombination von m und n. (40)

Dann ist M := (M, R, o) ein Relationssystem vom Typ (2, 1).

Beispiele fir numerische Relationssysteme

(1) N := (R, >) ist ein numerisches Relationsystem vom Typ (2,0).

(2) N := (R, >, >) ist ein numerisches Relationsystem vom Typ (2,2,0).

(3) N := (R, >, >, +) ist ein numerisches Relationsystem vom Typ (2,2,1).
(4) N := (R, >, >, +, ) ist ein numerisches Relationsystem vom Typ (2,2,2).
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren Sie das Kartesische Produkt zweier Mengen.

2. Definieren Sie das Kartesische Produkt dreier Mengen.

3. Definieren Sie den Begriff der Binarrelation.

4. Definieren Sie den Begriff einer dreistelligen Relation.

5. Erlautern Sie die > Relation.

6. Definieren Sie den Begriff der reflexiven Binrarelation.

7. Definieren Sie den Begriff der irreflexiven Binrarelation.

8. Was ist der Unterschied zwischen einer nicht reflexiven und einer irreflexiven Relation?
9. Definieren Sie den Begriff einer symmetrischen Binarrelation.
10. Definieren Sie den Begriff einer transitiven Binarrelation.
11. Definieren Sie den Begriff einer negativ-transitiven Binarrelation.
12. Geben Sie die Relationsdefinition einer Funktion wieder.
13. Definieren Sie den Begriff der Operation.
14. Definieren Sie den Begriff des Relationssystems.
15. Geben Sie ein Beispiel fiir ein qualitatives Relationssytem.

16. Geben Sie ein Beispiel fiir ein numerisches Relationssystem.
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