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Vorbemerkungen

Ordinalmessung

® Das qualitative Relationssystem M := (M, R) ist eine strenge schwache Ordnung

® Das numerische Relationssystem ist N := (R, >)

® Es existiert ein Homomorphismus f von M nach N und (M, N, f) heiBt Ordinalskala

® Die Menge der zul3ssigen Transformationen von f ist die Menge der monotonen Funktionen

>y & d(z) > d(y) 1

Extensivmessung

® Das qualitative Relationssystem M := (M, R, o) ist eine extensive Struktur

® Das numerische Relationssystem ist N := (R, >, +)

® Es existiert ein Homomorphismus f von M nach N und (M, N, f) heiBt Verhiltnisskala

® Die Menge der zulassigen Transformationen von f ist die Menge der Ahnlichkeitstransformationen

¢(z) = axz mit a > 0 (2

Differenzmessung

® Das qualitative Relationssystem M := (M, D) ist eine Differenzstruktur.

® Das numerische Relationssystem ist A := (R, A)

® Es existiert ein Homomorphismus f von M nach N und (M, N, f) heiBt Intervallskala

® Die Menge der zulassigen Transformationen von f ist die Menge der positiv linearen Funktionen

¢(z) = azx+ B mta>0,8€c€R. 3)
Ein sinnvolleres Messmodell zur Intervallskalenart ist das Additive konjunkte Messen nach Luce and Tukey (1964)
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Vorbemerkungen

Uberblick

Die messtheoretische Bedeutsamkeit fragt nach der Sinnhaftigkeit von Messwertaussagen und Messwertmanipulationen
in Abhangigkeit der Skalenart von (M, N, f). Der Begriff der “Bedeutsamkeit” wird hier als rein technischer Begriff

der Représentationstheorie des Messens und nicht intuitiv verstanden.

Die Aussagen der Reprasentationstheorie des Messens zur Bedeutsamkeit sind vor dem Hintegrund dieser Theorie
sinnvoll und nachvollziehbar, wie wir in dieser Einheit zeigen wollen. Im gréBeren Kontext der Datenanalyse und
Datenmodellierung sind sie allerdings extrem umstritten, was letztlich in eine Fundamentalkritik an der Reprasentati-

onstheorie des Messens miindet.

Davison and Sharma (1988) bringen die Diskussion zu diesem Thema auf den Punkt: “In his classic work, Stevens
(1951) outlined his now-famous four levels of measurement and delineated which statistics were appropriate for the
various levels. Thus began the controversy about the appropriateness of parametric statistics for ordinal data. On one
side is the view that parametric statistics, such as the ¢ test, are inappropriate for ordinal data (Townsend and Ashby
(1984)). According to the opposing view, the level of measurement is irrelevant (Borgatta and Bohrnstedt (1980),
Gaito (1980))."

Wir vertiefen die Fundamentalkritik an der RTM in Einheit (12) Dekonstruktion.
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Bedeutsame Aussagen

Definition (Bedeutsame Aussagen)

(M, N, f) sei eine Skala. Eine Aussage heiBt bedeutsam beziiglich (M, N, f), wenn der Wahr-

heitsgehalt der Aussage unter allen zulissigen Transformationen von (M, N, f) unverindert bleibt.

Bemerkungen

® Die Definition prézisiert die vorlaufige Definition der Bedeutsamkeit aus Einheit (6). Wir betrachten im
Folgenden drei Beispiele fiir bedeutsame Aussagen in Abhangigkeit der Skalenart. Die gewahlten Beispiele sind
dabei prototypisch, aber nicht erschépfend: es gibt viele weitere mégliche Aussagen.

® Die hier verwendete Definition der bedeutsamen Aussagen folgt Roberts (1984) Kapitel 2.4.

® Narens (2002) diskutiert eine generalisierte und grundlegendere Theorie der bedeutsamen Aussagen.
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Bedeutsame Aussagen

Theorem (Bedeutsamkeit von GroBenvergleichen)
(M, N, f) sei eine Skala. Dann ist fiir m,n € M die Aussage
f(m) > f(n) 4)

bedeutsam, wenn f eine Ordinalskala, Intervallskala oder eine Verhiltnisskala ist.

Bemerkungen

® Modelliert man die Messung von Entscheidungsoptionspréferenzen mit einer Ordinalskala, so bleibt die Aussage
“Option m hat einen héheren Praferenzwert als Option n” unabhingig von der speziellen Form von f wahr.

® Modelliert man das Messen von Temperaturen mit einer Intervallskala, so bleibt die Aussage “Objekt m hat
eine hohere Temperatur als Objekt " unabhingig von der speziellen Form von f (z.B. ©C oder °F) wahr.

® Modelliert man das Messen von Massen mit einer Verhaltnisskala, so bleibt die Aussage “Objekt m hat eine

groBere Masse als Objekt n” unabhingig von der speziellen Form von f (z.B. kg oder Ib) wahr.
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Bedeutsame Aussagen

Beweis
Bedeutsamkeit bei Ordinalskala

f sei eine Ordinalskala. Dann ist die Menge ® der zulassigen Transformationen von f die Menge der monoton
steigenden Funktionen. Fiir jede Transformation von ¢ o f von f mit ¢ € P gilt also

f(m) > f(n) & ¢(f(m)) > ¢(f(n)) & (do f)(m) > (4o f)(n). ()

Bedeutsamkeit bei Intervallskala

f sei eine Intervallskala. Dann ist die Menge ® der zuldssigen Transformationen von f die Menge der positiv
linear-affinen Funktionen. Fiir jede Transformation von ¢ o f von f mit ¢ € ® gilt mit « > 0,8 € R $ also

f(m) > f(n) & af(m) > af(n) < af(m)+ 8> af(n) + 8« (do f)(m) > (g0 f)(n). (6)

Bedeutsamkeit bei Verhiltnisskala

f sei eine Verhiltnisskala. Dann ist die Menge ® der zulissigen Transformationen von f die Menge der Ahnlichkeit-
stransformationen. Fiir jede Transformation von ¢ o f von f mit ¢ € P gilt mit & > 0 also

F(m) > f(n) & af(m) > af(n) < (do f)(m) > (4o f)(n). ™
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Bedeutsame Aussagen

Theorem (Bedeutsamkeit von GroBenvergleichen von Differenzen)
(M, N, f) sei eine Skala. Dann ist fir m,n,p,q € M die Aussage

f(m) = f(n) > f(p) - f(9) ®

® im Allgemeinen nicht bedeutsam, wenn f eine Ordinalskala ist und

® bedeutsam, wenn f eine Intervallskala oder eine Verhaltnisskala ist.

Bemerkungen

® Die betreffende Aussage ist “im Allgemeinen” nicht bedeutsam, wenn f eine Ordinalskala ist: es gibt durchaus
monoton steigende Funktionen, fiir die die Aussage bedeutsam ist (z.B. die positiv linear-affinen Funktionen),
die Aussage bleibt aber aber nicht bei Transformation von f durch alle monoton steigenden Funktionen wahr,

wie wir durch ein Gegenbeispiel im Beweis zeigen.
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Bedeutsame Aussagen

Beweis
Nicht-Bedeutsamkeit bei Ordinalskala

f sei eine Ordinalskala. Dann ist die Menge @ der zuléssigen Transformationen von f die Menge der monoton steigenden
Funktionen. Wir zeigen durch ein Gegenbeispiel, dass die Aussage nicht unter allen zuladssigen Transformationen
von f wahr bleibt. Beispielsweise sei M := {m,n, p, ¢} die Menge des qualitativen Relationssystems und ein
Homomorphismus von M nach (R, >) definiert durch

f: M — Rmit f(m) := 10, f(n) := 6, f(p) := 4 und f(q) := 2 9)
Sei weiterhin eine monoton steigende Funktion ¢ auf f(M) definiert durch
¢ F(M) = Rmit $(2) := 3, ¢(4) := 7, $(6) := 9 und $(10) := 11. (10)

Dann gilt
Fm) = F() > F(p) — F(@) 10— 6>4—25 4> 2 (11)

aber es gelten auch

(¢ 0 f)(m) = (¢o f)(n) =d(f(m)) — ¢(f(n)) = ¢(10) — ¢(6) =11 -9 =2 (12)
und
(0 f)(p) — (dof)la) = d(f(P) — ¢(f(q) =¢(4) —0(2) =7—-3=4 (13)
und damit
(¢°f)(m)—(¢0f)(n),>!(<f>°f)(1>)—(¢Of)(Q) (14)

Damit bleibt die Aussage
f(m) = f(n) > f(p) — f(a) (15)

also nicht fiir alle ¢ € ® wahr, sondern wird fiir das hier betrachtete ¢ falsch.
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Bedeutsame Aussagen

Beweis (fortgefiihrt)
Bedeutsambkeit bei Intervallskala

f sei eine Intervallskala. Dann ist die Menge ® der zuldssigen Transformationen von f die Menge der positiv
linear-affinen Funktionen. Fiir jede Transformation von ¢ o f von f mit ¢ € ® gilt mit « > 0, 8 € R also

f(m) — f(n) > f(p) — f(a) & a(f(m) — f(n)) +B—B>a(f(p) — f(@) +8B-8
< (af(m) +B) — (af(n) + 8) > (af(p) + B) — (af(a) + B) (16)
< (¢of)(m) = (do fln) > (b0 f)p) —(¢0f)la)

Bedeutsamkeit bei Verhiltnisskala

f sei eine Verhiltnisskala. Dann ist die Menge ® der zuldssigen Transformationen von f die Menge der Ahnlichkeit-

stransformationen. Fiir jede Transformation von ¢ o f von f mit ¢ € P gilt mit & > 0 also
fm) = f(n) > f(p) — f(a) & a(f(m) — f(n)) > a(f(p) — f()
< af(m) — af(n) > af(p) — af(q) 17
< (¢0 f)(m) = (¢0f)(n) > (0 f)p)—(¢0f)a)
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Bedeutsame Aussagen

Theorem (Bedeutsamkeit von Verhaltnisaussagen)
(M, N, f) sei eine Skala. Dann ist fiir m,n € M und c # 0 die Aussage

J;((:)) =e (18)

® im Allgemeinen nicht bedeutsam, wenn f eine Ordinalskala oder eine Intervallskala ist und

® bedeutsam, wenn f eine Verhéltnisskala ist.
Bemerkungen

® Die Aussage formalisiert die Beobachtung, dass Verhéltnisse von Temperaturen bei Wechsel der Messkala von

Celsius zu Fahrenheit nicht konstant bleiben (vgl. (6) Grundprobleme der Messtheorie).
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Bedeutsame Aussagen

Beweis

Wir zeigen zunachst die Bedeutsamkeit bei Verhiltnisskala. Durch Angabe eines Gegenbeipiels zeigen wir dann
die Nicht-Bedeutsamkeit bei Intervallskala. Die Nichtbedeutsamkeit bei Ordinalskala folgt dann direkt, weil alle
positiv linear-affine Funktionen monotone Funktionen sind, das Gegenbeispiel aber zeigt, dass es positiv linear-affine
Funktionen gibt, fiir die die Aussage nicht bedeutsam ist.

Bedeutsamkeit bei Verhaltnisskala

f sei eine Verhiltnisskala. Dann ist die Menge & der zulissigen Transformationen von f die Menge der Ahnlichkeit-
stransformationen. Fiir jede Transformation von ¢ o f von f mit ¢ € ® gilt mit &« > 0 also

fm) (f(m)) B af(m) (pof)(m) _
=ce a = ac & =c & =c. (19)
f(n) f(n) af(n) (¢ 0 f)(n)
Nicht-Bedeutsamkeit bei Intervallskala
Wir betrachten die Aussage
I o m) = ef(n) (20)
f(n)

Dann gilt im Allgemeinen fiir eine positiv linear-affine Funktion ¢, dass

(¢ 0 f)(m) # c(do f)(n) (21)
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Bedeutsame Aussagen

Beweis (fortgefiihrt)

Zum Beispiel seien f(m) := 2, f(n) := 1 (also ¢ = 2) und ¢ sei die positiv linear-affine Funktion

¢d: f(M) >R,z — ¢(z) :=az+ B mta:=1und 8:=1. (22)
Dann gilt offenbar
fm) 2 -
f(n) 1
also
f(m) =2f(n), (24)
aber
(¢ 0 f)(m) #2(d0 f)(n) (25)
denn
(¢of)(m)=af(m)+B=1-24+1=3 (26)
und
2(¢0 f)(n) =2(af(n)+B) =2af(n)+28=2-1+2-1=4. (27)
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Bedeutsame Statistiken

Definition (Bedeutsame Statistik)

(M, N, f) sei eine Skala und es seien m1, ..., m,, € M, wobei M die dem qualitativen Relations-
system M zugrundeliegende Menge bezeichne. ¢ sei eine zulassige Transformation von f und v sei

eine reellwertige Statistik, d.h. eine Abbildung der Form
vy f(M)™ CR™ = R, (f(m1), ..., f(mn)) = v(f(m1), ..., f(mn)) (28)
~ wird eine bedeutsame Statistik genannt, wenn

¢ (v (f(ma1), ..., f(mn))) = v ($(f(m1)), ..., #(f(mn))) (29)

Bemerkungen

® Fiir den Wert einer bedeutsamen Statistik ist es also irrelevant, ob eine Skalentransformation auf der Ebene
der Messwerte oder auf der Ebene der Statistikwerte durchgefiihrt wird.

® Die hier verwendete Definition der bedeutsamen Statistik folgt Saint-Mont (2011).

® Narens (2002) entwickelt eine generalisierte und grundlegendere Theorie der bedeutsamen Statistiken.
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Bedeutsame Statistiken

Theorem (Bedeutsamkeit der Summe)
Dann ist die Summe
7 O™ = Ry (1) £(mn)) o A(F(ma), oy f(mn)) 1= Y fma)  (30)
d=1

der Messwerte f(m1), ..., f(my)

® im Allgemeinen keine bedeutsame Statistik, wenn f eine Ordinalskala oder Intervallskala ist und

® eine bedeutsame Statistik, wenn f eine Verhaltnisskala ist.
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Bedeutsame Statistiken

Beweis
Bedeutsamkeit bei Verhiltnisskala

Es sei (M, N, f) sei eine Verhiltnisskala und ¢ eine zulissige Transformation von f, also eine Ahnlichkeitstransfor-
mation der Form
¢: f(M) >R,z — ¢(z) := azmita >0 (31)

Dann gilt

¢(v(f(m1), ., f(mn)))

¢ i:f(mi)
i=1
= aif(mi)

i=1
n (32)

Zaf(mi)

=1

= i:cb(f(mi))

i=1

=7(@(f(m1)), s 6(f(mn)))
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Bedeutsame Statistiken

Beweis (fortgefiihrt)
Nicht-Bedeutsamkeit bei Ordinal- und Intervallskala

Wir zeigen durch Angabe eines Gegenbeispiels, dass die Summe im Allgemeinen bei Intervallskalen keine bedeutsame
Statistik ist. Da die zuldssigen Transformationen der Intervallskalen monotone Funktionen sind, ist die Summe dann

auch bei Ordinalskalen keine bedeutsame Statistik, da auch hier das Gegenbeispiel greift.
Fiir n := 2 seien f(m1) = 1 und f(ms2) = 2 und ¢ sei die positiv linear-affine Funktion
¢ f(M) >R,z ¢(z) :=oaz+ B mita:=1undB:=1. (33)
Dann gilt
d(v(f(m1), f(m2))) = ¢(f(m1) + f(m2)) = (1 +2) =¢(3) =1-3+1=4. (34)
Es gilt aber auch
Y(@(f(m1), ¢(f(m2)))) = v(¢(1), ¢(2)) =~v(1-1+1,1-2+1) =~(2,3) =2+3=5. (35)

Also gilt
#(v(f(m1), f(m2))) =4 # 5 = v(é(f(m1), ¢(f(m2)))). (36)
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Bedeutsame Statistiken

Theorem (Bedeutsamkeit des Mittelwerts)

Dann ist der Mittelwert

75 FD™ =5 B, (F1), o f(mn)) =5 A(FG01), o () 1= = Y fmi)  (37)
i=1

® im Allgemeinen keine bedeutsame Statistik, wenn f eine Ordinalskala ist und

® cine bedeutsame Statistik, wenn f eine Intervall- oder Verhiltnisskala ist.
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Bedeutsame Statistiken

Beweis
Bedeutsamkeit bei Verhiltnisskala

Es sei (M, N, f) sei eine Verhiltnisskala und ¢ eine zulissige Transformation von f, also eine Ahnlichkeitstransfor-
mation der Form
¢: f(M) >R,z — ¢(z) := azmita >0 (38)

Dann gilt

SO ), fma)) =& | = Y fome)
=1

= a%if(mi)

=1

= zn: af(ms)

=1

== Z $(f(ma))

i=1

=7(@(f(m1)), s 6(f(mn)))

(39)

Psychologische Forschungsmethoden | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 23



Bedeutsame Statistiken

Beweis (fortgefiihrt)
Bedeutsamkeit bei Intervallskala

Es sei (M, N, f) sei eine Intervallskala und ¢ eine zulissige Transformation von f, also eine positiv linear-affine
der Form
¢: f(M) >R,z — ¢(z) :=azx+ Bmita >0 (40)

Dann gilt

1
SO (F(m1), s Fma)) = | = Z F(ma)
=1

1
= Z foma) | +8
=1

—w
= %iaﬂmi)*—%iﬂ
=1 =1
== Zn:af(mi) + iﬁ
i=1 i=1
== zn:(af(mn +8)
i=1

n
1
== E d(f(my)) = v(o(f(m1)), ..., ¢(f(mn)))
i=1
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Bedeutsame Statistiken

Beweis (fortgefiihrt)
Nicht-Bedeutsamkeit bei Ordinalskala

Fir f(M) C R>o und n := 2 seien f(m1) = 1 und f(m2) = 3 und es sei ¢ die monotone Funktion

¢ f(M) = R,z > d(x) =’ (41)
Dann gilt
(v (F(m1). f(m2) = ¢ (%u + 3)) =s@=2" =4 (42)
Es gilt aber auch
A(B(F(m), (5 (m2)) = 2(6(1), 6(3) = (12,87) = ~(1+9) = 5. “3)
Also gilt
(v (F(m1), £(m2))) =4 # 5 = 1(S(F(m1), &1 (m2)))).- (49)
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren Sie den messtheoretischen Begriff der Bedeutsamen Aussage.

2. Geben Sie das Theorem zur Bedeutsamkeit von GréBenvergleichen wieder und erldutern Sie es.

3. Geben Sie das Theorem zur Bedeutsamkeit von GréBenvergleichen von Differenzen wieder und erlautern Sie es.
4. Was bedeutet es, dass eine Aussage bei einer gegebenen Skalenart “im Allgemeinen” nicht bedeutsam ist?

5. Geben Sie das Theorem zur Bedeutsamkeit von Verhaltnisaussagen wieder und erliutern Sie es.

6. Definieren Sie den Begriff der reellwertigen Statistik vor dem Hintergrund einer Skala (M, N, f).

7. Definieren Sie den Begriff der bedeutsamen Statistik.

8. Geben Sie das Theorem zur Bedeutsamkeit der Summe wieder und erliutern Sie es.

9. Geben Sie das Theorem zur Bedeutsamkeit des Mittelwerts wieder und erldutern Sie es.
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