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Uberblick

® Hauptkomponentenanalyse heiBt auf Englisch Principal Component Analysis (PCA).

® PCA ist eine Featureselektionsmethode.
o “Features” sind die Komponenten multidimensionaler Zufallsvektoren.

o Korrelierte Features reprasentieren redundate Information.
® PCA generiert ein korrelationsfreies Featureset durch lineare Featurekombination.
® PCA basiert auf

o einer Eigenanalyse/Orthonormalzerlegung der Stichprobenkovarianzmatrix und

o einer anschlieBenden Vektorkoordinatentransformation.

® |mplementiert wird eine PCA oft mithilfe einer Singularwertzerlegung.

® In der Psychologie dient PCA zum Beispiel
o der Datenkompression beim Umgang mit neurophysiologischen Zeitseriendaten,

o der Inspiration im Rahmen der exploratorischen Faktorenanalyse.
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Vektorkoordinatentransformation

Definition und Theorem

Datenkompression

Selbstkontrollfragen
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Vektorkoordinatentransformation

Euklidischer Vektorraum

® Das Tupel ((R™,+, ), {)) aus dem reellen Vektorraum (R™, +, -) und dem Skalarprodukt () auf R™.

Basis

® V sei ein Vektorraum und es sei B C V. Dann heiBt B eine Basis von V, wenn die Vektoren in B linear

unabhéangig sind und die Vektoren in B den Vektorraum V' aufspannen.

Basisdarstellung und Koordinaten

® B := {by,..., bm } sei eine Basis eines m-dimensionalen Vektorraumes V und es sei v € V. Dann heiBt
die Linearkombination v = E m L Ci b; die Darstellung von v beziiglich der Basis B und die Koeffizienten
i=
c1, ..., ¢m heiBen die Koordinaten von v beziiglich der Basis B.

Orthonormalbasis von R

® Eine Menge von m Vektoren q1, ..., g € R heiBt Orthonormalbasis von R, wenn q1, ..., @m jeweils

die Lange 1 haben und wechselseitig orthogonal sind.

Orthonormalzerlegung einer symmetrischen Matrix
® S € R™X™ sej eine symmetrische Matrix mit m verschiedenen Eigenwerten. Dann kannn S geschrieben
werden als S = QAQT, wobei Q € R™ ™ eine orthogonale Matrix ist und A € R™ > eine Diagonal-
matrix ist. Dabei sind die Spalten von Q die Eigenvektoren von S und die Diagonalelemente von A sind die

entsprechenden Eigenwerte.
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Vektorkoordinatentransformationn

Wiederholung von Begriffen aus (2) Vektoren, (3) Matrizen und (4) Eigenanalyse

12 4
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X1

Bei der Hauptkomponentenanalyse ist man daran interessiert, basierend auf den Koordinaten eines Vektors beziiglich
einer Orthonormalbasis die Koordinaten desselben Vektors beziiglich einer anderen Basis zu berechnen. Mit der
Orthogonalprojektion fithren wir zunichst einen generellen Weg ein, die Koordinaten eines Vektors beziiglich einer
Orthonormalbasis zu bestimmen. Wir geben dann ein Theorem an, um die Koordinaten eines Vektors beziiglich einer

weiteren Orthonormalbasis zu bestimmen.
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Vektorkoordinatentransformation

Definition (Orthogonalprojektion)

x und g seien Vektoren im Euklidischen Vektorraum R"". Dann ist die Orthogonalprojektion von x
auf q definiert als der Vektor
a’z

T =agmita:= —, (1)

s}
Q

wobei der Skalar a Projektionsfaktor genannt wird.

Bemerkungen

® Per definition ist £ = ag mit a € R der Punkt in Richtung von g der  am néhesten ist.
® Diese minimierte Distanzeigenschaft impliziert die Orthogonalitat von g und = — Z.

® Die Formel von a folgt direkt aus der Orthogonalitdt von @ — & und ¢, da gilt

T
- gz
qT(zfz):0<:>qT(zfaq):OﬁqufaqTq:(){:a:7.

Q
Q

T
® Wenn g die Linge ||q|| = 1/ ¢T ¢ = 1 hat, dann gilt a = \{\IquQ =qTz.
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Vektorkoordinatentransformation

Orthogonalprojektion
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Vektorkoordinatentransformation

Theorem (Vektorkoordinaten beziiglich einer Orthogonalbasis)

Esseiz € R™ und essei B := {q1, ..., gm } eine Orthonormalbasis von R"™. Dann ergeben sich firi = 1,...,m

die Koordinaten c; in der Basisdarstellung von x beziiglich B als die Projektionsfaktoren
T
cp=x"q; (2

in der Orthogonalprojektion von z auf q;. Aquivalent ist die Basisdarstellung von z beziiglich B gegeben durch

z = Z(IT%)%‘- (3)
i=1

Beweis
Firi=1,...,m gilt
m m m
T T T T T T
T = E cjq; < q; T =gq; E cjqj & q; x = E Cjg; 4j S q;x=ci S ci=x g (4)
j=1 j=1 j=1
Bemerkung
® Hinsichtlich der kanonischen Basis von R™ ergibt sich offenbar ¢; = z1 e; = x; firi = 1, ..., m.
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Vektorkoordinatentransformation

Theorem (Vektorkoordinatentransformation)

By := {v1, ..., vm } und By, := {w1, ..., wy, } seien zwei Orthonormalbasen eines Vektorraums. A € R"* X ™
sei die Matrix, die durch die spaltenweise Konkatenation der Koordinaten der Vektoren in B,, in der Basisdarstellung
beziiglich der Basis B, ergibt. Dann kénnen die Koordinaten z;,7 = 1, ..., m eines Vektors x beziiglich der Basis
By, in die Koordinaten &1, ..., Zy, des Vektors beziiglich der Basis By, durch

=A%z (5)
transformiert werden. Analog kénnen die Koordinaten &1, ..., &, des Vektors hinsichtlich der Basis By, in die
Koordinaten 1, ..., ,, des Vektors hinsichtlich B,, durch

z = AZ. (6)

transformiert werden.
Bemerkungen

® Das Theorem erlaubt die Berechnung von Vektorkoordinaten beziiglich einer anderen Orthonormalbasis.
® Fiir die Berechnung muss zunichst die Matrix A gebildet und dann (nur) entsprechend multipliziert werden.
® Wir verzichten auf einen Beweis und demonstrieren das Theorem an einem Beispiel.

Ein Vektor wird hier als fester Punkt in R™" betrachtet; die Komponenten (Zahlen) des Vektors
werden dagegen nur als Koordinaten beziiglich einer spezifischen Basis interpretiert.
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Vektorkoordinatentransformation

Beispiel
-1 1
) 1.00 4+ ((1)) B (02%) ®
*=0.66
1 /- 1
40 (1)
1.00 0.66 |--------- A 1.00
0.70
1 < é
(7o) 0.23 @ | B
, 0.00 | o
T -
0.00 033 1.00

Man beachte, dass 2 und & am selben Ort in R? liegen.
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Vektorkoordinatentransformation

Beispiel

Wir nehmen an, dass wir die Koordinaten von = = (1/3,2/3)T € R? hinsichtlich der kanonischen Orthonormalbasis
By := {e1, ez} in die Koordinaten beziiglich der Basis

1 1
By = ). Y ™
vz 7z

transformieren wollen. Die Basisdarstellungen der in Vektoren B,, beziiglich der Basisvektoren in B, sind

1 1
NG 1 0 ~ 5 1 0
) =an (0) +a21 (1> und [ Y2 | =a12 (0) +a22 (1) . (®)
V2 V2
Die Projektionsfaktoren der Orthogonalprojektionen der Vektoren in B, auf die Vektoren in B, sind

1 1 1 1
a1l = —=,a21 = —,a12 —, a2 = —. 9
V2 V2 V2 V2
Die Transformationsmatrix A € R™*™ in obigem Theorem ergibt sich also zu
1 I
e DS I EVCR o (10)
aem) \75 U

1 1
5=aT2 = V2 V2 é ~ (070 (11)
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Vektorkoordinatentransformation

Definition und Theorem

Selbstkontrollfragen
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Definition und Theorem

Definition (Hauptkomponentenanalyse)
C(y) sei die Kovarianzmatrix eines m-dimensionalen Zufallsvektors y. Dann heiBt die orthonormale Zerlegung
C(y) = QAQT, 12)
wobei
® Q € R™X™ die Matrix der spaltenweisen Konkatenation der Eigenvektoren von C(y) ist und
® A € R™X™ die Diagonalmatrix der zugehérigen Eigenwerte bezeichnen,

die Hauptkomponentenanalyse von C(y) und die Spalten von Q heiBen die Hauptkomponenten von C(y). Der
m-dimensionale Zufallsvektor

- T

J=Q y (13)

heiBt PCA-transformierter Zufallsvektor.

Bemerkungen

® Man spricht auch von der Hauptkomponentenanalyse/den Hauptkomponenten von y.
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Definition und Theorem

Theorem (Hauptkomponentenanalyse)
C(y) € R™X™ sej die Kovarianzmatrix eines m-dimensionalen Zufallsvektors y, es sei E(y) = O, und es sei
C(y) = QAQT, (14)
die Hauptkomponentenanalyse von C(y). Dann gelten
@
(2

Die Spalten von @ bilden eine Orthonormalbasis von R™.

Multiplikation mit QT transformiert die kanonischen Koordinaten von y in Koordinaten beziiglich der Haupt-

komponenten von C(y).
(3) Die Kovarianzmatrix des PCA-transformierten Zufallsvektors ist die Diagonalmatrix A.

(4) In dem Koordinatensystem, das von den Hauptkomponenten von C(y) aufgespannt wird, gilt

V(gi) = X firi=1,...,mund C(g;,9;) =0 firi#j,1<4,j5 <m. (15)
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Definition und Theorem

Beweis

(1) Mit dem Theorem zu den Eigenschaften von Basen aus Einheit (1) Vektoren gilt, dass jede Menge von m linear
unabhangigen Vektoren Basis eines m-dimensionalen Vektorraums ist. Die Spalten g1, ...q;n € R™ von Q sind m
orthonormale Vektoren und damit insbesondere auch linear unabhangig, denn fir : = 1, ..., m gilt

a1q1 +a2q2 + -+ amqm = Om

Il
=3

T
< (a1q1 +a2q2 + - + amaqm) m

T T
< (a1q1 +a2q2 + -+ amam)” ¢ = 0,,4q;

m (16)
=2 Z aj qu q; =0
j=1
< a; =0.
Esistalso a; = Ofiirz = 1, ..., m und die einzige Reprasentation des Nullelements 0,,, durch eine Linearkombination

der Spalten von Q ist die triviale Reprasentation. Die Spalten von Q sind also m unabhingige Vektoren und damit
eine Basis von R"". Da die Spalten von @ auch orthonormal sind, bilden sie eine Orthonormalbasis von R"™.
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Definition und Theorem

Beweis (fortgefiihrt)

(2) Wir betrachten das Theorem zur Vektorkoordinatentransformation aus dieser Einheit und setzen B, :=
{e1,...,em} und By, := {q1,...qm } mit den Spalten q1,...,qm € R™ von Q. Dann gilt, dass Q €
R™X"™ die Matrix ist, die sich durch die spaltenweise Konkatenation der Koordinaten der Vektoren in B, in
der Basisdarstellung beziiglich der Basis B,, ergibt, denn fiir ¢ = 1, ..., m gilt, dass die Basisdarstellung von g,
beziiglich der kanonischen Basis B, gegeben ist durch
m m
q; = Z(qzej)ﬁj = th‘,j ej = aj- (17)
j=1 j=1
Aquivalent ist natiirlich jeder Vektor ¢ € R™ schon immer identisch mit der Basisdarstellung von ¢ beziiglich
der kanonischen Basis. Damit folgt aber mit Theorem zur Vektorkoordinatentransformation direkt, dass der PCA-
transfomierte Zufallsvektor
=07y (18)
aus den Koordinaten des Vektors beziiglich der Hauptkomponenten von C(y) besteht.

3) Wir erinnern zunichst daran, dass die inverse Matrix einer orthogonalen Matrix Q durch T gegeben ist. Mit
& geg
QQT = QTQ = I, gilt dann, dass

Cy) = AQT & QTc(wQ =Q@TrAQTQ & QT = A (19)
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Definition und Theorem

Beweis (fortgefiihrt)

Weiterhin gilt, dass mit E(y) = 0, die Kovarianzmatrix von y gegeben ist durch
T T
cw) =E (v~ Ew) (v - Ew)T) =E (w”) . (20)
Damit ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix des PCA-transformierte Vektors § = QTy aber, dass

@) =E (7 -E@) @ - E@)")

=E ((QTy - JE(QTy)) (QTy - E(QTy))T)

E ((QTy - QTEW) (@ - QTJE(y))T)

=E(@"n@ ")

(21)

=Q"z(w") @
=QTcwe

=A.

(4) Die Koordinaten von § entsprechen den Koordinaten von y in dem Koordinatensystem, dass von den Hauptkom-

ponenten q1, ..., g¢m von C(y) aufgespannt wird. Mit C(§) = A folgt Aussage (4) dann direkt.

[m]
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Definition und Theorem

Bemerkungen

® Die Eigenwerte A1, ..., As, von C(y) sind die Varianzen von g1, ..., Jm.

® Bei Annahme von A1 > Ay > -+ > A, mit zugehdrigen Eigenvektoren q1, ..., gm gilt

V(i) > V(§2) > - > V(Gm) € V(a1 y) > V(g y) > -+ > V(ghy)  (22)

® Die paarweise nicht-identischen Kovarianzen der Komponenten von ¢ sind Null.

= Die Komponenten von § sind unkorreliert.

= Die Komponenten von § reprasentieren keine redundante Information.

L4 qlTy maximiert die Varianz der unkorrelierten Linearkombinationen der Komponenten von y.
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Definition und Theorem

Definition (Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes)

Y € R™X™ sej ein Datensatz aus n unabhingigen Realisierungen eines m-dimensionalen Zufallsvektors und es sei
C € R™X™ die Stichprobenkovarianzmatrix des Datensatzes. Dann heiBt die Orthonormalzerlegung

C =QAQ" (23)
wobei
® Q € R™X™ die spaltenweise Konkatenation der Eigenvektoren von C' ist und

® A € R™X™ die Diagonalmatrix der zugehérigen Eigenwerten bezeichnen,

die Hauptkomponentenanalyse von C' und die Spalten von Q heiBen die Hauptkomponenten von C'. Der m X n-
dimensionale Datensatz
v =%y (24)

heiBt PCA-transformierter Datensatz.

Bemerkungen

® Man spricht auch von der Hauptkomponentenanalyse/den Hauptkomponenten des Datensatzes Y.
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Definition und Theorem

Theorem (Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes)
C € R™X™ sej die Stichprobenkovarianzmatrix eines Datensatzes Y € R *™ und es sei
¢ =qarQ”, (25)
die Hauptkomponentenanalyse von C'. Dann gelten
(1
(2

Die Spalten von Q bilden eine Orthonormalbasis von R"*.

Multiplikation mit QT transformiert die kanonischen Koordinaten der Spalten von Y in Koordinaten beziiglich

der Hauptkomponenten von C'.

3

Die Stichprobenkovarianzmatrix des PCA-transformierten Datensatzes ist die Diagonalmatrix A.

(4) In dem Koordinatensystem, das von den Hauptkomponenten von C' aufgespannt wird, gilt
S2(¥;) = A firi=1,...,mund C(Y;,¥;) = 0 firi # j,1 < 4,5 < m. (26)

wobei 52 (Y;) die Stichprobenvarianz der iten Komponente des Datensatzes und C(Y;, Yj) die Stichprobenkovarianz
der iten und jten Komponente des Datensatzes bezeichnen.

Bemerkungen

® Der Beweis ergibt sich in Analogie zum Beweis Theorems zur Hauptkomponentenanalyse

® Wir verzichten aus eine Ausformulierung des Beweises.
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Definition und Theorem

Hauptkomponentenanalyse eines simulierten Datensatzes

Datensatzgeneration

# R Pakete
library(matrixcalc)
library (MASS)

# Simulationsparameter
set.seed(1)

m =5
n = 20
mu = rep(0,m)

Sigma = matrix(runif(m°2), nrow = m)
Sigma = 0.5%(Sigma+t(Sigma))

Sigma = Sigma + mxdiag(m)
print(is.positive.definite(Sigma))

> [1] TRUE
# Datensatzgeneration

Y = t(mvrnorm(n,mu,Sigma))

*

Matriz Paket (is.positive.definite())

Multivariate Normalverteilung (murnorm())

*

Reproduzierbare Randomisierung
Datenpunktdimension

Anzahl Realisierung
Erwartungswertparameter
zufdllige Matriz

symmetrische Matriz

positiv definite Matriz
Positiv-Definitheits Check

R OW® oW W W OB B
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Definition und Theorem

Hauptkomponentenanalyse eines simulierten Datensatzes

# Hauptkomponentenanalyse durch Eigenanalyse

In

J_n

C

D

R

EA
lambda
Q
Y_tilde

diag(n) # Einheitsmatriz I_n
matrix(rep(1,n°2), nrow = n) # 1_{nn}
1/ (@-1))*(Y %*% (I_n-(1/n)*J_n) %*% t(Y)) # Stichprobenkovarianzmatriz
diag(1/sqrt(diag(C))) # Kov-Korr-Transformationsmatriz
D %x% C %*% D # Stichprobenkorrelationsmatric
eigen(C) # Eigenanalyse wvon C
EA$values # Eigenwerte wvon C
EA$vectors # Eigenvektoren von C

#

t(Q) %k Y

Transformierter Datensatz

# Stichproben- und Korrelationsmatriz des transformierten Datensatzes

C_tilde
D_tilde
R_tilde

(1/(n-1))*(Y_tilde %*% (I_n-(1/n)*J_n) %*% t(Y_tilde))
diag(1/sqrt(diag(C_tilde)))
D_tilde %*% C_tilde %*% D_tilde
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Definition und Theorem

Hauptkomponentenanalyse eines simulierten Datensatzes

Y

1 5
4
3

2 2
1

3 0
-1
-2

4 -3
-2

5 5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

orNwaG

1
2
3
3
4 -3
-2
5 5

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Definition und Theorem

Hauptkomponentenanalyse eines simulierten Datensatzes
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Vektorkoordinatentransformation

Definition und Theorem

Datenkompression

Selbstkontrollfragen
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Datenkompression

Uberblick

® Datenkompression entspricht einer Reduktion der Dimension m von Daten.

® In der probabilistischen Modellierung wird PCA manchmal zur Dimensionsreduktion eingesetzt.

® Ziel ist es hier, dem Undersampling hochdimensionaler Datenrdume entgegen zu wirken.

® Dimensionsreduktion entspricht dem Verwerfen von k < m Hauptkomponenten von Y.

® Ziel der Auswahl von Hauptkomponenten mit hohen Eigenwerten ist es dabei, den Datenrekon-
struktionsfehler moglichst klein zu halten.

® |m Rahmen der Exploratorischen Faktorenanalyse werden die nicht verworfenen Hauptkompo-

nenten zu “psychologischen Faktoren” erhoben und sich an ihrer Interpretation versucht.
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Datenkompression

Definition (Dimensionsreduzierter Datensatz)
Y € R™*™ sei ein Datensatz, C sei die zugehorige Stichprobenkovarianzmatrix,
C=QAQ" (@7

sei die Hauptkomponentenanalyse von C und es gelte A1 > Ao > - - > A, fiir die Diagonalelemente
von A. SchlieBlich sei fir k < m Q}, die Matrix, die aus @ durch Streichen der Spalten K+ 1, ..., m

entsteht. Dann heiBt
& ar kxn
Y =Q,Y €R (28)

dimensionsreduzierter Datensatz.

Bemerkung

* YV, = QzY entspricht einer (k X n) = (k X m) - (m X n) Matrixmultiplikation
® Y} ist der Datensatz, der aus ¥ durch Streichen der (k + 1)-ten bis m-ten Zeile ensteht.
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Datenkompression

Dimensionalitatsreduktion eines simulierten Datensatzes

Dimensionsreduzierte Datensatze

Qu
:
:
3
.
o=
-
Ya
.
: .
: :
: 3
Y3
i 6
: :
: :
Y2
H s
: :
: BE
: 3
Y1
B | L D N
: :
: B b
: :
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Datenkompression

Definition (Rekonstruierter Datensatz, Datenrekonstruktionsfehler)
Y € R™*™ sei ein Datensatz und fiir k < m sei

Vi = QY e RF*™ (29)
ein dimensionsreduzierter Datensatz. Dann heiBt

Yi = QrYr € R (30)

rekonstruierter Datensatz und
e = |lvec(Y — Yi)[| =20 (31)

heiBt Datenrekonstruktionsfehler.
Bemerkungen
® Y, = Qp Y} entspricht einer (m X n) = (m X k) - (k X n) Matrixmultiplikation

® Fiir M € R™*™ ist vec(M) € R™™ der Vektor, der durch Stapeln der Spalten von M entsteht.
® Firk =m gt QY = QQTY = Y und damit e = 0.
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Datenkompression

Datensatzrekonstruktion und -rekonstruktionsfehler eines simulierten Datensatzes

Eigenwerte (“Scree-Plot”) und Rekonstruktionsfehler

10
12 +
— o o
8+ © L0 4
3
<
- o 8
S £ 6 \
> , | ° 3
i 4 \O § 4 - o
2 o 22+
~— 2
0 o
0 \ T T T T \ T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Index Rekonstruierter Datensatz (k)
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Datenkompression

Datensatzrekonstruktion und -rekonstruktionsfehler eines simulierten Datensatzes

Scree (engl.) Schutthalde

T~

Wikipedia
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Datenkompression

Datensatzrekonstruktion und -rekonstruktionsfehler eines simulierten Datensatzes

Rekonstruierte Datensatze

PR

1
I |7’

1
I |7‘

Ya
N A
Bl -
s -
R EEEEEEE R
Ys
3 i
a -
s -
R EEEEEEE R
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Datenkompression

Datensatzrekonstruktion und -rekonstruktionsfehler eines simulierten Datensatzes

Originaldatensatz minus rekonstruierter Datensatz
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Vektorkoordinatentransformation

Definition und Theorem

Datenkompression

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

Definieren Sie den Begriff Orthogonalprojektion.

. Geben Sie das Theorem zu Vektorkoordinaten beziiglich einer Orthogonalbasis wieder.
. Geben Sie das Vektorkoordinatentransformationstheorem wieder.

Erldutern Sie das Vektorkoordinatentransformationstheorem.

. Geben Sie die Definition einer Hauptkomponentenanalyse wieder.

. Geben Sie das Theorem zur Hauptkomponentenanalyse wieder.

. Geben Sie die Definition der Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes wieder.

. Geben Sie das Theorem zur Hauptkomponentenanalyse eines Datensatzes wieder.
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Erlautern Sie das Prinzip der Datenkompression durch Hauptkomponentenanalyse
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Definieren Sie den Begriff des PCA-dimensionreduzierten Datensatzes.
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Definieren Sie den Begriff des PCA-rekonstruierten Datensatzes.

-
)

Definieren Sie den Begriff des PCA-Rekonstruktionsfehlers.
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