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Wissenschaft und Psychologie

Datenwissenschaft und Statistik

Formalia

Studium und Diskussion

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Wissenschaft und Psychologie

Datenwissenschaft und Statistik

Formalia

Studium und Diskussion

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Wissenschaft und Psychologie

Wissenschaft

Wissenschaft bezeichnet den methodischen Prozess intersubjektiv
nachvollziehbaren Forschens und Erkennens in einem bestimmten
Bereich, der nach herkdmmlichem Verstandnis ein begriindetes,
geordnetes und gesichertes Wissen hervorbringt.

Wissenschaft kennzeichnet entsprechend das gesicherte und in einen
rationalen Begriindungszusammenhang gestellte Wissen, welches
kommunizierbar und iiberpriifbar ist sowie bestimmten
wissenschaftlichen Kriterien folgt.

Wissenschaft bezeichnet somit ein zusammenhingendes System von
Aussagen, Theorien und Verfahrensweisen, das strengen Priifungen
der Geltung unterzogen wurde und mit dem Anspruch objektiver,

tiberpersonlicher Giiltigkeit verbunden ist.

Carrier, M. (2011) Lexikon der Philosophie, Reclam, Stuttgart, S. 312
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Wissenschaft und Psychologie

Naturwissenschaften | Science

® Empirische Erforschung der Natur mit dem Ziel, RegelmaBigkeiten zu erkennen
® Quantitatives Beobachten, messen, analysieren des Verhaltens der Natur
® Grundlage zur Nutzbarmachung der Natur in den Ingeniuersdisziplinen

® Physik, Chemie, Biologie, Medizin, Psychologie, Geologie, etc.
Geisteswissenschaften | Humanities

® Analytische Erforschung menschlicher Kultur
® Qualitative Sinnsuche, informelle Kritik, Spekulation
® Philosophie, Theologie, Geschichtswissenschaft, Literaturwissenschaft, etc.

® Naturwissenschaftliche Theoriebildung
Formalwissenschaften | Formal Sciences

® Analyse formaler System

® Sprachwerkzeuge

Mathematik, Logik, theoretische Informatik, Rechtwissenschaft, etc.

® Naturwissenschaftliche Theoriebildung

Wahr
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Wissenschaft und Psychologie

Naturwissenschaftlicher Prozess

Allgemeiner Fall

Theorie
Induktion Deduktion
Analyse Vorhersage
Beobachtung
Spezieller Fall
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Wissenschaft und Psychologie

Terminologie wissenschaftlicher Prozesse
Experiment
Kontrollierter Test einer wissenschaftlichen Theorie

Experimentelle Variablen

Unabhangige Variable <« Experimentelle Manipulation

Abhéngige Variable <« ErgebnismaBe der Manipulation
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Wissenschaft und Psychologie

JHaufig wiederhalten wir ~ den
einzelnen Versuch zur genaueren
Ermittlung der Zeit und fanden gar .
keine Unterschiede, auch nicht
einmal von einem Zehntel eines
Pulsschiages. Darauf lieen wir die
Kugel nur durch ein Viertel der
Strecke laufen und fanden- stets
genau die halbe Follzeit gegen o,
friher. .. bei wohl hundertfacher o
Wiederholung fanden wir stets,

doss die Strecken sich verhielten

wie die Quadrate der Zeiten”

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 11



Wissenschaft und Psychologie

Probabilistische Datenanalyse

F
¥(t) = —,F = —
i(t) = mg

JHaufig wiederhalten wir ~ den
einzelnen Versuch zur genaueren
Ermittlung der Zeit und fonden gar 2
keine  Unterschiede, auch _nicht
cinmal von einem Zehntel eines
Pulsschiages. Darauf liefien wir die 5
Kugel nur durch ein Viertel der %
Strecke laufen und fanden  stets
genau die halbe Fallzeit gegen
friher. ... bei wohl hundertfacher T
Wiederholung fanden wir stets, ot
doss die Strecken sich verhielten

wie die Quadrate der Zeiten”

1
x(t) = xo + vot + Etz + &(t)

£(t) ~ N(0,0%)

Ror A Fisher
g
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Wissenschaft und Psychologie

Psychologie
Wissenschaft des menschlichen Erlebens, Verhaltens und Handelns
Beschreiben

» Benennen und Klassifizieren neuropsychologischer Phdnomene

Erklaren
» Entwicklung mechanistischer neuropsychologischer Modelle

Vorhersagen
> Prognose zukiinftigen Erlebens, Verhaltens und Handelns

Verdndern
» Prévention, Diagnose, Behandlung psychiatrischer Erkrankungen
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Wissenschaft und Psychologie

Neurobiologische Verarbeitung von Sinnesreizen
Wie werden visuelle Stimuli im Gehirn verarbeitet?

Wie entscheiden Menschen, ob sie ein Haus oder ein Gesicht wahrnehmen?

Response
cue

Heekeren et al. (2004) Nature

— Allgemeine Psychologie, Biologische Psychologie, Kognitive Neurowissenschaften
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Wissenschaft und Psychologie

Neurobiologische Verarbeitung von Sinnesreizen - Verhaltensdaten

Trial Koharenz Stimulus Antwort Reaktionszeit (ms)
1 Gesicht 60 Gesicht 479
2 Gesicht 20 Gesicht 483
3 Haus 40 Haus 321
4 Gesicht 40 Gesicht 369
5 Gesicht 60 Gesicht 478
6 Haus 60 Haus 836
7 Gesicht 40 Gesicht 794
8 Gesicht 60 Haus 797
9 Gesicht 20 Gesicht 464
10 Haus 20 Haus 563
11 Haus 20 Gesicht 590
12 Gesicht 40 Haus 429
13 Gesicht 40 Haus 751
14 Gesicht 60 Gesicht 876
15 Gesicht 60 Haus 851
16 Haus 40 Gesicht 492
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Wissenschaft und Psychologie

Neurobiologische Verarbeitung von Sinnesreizen - Neurophysiologiedaten

ms E1(01) E2(02) E3(Cz) E4(Pz) E5(AF1)  E6 (AF2)

0 -0.682 0.404 -0.738 -1.82 0.04 0.423

2 17.814 18.271 17.445 17.90 14.71 15.381
4 18.101 18.387 17.453 17.37 17.86 18.888
6 3.695 2.148 4.356 4.39 3.29 2917

8 -15.927 -13.785 -14.493 -14.38 -14.44 -17.026
10 -18.736 -16.447 -19.397 -18.02 -19.89 -20.089
12 -5.155 -6.549 -4.901 -3.42 -5.80 -4.349
14 14.131 11.346 11.808 13.87 13.49 13.435
16 20.931 19.074 18.354 20.50 21.53 17.981
18 9.441 9.169 6.949 7.12 6.60 6.892

20 -10.897 -11.638 -11.607 -10.51 -11.66 -11.150
22 -19.245 -20.782 -20.979 -19.59 -18.46 -21.143
24 -10.372 -11.178 -11.150 -8.66 -10.04 -11.485
26 8.590 7.720 9.665 9.57 8.52 7.609

28 21.212 21.199 18.541 19.04 19.53 20.762
30 12.311 13.931 13.714 12.70 13.51 12.338
32 -5.040 -5.536 -2.416 -5.49 -4.14 -7.970

Wahrscheinlichkeitstheorie und Fr istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 16



Wissenschaft und Psychologie

Psychologische Diagnostik im psychotherapeutischen Erstgesprach

Ist eine Psychotherapie indiziert?

Handbuch
Psychotherapie-Antrag
Peychoanasch Tewre s Asoge
ercHine

Poychoopmk
Poychopetecne Kanaele
Fa

Testdiagnostik:
BDLII
= Summe 47, Hinweis auf schwere depressive Episode.

SCL-90-R
« Erhahte Werte und Cutoff-Uberschreitungen auf den
S T A

Pychotizismus (je PR 80), Aggressivitit (PR 73)
und Unsicherheit (PR 70). Deutliche Belastung auf
Gesamtskala psychische Belastung” (PR 80).
Hinweise auf deutliche psychische Belastung in

mehreren Bereichen

ADP-IV

« Personlichkeitsinventar: minimale Cutoff-Uberschrei-
tung im Bereich der Paranoiden PS, sonst
unauffillig

— Diagnostik, Persénlichkeitspsychologie, Verfahrenlehre, MSc Psychotherapie
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Wissenschaft und Psychologie

Psychologische Diagnostik im psychotherapeutischen Erstgesprach - Verhaltensdaten

Item Score
1 2
2 1
3 3
4 3
5 2
6 1
7 4
8 1
9 4
10 2
11 3
12 0
13 4
14 0
15 4
16 1
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Wissenschaft und Psychologie

Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapieformen bei Depression

Welche Therapieform ist bei Depression wirksamer?

Online Psychotherapie Klassische Psychotherapie

— Klinische Psychologie, Klinische Diagnostik, MSc Psychotherapie
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Wissenschaft und Psychologie

Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapieformen bei Depression

Becks Depressions-Inventar (BDI) zur Depressionsdiagnostik

11) Unruhe 17, Reizbarkeit 8
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1 bin e s sons 1 inba s sonst

2 16 bin vl rearer s sont
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Tl veriren,
3 B S oot e | (18 Konzentrationsschwierigkeiten

¥

13.) Entschiussunfahigheit
o un

T it i schwerer o st
Entscheidungen 2 trafen
2 sonst,
Entscheidungen 2u trefen.
[rrense—— 3 icn have Mahe, ubarmaupt
i refen 20, Ermudung oder Erschopfung
- o oder
a 14) Wertiosighe
0 ch fole mich nicht wertios.
31 bt i e wevs ot

9 - 13 minimale Depression

14 - 19 leichte Depression

e mich vil wenige wert
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Wissenschaft und Psychologie

Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapieformen bei Depression - Verhaltensdaten

Patient ID Bedingung Prae-PT-BDI Post-PT-BDI

1 Online 32 29
2 Online 41 30
3 Online 38 15
4 Online 48 16
5 Klassisch 34 16
6 Klassisch 19 15
7 Online 26 14
8 Online 37 21
9 Online 34 17
10 Online 18 20
11 Online 33 25
12 Klassisch 35 20
13 Klassisch 36 11
14 Klassisch 35 19
15 Online 33 20
16 Online 28 17
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Wissenschaft und Psychologie

Datenwissenschaft und Statistik

Formalia

Studium und Diskussion

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Datenwissenschaft und Statistik

Datenwissenschaft

Die Kunst, aus Daten Sinn zu generieren
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Datenwissenschaft und Statistik

Informatik Mathematik
& Maschinelles &
Programmierung | " Statistik

Quantitative

Digitalisierung R —

Disziplinspezifisches
Fachwissen
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Datenwissenschaft und Statistik

Datenwissenschaft ist Datenreduktion

Rohdaten Reduzierte Daten
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Datenwissenschaft und Statistik

Datenwissenschaft ist Naturwissenschaft

Modellformulierung | <—

|

Realitat —> Daten —>| Modellschatzung

|

Modellevaluation |—
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Datenwissenschaft und Statistik

Datenwissenchaft ist Dateninterpretation
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Datenwissenschaft und Statistik

Terminologie der Datenwissenschaft
Statistik = Maschinelles Lernen = Kiinstliche Intelligenz

Statistik Maschinelles Lernen Kiinstliche Intelligenz

Probabilistische Modelle Deterministische Modelle | Agenten-basierte Modelle

Theoretische Analyse Klassifikation Reinforcement learning
Optimalitatstheorie Bayesianische Modelle Symbolik
Asymptotische Theorie Anwendung Anwendung
Wissenschaftsphilosophie Benchmarking Hype

Wahr
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Datenwissenschaft und Statistik

Datenwissenschaft in der Psychologie

Die Kunst, aus Verhaltens- und Neurophysiologiedaten

psychologischen Sinn zu generieren
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Datenwissenschaft und Statistik

Statistik

Die Kunst, aus Daten Sinn zu generieren

und seine assoziierte Unsicherheit zu quantifizieren
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Datenwissenschaft und Statistik

Asymptotische Inferenz
MaBtheorie

Deskriptive Statistik
Wahrscheinlichkeitstheorie

Schatztheorie . '
Konfidenzintervalle

Korrelation und Regression

Frequentistische Inferenz

Bayesianische Inferenz o

Varianzanalyse
Poweranalyse
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Datenwissenschaft und Statistik

Applications

19th Century

BRADLEY EFRON
TREVOR HASTIE

Mathematics Computation
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Datenwissenschaft und Statistik

Statistik in der Psychologie

Die Kunst, aus Verhaltens- und Neurophysiologiedaten
psychologischen Sinn zu generieren

und seine assoziierte Unsicherheit zu quantifizieren
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Datenwissenschaft und Statistik

Klassische Partition der Statistik in der Psychologie

® Deskriptivstatistik
® Inferenzstatistik

® Multivariate Statistik
Sinnvolle Partition der psychologischen Datenwissenschaft

® Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen
® Frequentistische Inferenz und Allgemeines Lineares Modell
® Bayesianische Inferenz

® Multivariate Datenanalyse
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Datenwissenschaft und Statistik

Fundamentale Annahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie

® Zufallsprozesse konnen mathematisch modelliert werden.
® Mathematik kann zur Vorhersage zufalliger Ereignisse genutzt werden.

® Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist mengentheoretisch begriindet.
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Datenwissenschaft und Statistik

Fundamentale Annahmen der Frequentistischen Statistik

® Wahrscheinlichkeiten spiegeln die relative Frequenz des Auftretens eines zufalligen

Ereignisses und beschreiben objektive Eigenschaften der realen Welt.

® Die Parameter probabilistischer Modelle sind feste, unbekannte Konstanten, die als
wahre, aber unbekannte, Parameterwerte bezeichnet werden. Uber Parameterwerte

und Modelle werden keine probabilistischen Aussagen getroffen.

® Statistische Methoden werden so gestaltet, dass sie gute langfristige relative Fre-
quenzeigenschaften besitzen und werden typischerweise anhand ihrer Stichproben-

verteilungen bewertet.
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Datenwissenschaft und Statistik

Fundamentale Annahmen der Bayesianischen Statistik

® Wahrscheinlichkeiten werden als Grade der Sicherheit, nicht als langfristige relative
Haufigkeiten interpretiert. Aussagen der Form “Die Wahrscheinlichkeit, dass das
Wintersemester 2021/22 vollstanding in Prisenzlehre stattfindet, ist 0.8." haben

eine Bedeutung.

® Die Parameter probabilistischer Modelle sind feste, unbekannte Konstanten, die als
wahre, aber unbekannte, Parameterwerte bezeichnet werden. Uber Parameterwerte
und Modelle werden probabilistische Aussagen getroffen, die unseren Grad an

Sicherheit hinsichtlich ihrer quantitativen Auspragung und Validitat widerspiegeln.

® Probabilistische Aussagen iliber Parameter werden mithilfe von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen getroffen, auf deren Grundlage optimale Entscheidungen im Sinne von

Kosten-Nutzenfunktionen getroffen werden kdnnen.

Wahr
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Datenwissenschaft und Statistik

Datenwissenschaftliches Curriculum der OVGU Psychologie
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Wissenschaft und Psychologie

Datenwissenschaft und Statistik

Formalia

Studium und Diskussion

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Formalia

Wintersemester 2021/2022

® Modul B1 Deskriptive Statistik

® Modul C2 Computergestiitzte Datenanalyse
Sommersemester 2022

® Modul B2 Inferenzstatistik

® Modul A2 Forschungsmethoden
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Formalia

Wintersemester 2021/2022

® Modul B1 Deskriptive Statistik

® Modul C2 Computergestiitzte Datenanalyse
Sommersemester 2022

® Modul B2 Inferenzstatistik

® Modul A2 Forschungsmethoden
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Formalia

Modul B1 Deskriptive Statistik | Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz

® Donnerstags 13 - 15 Uhr, G40B-231

® Kursmaterialien (Folien, Videos) auf der Kurswebseite

Ankiindigungen iiber die Moodleseite

® Benotete Multiple Choice Klausur (30 Fragen) Ende Wintersemester 2021/22

® Klausurwiederholungstermin am Ende des Sommersemesters 2022

® Klausurtermin und Klausurort gemaB Priifungsplan des FNW Priifungsamtes
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https://bit.ly/3iG5qPY
https://elearning.ovgu.de/course/view.php?id=11593
https://www.fnw.ovgu.de/Studium/Pr%C3%BCfungsamt.html

Formalia

Modul B1 Deskriptive Statistik | Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz

Datum Einheit Thema

14.10.2021 Einfithrung (1) Einfiihrung

21.10.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (2) Wahrscheinlichkeitsraume

28.10.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (3) Zufallsvariablen

04.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (4) Zufallsvektoren

11.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (5) Erwartungswert und Kovarianz

18.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (6) Ungleichungen und Grenzwerte

25.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (7) Normalverteilungstransformationen

02.12.2021 Frequentistische Inferenz (8) Statistische Modelle, Statistiken, Schatzer

09.12.2021 Frequentistische Inferenz (9) Schatzereigenschaften

16.12.2021 Frequentistische Inferenz (10) Konfidenzintervalle
Weihnachtspause

06.01.2022 Frequentistische Inferenz (11) Hypothesentests

13.01.2022 Frequentistische Inferenz (12) T-Tests

20.01.2022 Frequentistische Inferenz (13) Einfaktorielle Varianzanalyse

27.01.2022 Frequentistische Inferenz (14) Zweifaktorielle Varianzanalyse

Feb 2022 Klausurtermin

Jul 2022 Klausurwiederholungstermin

heorie und Fre

istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 43



Formalia

Modul B1 Deskriptive Statistik | Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz

® Vorlesungsfolien inklusive Selbstkontrollfragen sind klausurrelevant

® Altklausuren finden sich auf den Kurswebseiten friitherer Jahre

® Empfohlen ist die Lektiire der entsprechenden Abschnitte in
Probabilistische Datenanalyse fiir die Wissenschaftliche Psychologie

® Als weiterfiihrende Literatur bieten sich an
® Georgii, H.O. (2015) Stochastik
® Fahrmeir, L., Heumann, C., Kiinstler, R., Pigeot, I., Tutz, G. (2016) Statistik
® DeGroot, M.H. & Shervish, M.J. (2012) Probability and Statistics

® Casella, G. & Berger, R.L. (2012) Statistical Inference
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Formalia

Wintersemester 2021/2022

® Modul B1 Deskriptive Statistik

® Modul C2 Computergestiitzte Datenanalyse
Sommersemester 2022

® Modul B2 Inferenzstatistik

® Modul A2 Forschungsmethoden
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Formalia

Modul C2 Computergestiitzte Datenanalyse | Programmierung und Deskriptive Statistik

® Donnerstags 15 - 17 Uhr, G40B-231

® Kursmaterialien (Folien, Videos) auf der Kurswebseite

Ankiindigungen iiber die Moodleseite

® Benotete Multiple Choice Klausur (20 Fragen) Ende Wintersemester 2021/22

® Klausurwiederholungstermin am Ende des Sommersemesters 2022

® Klausurtermin und Klausurort gemaB Priifungsplan des FNW Priifungsamtes
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https://bit.ly/3awIhe8
https://elearning.ovgu.de/course/view.php?id=11593
https://www.fnw.ovgu.de/Studium/Pr%C3%BCfungsamt.html

Formalia

Modul C2 Computergestiitzte Datenanalyse | Programmierung und Deskriptive Statistik

Datum Einheit Thema

14.10.2021 Einfiihrung (1) Einfithrung

21.10.2021 R Grundlagen (2) R und RStudio

28.10.2021 R Grundlagen (3) Vektoren

04.11.2021 R Grundlagen (4) Matrizen und Arrays

11.11.2021 R Grundlagen (5) Listen und Dataframes

18.11.2021 R Grundlagen (6) Kontrollstruktur und Schleifen

25.11.2021 R Grundlagen (7) Funktionen und Scope

02.12.2021 R Grundlagen (8) R Base Graphics

09.12.2021 Deskriptive Statistik (9) Datenmanagement

16.12.2021 Deskriptive Statistik (10) Haufigkeitsverteilungen
Weihnachtspause

06.01.2022 Deskriptive Statistik (11) Verteilungsfunktionen und Quantile

13.01.2022 Deskriptive Statistik (12) MaBe der zentralen Tendenz

20.01.2022 Deskriptive Statistik (13) MaBe der Datenvariabilitat

27.01.2022 Deskriptive Statistik (14) Bivariate ZusammenhangsmaBe

Feb 2022 Klausurtermin

Jul 2022 Klausurwiederholungstermin
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Formalia

Modul C2 Computergestiitzte Datenanalyse | Programmierung und Deskriptive Statistik

® Vorlesungsfolien inklusive Selbstkontrollfragen sind klausurrelevant

® Altklausuren finden sich auf den Kurswebseiten friitherer Jahre

® Empfohlen ist die Lektiire der entsprechenden Abschnitte in
Probabilistische Datenanalyse fiir die Wissenschaftliche Psychologie

® Als weiterfiihrende Literatur bieten sich an
® Sauer, S. (2019) Moderne Datenanalyse mit R
® Wickham, H. (2019) Advanced R
® Cotton, R. (2013) Learning R.

® Murrell, P. (2021) R Graphics
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https://wasd.urz.uni-magdeburg.de/dostwald/

Wissenschaft und Psychologie

Datenwissenschaft und Statistik

Formalia

Studium und Diskussion

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Studium und Diskussion

Studium # Schule

® Schule ist Pflicht, Studium ist freiwillig.

® Sie wollen nicht studiert werden, Sie wollen studieren.
® Sie sind motiviert.

® Studium ist Arbeit mit 40-Stundenwoche.

® Wir machen keinen Osterhasenunterricht.

® Klausuren dienen lhnen, nicht den Lehrenden.

® \eranstaltungen dienen der Organisation, nicht des Erwerbs von Wissen.
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Studium und Diskussion

Studium ## Berufsausbildung

® Das Studium dient dem Erwerb theoretischen Wissens.

® Studium = Reproduktion, Praxis = Translation, Wissenschaft = Reflexion.
® Sie werden nie wieder so viel Zeit zum Erwerb theoretischen Wissens haben.
® Nach Studienabschluss sind Sie keine Psychotherapeut:in.

® Nach Studienabschluss haben sie viel tiber Psychologie gelesen.

® Praktische Fahigkeiten lernt man in der Praxis, nicht in der Theorie.

® Denken und lernen Sie interdisziplinar, Fachgrenzen sind fiir Faule.
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Studium und Diskussion

Lernphasen
Phase 1: Uberblicken

® Uberblick durch Vorlesung/Uberfliegen der Materialien.
® Verstehen einfacher Zusammenhinge.
® \erstehen, was man nicht versteht.

Phase 2: Verstehen

® Erarbeiten des Verstehens komplexer Zusammenhéange.
® Schriftliche Beantwortung der Selbstkontrollfragen.
® Klarung von Details.

Phase 3: Memorisieren

® Auswendiglernen aller Inhalte.
® Aktive Wiedergabe der Inhalte, schriftlich oder miindlich.
® Teilnahme an der Klausur.

Teilen Sie groBe Aufgaben immer in viele kleine, gut zu bewiltigende Aufgaben!

Sie machen Schreibtischarbeit, treiben Sie also taglich Sport!
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Studium und Diskussion

Verschiedenes

Ist Statistik schwer?
Ich kann kein Mathe, Statistik macht mich fertig. Was soll ich bloB tun?

Psychotherapeut:in wollte ich eigentlich jetzt erstmal nicht werden, sondern ich will

Menschen verstehen. Wozu brauche ich da Statistik?

Ich wiirde gerne verstehen, wie das Gehirn funktioniert. In welchem Kurs bekomme ich
die Antwort?

Warum muss ich etwas liber wissenschaftliche Methoden lernen, ich will doch viel lieber
Menschen helfen?

Wahr
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Studium und Diskussion

Approbationsordnung fiir Psychotherapeutinnen und Psychotherapeuten (2020)

Inhalte, die im Bachelorstudiengang im Rahmen der hochschulischen Lehre zu vermitteln und bei dem Antrag auf
Zulassung zur psychotherapeutischen Priifung nachzuweisen sind.

9. wi haftliche Methodenlehre

Die studierenden Personen (...)

c) wenden Begriffe, Methoden und Ergebnisse der qualitativen und quantitativen Forschung in der
psychologischen Grundlagen- und Anwendungsforschung an,

(=8

beurteilen die Auswirkungen von Forschungsmethoden auf Untersuchungspopulationen und wenden deskriptive
und inferenzstatistische Methoden sowie weitere statistische Verfahren zur Auswertung von Ergebnissen
grundlagen- und anwendungsbezogener Studien in verschiedenen Bereichen der psychologischen und
psychotherapeutischen Forschung an,

e) planen wissenschaftliche Untersuchungen, fiihren diese Untersuchungen durch und werten sie aus, (...)
= Bachelorarbeit

Zur Vermitllung der Inhalte der wissenschaftlichen Methodenlehre sind bei der Planung der hochschulischen Lehre
(...) die folgenden Wissensbereiche abzudecken (...)

c) deskriptive und Inferenz-Statistik (...)

d) Datenerhebung und Datenanalyse unter Nutzung digitaler Technologien.
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Studium und Diskussion

Approbationsordnung fiir Psychotherapeutinnen und Psychotherapeuten (2020)

Inhalte, die im Masterstudiengang im Rahmen der hochschulischen Lehre zu vermitteln und bei dem Antrag auf
Zulassung zur psychotherapeutischen Priifung nachzuweisen sind.

2. vertiefte Forschungsmethodik

Die studierenden Personen

o

wenden komplexe und multivariate Erhebungs- und Auswertungsmethoden zur Evaluierung und
Qualitatssicherung von Interventionen an,

=

nutzen und beurteilen einschlagige Forschungsstudien und deren Ergebnisse fiir die Psychotherapie

o

planen selbststandig Studien zur Neu- oder Weiterentwicklung der Psychotherapieforschung oder der Forschung
in angrenzenden Bereichen, fiihren solche Studien durch, werten sie aus und fassen sie zusammen, (...)

= Masterarbeit

Zur Vermitllung der Inhalte der vertieften Forschnungsmethodik sind bei der Planung der hochschulischen Lehre (...)
die folgenden Wissensbereiche abzudecken (...)

a) multivariate Verfahren und Messtheorie
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Studium und Diskussion

Q& A
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Wissenschaft und Psychologie

Datenwissenschaft und Statistik

Formalia

Studium und Diskussion

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Selbstkontrollfragen

1. Diskutieren Sie die Begriffe Naturwissenschaft, Geisteswissenschaft und Formalwissenschaft
2. Beschreiben Sie den naturwissenschaftlichen Prozess.

3. Definieren Sie die Begriffe Experiment, unabhangige Variable und abhingige Variable.

4. Nennen Sie vier Ziele der wissenschaftlichen Psychologie.

5. Beschreiben Sie Beispiele fiir die Anwendung wissenschaftlicher Methoden in der Psychologie.
6. Nennen Sie die drei Hauptkomponenten der Datenwissenschaft.

7. Nennen Sie drei Grundannahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie.

8. Nennen Sie drei Grundannahmen der frequentistischen Statistik.

9. Nennen Sie drei Grundannahmen der Bayesianischen Statistik.
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Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz

BSc Psychologie WiSe 2021/22

Prof. Dr. Dirk Ostwald



(2) Wahrscheinlichkeitsraume



Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz

Datum Einheit Thema

14.10.2021 Einfithrung (1) Einfithrung

21.10.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (2) Wahrscheinlichkeitsraume

28.10.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (3) Elementare Wahrscheinlichkeiten

04.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (4) Zufallsvariablen

11.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (5) Zufallsvektoren

18.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (6) Erwartungswert und Kovarianz

25.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (7) Ungleichungen und Grenzwerte

02.12.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (8) Normalverteilungstransformationen

09.12.2021 Frequentistische Inferenz (9) Modelle, Statistiken und Schitzer

16.12.2021 Frequentistische Inferenz (10) Schatzereigenschaften
Weihnachtspause

06.01.2022 Frequentistische Inferenz (11) Konfidenzintervalle

13.01.2022 Frequentistische Inferenz (12) Hypothesentests

20.01.2022 Frequentistische Inferenz (13) Einstichproben-T-Tests

27.01.2022 Frequentistische Inferenz (14) Zweistichproben-T-Tests

Feb 2022 Klausurtermin

Jul 2022 Klausurwiederholungstermin
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Statistik

Die Kunst, aus Daten Sinn zu generieren

und seine assoziierte Unsicherheit zu quantifizieren
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Repréasentation zentraler Eigenschaften

Modellierun
% g

Modell Realitat
Wabhrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgange

groDabiictischestilodell Phanomene, die von Menschen

QA P),X:0->R nicht. mit absoluter Sicherheit

Wahrscheinlichkeitsrechnung vorhergesagt werden kénnen.

Px(S) = P(X71(5))

Quantifizierung von Unsicherheit
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Jedes Augenzahlpaar kommt im Mittel gleich hiufig vor.

Basierend auf der Physik sollte jedes Augenzahlpaar die gleiche Wahrscheinlichkeit haben.

X Modellierung

Modell Realitat

Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgang
Q= {(r,b)|r € Ng, b € Ng}

Gleichzeitiges Werfen eines
A= P(Q) roten und eines blauen Wiirfels

1
P{{w}) =5¢

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Summe der gefallenen Augenzahlen 4 ist, ist 0.083.

Bei 100 Wiirfelwiirfen ist die Summe der gefallenen Augenzahlen im Durchschnitt 8.3 Mal gleich 4.
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Definition

Erste Eigenschaften

Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Beispiele

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Definition

Erste Eigenschaften

Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Beispiele

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Definition

Definition (Wahrscheinlichkeitsraum)

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Triple (2, A, P), wobei
® ) eine beliebige nichtleere Menge von Ergebnissen w ist und Ergebnismenge heiBt,
® A eine o-Algebra auf 2 ist und Ereignissystem heiBt,
® P eine Abbildung der Form P : A — [0, 1] mit den Eigenschaften

o Nicht-Negativitat P(A) > 0 fiir alle A € A,
o Normiertheit P(2) = 1 und
o o-Additivitit P(U2, A;) = Z P(A;) fiir paarweise disjunkte A; € A

i=1
ist und WahrscheinlichkeitsmaB heiBt.

Das Tuple (€2, .A) aus Ergebnismenge und Ereignissystem wird als Messraum bezeichnet.

Bemerkung

® Die Definition benutzt den Begriff der o-Algebra.
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Definition

Definition (o-Algebra)
Q2 sei eine Menge und A sei eine Menge von Teilmengen von Q. A heiBt o-Algebra auf 2, wenn
® 0ec Aist,

® A abgeschlossen unter der Bildung von Komplementarmengen ist, also wenn fir alle A € A
gilt, dass auch A° := Q\ A € A ist,

® A abgeschlossen unter der abzihlbaren Vereinigung von Ereignissen ist, also wenn aus
A, As, ... € Afolgt, dass auch U2, A; € Aist.

Bemerkungen

® Eine o-Algebra ist eine Menge von Mengen.
® Eine als bekannt vorausgesetzte andere Menge von Mengen ist die Potenzmenge.

® Mengen von Mengen heien auch Mengensysteme.
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Definition

ERGEBNISSE DER MATHEMATIK
UND IHRER GRENZGEBIETE

£ 13 Terminangicte Verbemerksngen 3

3 T D hemeniare Vabnchemrhong ]

i, 1 e i A des Beanpangen s 1 o s

LZENTRALBLATT FOR e
ZWEITER BA

GRUNDBEGRIFFE DER
WAHRSCHEINLICHKEITS-
RECHNUNG

A KOLMOGOROFF

e de m.mm i Smatnen Bbauprng St
keine Schlise Deshalhs fogt aus dem Prinsip 4 nach keines-
e, a bt o e roen Amah von S ven Vemachen, vor
denen jode Seri aus n Versachen bestht, in feder Sere der Quotient
mfn sich von P(4) wenig unterscheiden wird.

‘Bemerkung I1. Den wmigichen Endgois (der lsrn Nenge)
entprich kit unsere Axiome i Wabrichenihket B(0) = 0,

wires it aus P4) = 0 die U
durchaus nicht 2u folgen : nach dem Pringip B folt sus dem
ol der Wabrscheinlchkeit nur, dab bel ciner cinmaligen
Reslstion der Bedi das Ereignis 4 praktisch unmglch
i . jedoch Keineswegs, dab auch gentend
langen Reibe von Ver das Ereignis A nicht auftreten wird
Andesereits kann man nach dem Prinzip A nur behaupten, daf bei

)= 0 und . der Quotient mjn sehr Kein wird (er
Kann 2. B. gleich 1)n sein).

§ 3. Terminologische Vorbemerkungen.

Wi haben die cigentlichen Objekte unsere welteren Betrachtungen

Ereignisse — als Mengen definiet, Mehrere mengen-

Begriff beacichnet man aber in der Wabrscheinichkeits-
“wolen hie cin kuraes Ve

I Falle der suflligen Eveigisse

& B Spten 8 dr Menge £, 2. Bl Vil 8 bt
A, Tetaelt, welches

i Eriginen 4.

T au r-amm..
‘Adsginge des Ve

junkt sind)

5110 e Ve vn 41 5. S Bt o B

BeA. folgt notwendig
e von 4

cungen aus den Axiomen, bedingte

2 P(4) +PLd) =1,
o PU) =1 - PlA).
Da = 0 it exhalt man insbesondere

0 PO =0.

Wean A, B, ... ¥ unvercinbar sind, o (ot aus dem Axiom IV die

@ PU+BE-
(der Additionssat)
PUA) >0 it, 30 nennt man den Quotinten

® Pum = 40

+3) = P(A) +P(B) + oo+ P(N)

Aus (5) folgt unmittelbar
© PUAB) = P(A) Pu(B).
Ein Induktionsschlud ergibt sodann die allgemeine Forme
O) Py A = PUAYPLAD P (4 P ()
(der Muldiplikacionssat,

‘auch lecht fogende Formeln
® PuB) z0,

b

muB notwendig vorkommen.
et man s e 4 10 it o Aoy I e V-

BERLIN
VERLAG VON JULIUS SPRINGER
1933 o exgib sich, das das Mengensysim 3 it de Mengenfunbion P, (B)

Vel 43, Forma 0

“Zweck des vorliegenden Heftes ist eine axiomatische Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Der leitende
Gedanke des Verfassers war dabei, die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche noch unlangst fiir ganz
eigenartig galten, natiirlicherweise in die Reihe der allgemeinen Begriffsbildungen der modernen Mathematik [Mengen,
Abbildungen] einzuordnen.”

“Wir haben die eigentlichen Objekte unserer weiteren Betrachtungen - die zufilligen Ereignisse - als Mengen definiert.”
Kolmogoroff (1933) [*1903 11987]
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Definition

Ergebnismenge Q2

® Wir betrachten zunichst endliche Wahrscheinlichkeitsrdume mit |Q| < oo.
® 2 habe also nur endlich viele (“diskrete”) Elemente.

® Zum Modellieren des Werfen eines Wiirfels definiert man z.B.  := {1,2, 3,4, 5, 6}.

Die stillschweigende Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells

® Wir stellen uns sequentielle Durchgénge eines Zufallsvorgangs vor.

® In jedem Durchgang wird genau ein w aus 2 mit Wahrscheinlichkeit P({w}) realisiert.

P({w}) bestimmt, mit welcher Wahrscheinlichkeit w in einem Durchgang aus € realisiert wird.

Beim Modell des Werfens eines fairen Wiirfels gilt etwa P({w}) = 1/6 fiir alle w € Q.

® |m 1. Durchgang wird z.B. 4" realisiert, im 2. Durchgang “1,” im 3. Durchgang “5," usw.
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Definition

Ereignisse A € A
® Freignisse stellt man sich am besten als Zusammenfassung (ein oder) mehrerer Ergebnisse vor.
® Beim Werfen eines Wiirfels sind mégliche Ereignisse zum Beispiel

Es fallt eine gerade Augenzahl, das heiBt w € {2,4,6}
Es fallt eine Augenzahl groéBer als Zwei, das heiBt w € {3,4,5,6}

Es fallt eine Eins oder eine Fiinf, das heiBt w € {1,5}
® Natiirlich sind auch die Ergebnisse w € €2 mdgliche Ereignisse zum Beispiel

Es fillt eine Eins, das heiBt w € {1}
Es fillt eine Sechs,  das heiBt w € {6}

® Betrachtet man w € Q als Ereignis, so nennt man es Elementarereignis und schreibt {w}.

“Wir haben die eigentlichen Objekte unserer weiteren Betrachtungen - die zufilligen Ereignisse - als Mengen definiert.”

Kolmogoroff (1933) [*1903 11987]
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Definition

Ereignissystem A

® Sinn des Ereignissystems ist es, alle Ereignisse, die sich basierend auf einer gegebenen Ergebnis-
menge bei Auswahl eines w € €2 ergeben kénnen, mathematisch zu représentieren.

® Das Ereignissystem A ist die vollstindige Menge aller méglichen Ereignisse bei gegebenem 2.

® Die Forderung, dass A die o-Algebra Kriterien erfiillt, begriindet sich wie folgt

o Es soll sichergestellt sein, dass w € €2 fiir beliebiges w, dass also irgendein Ergebnis realisiert wird, eines
der méglichen Ereignisse ist. Dies entspricht 2 € A. Zu jedem Ereignis soll es auch méglich sein, dass
dieses Ereignis gerade nicht eintritt. Dies entspricht, dass aus A € A folgen soll, dass A¢ = 2\ A auch
in A ist. Dies impliziert auch, dass § = Q \ © € A. Ein Ereignis ist also, dass kein Elementarereignis
eintritt, allerdings passiert dies nur mit Wahrscheinlichkeit Null, P(() = 0. Es tritt also sicher immer ein
Elementarereignis ein. Die Kombination von Ereignissen soll auch immer ein Ereignis sein, z.B. “Es fallt
eine gerade Zahl” und/oder “Es fillt eine Zahl gréBer 2". Dies entspricht, dass aus A1, Ag,... € A
folgen soll, dass auch US® . A; € A.

i=1
® Fiir endliches 2 und fiir ©2 := R sind passende Ereignissysteme schon lange bekannt.
Q ist endlich = Man wahlt fiir A die Potenzmenge von

Qist R = Man wahlt fir A die Borelsche o-Algebra B(R)
Qist R® = Man wiahlt fir A die Borelsche o-Algebra B(R™)
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Definition

Theorem (Ereignissystem bei endlicher Ergebnismenge)

Q := {w1,w2,...,wn } Mit n € N sei eine endliche Menge. Dann ist die Potenzmenge P(£2) von Q

eine o-Algebra auf Q2 und damit ein geeignetes Ereignisssytem im Wahrscheinlichkeitsraummodell.

Beweis

Die Potenzmenge von (2 ist die Menge aller Teilmengen von . Wir tiberpriifen die o-Algebra Eigenschaften. Zunachst
gilt, dass 2 selbst eine der Teilmengen von € ist, also ist die erste o-Algebra Eigenschaft erfiillt. Sei nun A eine
Teilmenge von Q. Dann ist auch A° = Q \ A eine Teilmenge von 2 und somit ist auch die zweite o-Algebra
Eigenschaft erfiillt. SchlieBlich betrachten wir die Vereinigung von n Teilmengen A1, Ag, ..., Ay, C Q. Dann ist
U, A; die Menge der w € € fiir die gilt, dass w € Aj und/oder w € Az ... und/oder w € Ay, Da fiir
alle diese w gilt, dass w € € ist also auch U:”=1Ai eine Teilmenge von €2 und damit auch die dritte o-Algebra
Eigenschaft erfiillt.
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Definition

WahrscheinlichkeitsmaB P

® (Q, A) ist die strukturelle Basis eines Wahrscheinlichkeitsraummmodells.

® P reprasentiert die probabilistischen Charakteristika eines Wahrscheinlichkeitsraummodells.
® P entspricht also der funktionellen Basis eines Wahrscheinlichkeitsraummmodells.

® Esgilt P: A — [0, 1], P ordnet also (nur) Mengen Wahrscheinlichkeiten zu.

® Mit {w} € AVw € Q ordnet P auch den Elementareignissen Wahrscheinlichkeiten zu.

® Wabhrscheinlichkeiten sind Zahlen in [0, 1], nicht Prozente (20%) oder Verhaltnisse (50:50).
® P(Q2) = 1 entspricht der Tatsache, dass in jedem Durchgang sicher w € Q2 gilt.

® |n jedem Durchgang eines Zufallsvorgangs tritt also zumindest ein Elementarereignis ein.
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Definition

o-Additivitat des WahrscheinlichkeitsmaBes P

Die o-Additivitdt von P erlaubt es, aus bereits bekannten Ereigniswahrscheinlichkeiten die

Wahrscheinlichkeiten anderer Ereignisse zu berechnen.

Die o-Additivitat ist also die Grundlage fiir das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten, das heit
fur die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Man kann basierend auf einer Definition von €2, A und P also Wahrscheinlichkeiten fiir alle
moglichen Ereignisse eines Wahrscheinlichkeitsraummodells berechnen. Ob diese Wahrschein-
lichkeiten aber tatsichlich etwas mit den realen Ereignissen in einem Zufallsvorgang zu tun

haben, kommt darauf an, ob die Modellierung einigermaBen gelungen ist oder nicht.

Die hergeleiteten Wahrscheinlichkeiten werden zumindest nach den Regeln der Vernunft, also
der Logik und der Mathematik, d.h. rational bestimmt.

Insgesamt erlaubt das Wahrscheinlichkeitsmodell also das modellbasierte schlussfolgernde
Denken iiber mit Unsicherheit behaftete Phianomene

Probability Theory < Reasoning with Uncertainty
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Erste Eigenschaften

Theorem (Wahrscheinlichkeit des unméglichen Ereignisses)
(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt

P(0) = 0. (1)

Beweis

Fiiri = 1,2, ... sei A; := 0. Dannist Ay, Ag, ... eine Folge disjunkter Ereignisse, weil gilt, dass ® N @ = @ und
es ist Uioi1A'i = (). Mit der o-Additivitit von P folgt dann, dass

P(0) = 11> 1_1A iﬂ” = iﬂ”(@) )

=1 i=1
Das unendliche Aufaddieren der Zahl P(@) € [0, 1] soll also wieder P(Q)) ergeben. Dies ist aber nur méglich, wenn
P(@) = 0.
O
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Erste Eigenschaften

Theorem (o-Additivitat bei endlichen Folgen disjunkter Ereignisse)

(92, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A1, ..., A,, sei eine endliche Folge paarweise disjunkter

Ereignisse. Dann gilt

n
P(UiL, As) = E P(A;). ®3)
i=1
Beweis
Wir betrachten eine unendliche Folge von paarweise disjunkten Ereignissen A1, Ao, ... wobei fiir ein n € N gelten

soll, dass A; := 0 fiir i > n. Dann gilt mit der o-Additivitit von P zunichst, dass

P(Uiia) =P (UZa4) = D P =D PN+ D (A, @)

i=1 i=1 i=n+1
Mit P(A;) =P(P) =0 firi = n + 1,n + 2, ... folgt dann direkt

n n

P(UiA) = D PN +0= Y P4, 5)

i=1 i=1
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Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Definition (Wahrscheinlichkeitsfunktion)
Q sei eine endliche Menge. Dann heiBt eine Funktion 7 : Q@ — [0, 1] Wahrscheinlichkeitsfunktion,

wenn gilt, dass
Z r(w) = 1. 6)

wEeN

Sei weiterhin P ein WahrscheinlichkeitsmaB. Dann heiBt die durch
m: Q= [0,1],w— m(w) := P({w}) ()
definierte Funktion Wahrscheinlichkeitsfunktion von P auf €.

Bemerkungen

® Wahrscheinlichkeitsfunktion erlauben im Falle endlicher Ergebnismengen das Festlegen von Wahrscheinlichkeits-
maBen durch die Definition der Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse.
Uber alle Eingabewerte w € §2 summieren die Funktionswerte 7 (w) zu 1.

® Weil P per Definition o-additiv ist, gilt insbesondere auch

P(Q) = P(Uycaiw)) =ZP({w}> =Z"(“) =1 ®

weN weN

Wahr
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Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Theorem (Definition eines W-MaBes durch eine W-Funktion)

(€2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum mit endlicher Ergebnismenge und 7 : © — [0, 1] sei eine Wahrscheinlich-
keitsfunktion. Dann existiert ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf €2 mit 7 als Wahrscheinlichkeitsfunktion von PP. Dieses

WabhrscheinlichkeitsmaB ist definiert als

]P’:AH[O,I],A»—)]P’(A):ZW(W). ()

weA

Bemerkung

® Bei endlichem Q kénnen die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Ereignisse aus den Wahrscheinlichkeiten der
Elementarereignisse 7(w) berechnet werden.
Beweis
Wir iiberpriifen zunichst die WahrscheinlichkeitsmaBeigenschaften von P. Weil 7 (w) € [0, 1] fiir alle w € €, gilt

auch immer Z ca 7(w) > 0 und damit die Nicht-Negativitat von P. Ferner folgt wie oben gesehen mit der
w

Normiertheit von 7 direkt die Normiertheit von PP. Seien nun A1, Ag, ... € A. Dann gilt

Plumia) = D ww) = Z P ZP(A ). (10)

weu® A, i=1 wEA;
i=1

und damit die o-Addivitat von P O.
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Beispiele

Aus dem bis hierin Gesagtem lassst sich nun zusammenfassend folgendes Vorgehen zur Modellierung
eines Zufallsvorganges mithilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums (2, A, P) festhalten:

(1) In einem ersten Schritt liberlegt man sich eine sinnvolle Definition der Ergebnismenge 2, also
der Ergebnisse bzw. Elementarereignisse die in jedem Durchgang des Zufallsvorgangs realisiert

werden sollen.

(2) In einem zweiten Schritt wahlt man dann ein geignetes Ereignissystem; im Falle einer endlichen
Ergebnismenge bietet sich die Potenzmenge P(£2), im Falle der iiberabzihlbaren Ergebnismenge
Q := R bietet sich die Borelsche o-Algebra B(R) an.

SchlieBlich definiert man ein WahrscheinlichkeitsmaB P, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir das
Auftreten aller moglichen Ereignisse reprasentiert. Im Falle einer endlichen Ergebnismenge

3

-

gelingt dies inbesondere wie oben beschrieben durch Definition der Wahrscheinlichkeiten der
Elementarereignisse. In der Folge verdeutlichen wir dieses Vorgehen anhand von Beispielen. Im
Falle der tiberabz3hlbaren Ergebnismenge €2 := R bietet sich die Definition von [P mithilfe von
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen an, wie wir spater sehen werden.
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Beispiele

Wiirfeln mit einem Wiirfel

Wir modellieren das Werfen eines Wiirfels. Es ist sicherlich sinnvoll, die Ergebnismenge als 2 := {1,2,3,4,5,6}
zu definieren. Allerdings wére auch die Definition von € := {-, -+, - -« oo v } in dquivalenter Weise
moglich.

Da es sich um eine endliche Ergebnismenge handelt, wihlen wir als o-Algebra A die Potenzmenge P (£2). A enthilt
dann automatisch alle méglichen Ereignisse. Die Kardinalitat von A := P(Q) ist |P(Q)| = 2121 = 26 — 64.In
untenstehender Tabelle listen wir sechs dieser 64 Ereignisse in ihrer verbalen Beschreibung und als Teilmenge A von
Q.

Tabelle 1: Ausgewdhlte Ereignisse beim Modell des Werfen eines Wiirfels

Beschreibung Mengenform

Es fallt eine beliebige Augenzahl wEA=Q

Keine Augenzahl fillt weA=0

Es fallt eine Augenzahl gréBer als 4 weA={56}
Es fallt eine gerade Augenzahl we A={2,4,6}
Es fallt eine Sechs we A= {6}

Eine Eins, eine Drei oder eine Sechs fallt we A=1{1,3,6}

Damit ist die Definition des Messraum (£2, A) in der Modellierung des Werfens eines Wiirfels abgeschlossen.
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Beispiele

Wiirfeln mit einem Wiirfel (fortgesetzt)

Wie oben beschrieben kann das WahrscheinlichkeitsmaB PP durch Festlegung von P({w}) fiir alle w €  festgelegt
werden. Fiir das Modell eines unverfilschten Wiirfels wiirde man
1
P({w}) := ﬁ :=1/6 firallew € Q (11)
wiahlen. Fir ein Modell eines verfalschten Wiirfels der das Werfen einer Sechs bevorzugt kénnte man zum Beispiel

definieren, dass

P({w}) = é fir w € {1,2,3,4,5} und P({6}) = g (12)

Im Fall des unverfalschten Wiirfel ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis “Es fallt eine gerade Augenzahl”
mit der o-Additivat von PP zu

1 1 1 3
P({2,4,6}) = P({2} u {4} u{6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = sTets "% (13)
Im Fall des obigen Modells eines verfalschten Wiirfels ergibt sich fiir das gleiche Ereignis die Wahrscheinlichkeit
1 3
P({2,4,6) = P({2} U {4} U{6}) = F({2}) + B4 + PO = s+ s+ 2 = = (1)
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Beispiele

Gleichzeitiges Wiirfeln mit einem blauem und einem roten Wiirfel

Wir wollen nun das gleichzeitige Werfen eines blauen und eines roten Wiirfels modellieren. Dazu ist es sinnvoll, die

Ergebnismenge als

Q:={(r,b)|r €{1,2,3,4,5,6},b € {1,2,3,4,5,6}} (15)

mit Kardinalitdt |Q2| = 36 zu definieren, wobei r die Augenzahl des blauen Wiirfels und b die Augenzahl des roten

Wiirfels reprasentieren soll.

Wiederum bietet sich die Wahl der Potenzmenge von €2 als o-Algebra an, wir definieren also wieder A := P(£2).
Die Anzahl der in diesem Modell méglichen Ereignisse ergibt sich zu | A| = 2121 = 236 — 68.719.476.736 In
untenstehender Tabelle listen wir sechs dieser Ereignisse in ihrer verbalen Beschreibung und als Teilmenge A von Q.

Tabelle 2: Ausgewahlte Ereignisse beim Modell des Werfens eines roten und eines blauen Wiirfels

Beschreibung

Mengenform

Auf dem blauen Wiirfel fallt eine Drei
Auf dem roten Wiirfel fallt eine Drei

Auf beiden Wiirfeln fallt eine Drei

Es fallt eine Pasch

Die Summe der gefallenen Zahlen ist Vier

€ A={(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6) }
€ A={(1,3),(2,3),(3,3),(4,3),(5,3),(6,3)}
€ A={(3,3)}

€ A={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}
€ A={(1,3),(3,1),(2,2)}

€ € € € €
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Beispiele

Gleichzeitiges Wiirfeln mit einem blauen und einem roten Wiirfel (fortgesetzt)

Die Definition des Messraum (€2, .A) ist damit abgeschlossen. Ein WahrscheinlichkeitsmaB P kann wiederum durch
Definition von P({w}) fiir alle w € € festgelegt werden. Fiir das Modell zweier unverfilschter Wiirfel wiirde man

1 1
P({w}) i= — = —

fir alle w € © (16)
Q) 36

wahlen. Unter diesem WabhrscheinlichkeitsmaBe ergibt sich dann zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis

“Die Summe der gefallenen Zahlen ist Vier" mit der o- Additivat von P zu
P({(1,3),(3,1),(2,2)}) = P{(1,3)} v {B, 1} U {(2,2)})
=PHIL3ID+PHG DY +PH(2,2)})
=1/36+1/36+1/36
=1/12.
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Beispiele

Werfen einer Miinze

Wir modellieren das Werfen einer Miinze, deren eine Seite Kopf (heads) und deren andere Seite Zahl (tails) zeigt. Es ist
sinnvoll, die Ergebnismenge als 2 := {H, T'} zu definieren, wobei H “Heads” und T “Tails" reprisentiert. Allerdings
wire auch jede andere binire Definition von € méglich, z.B. Q := {0,1},Q := {—1, 1} oder Q := {1, 2}.

Die Potenzmenge A := P (2) enthilt alle méglichen Ereignisse. In diesem Fall kénnen wir das gesamte Mengensystem

A sehr leicht komplett auflisten.

Tabelle 3: Ereignissystem A beim Modell des Werfens einer Miinze

Beschreibung Mengenform
Weder Kopf noch Zahl fallt w € A =10

Kopf fallt weA={H}
Zahl fallt weA={T}
Kopf oder Zahl fallt weA={H,T}

Die Definition des Messraums (2, A) ist damit abgeschlossen.
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Beispiele

Werfen einer Miinze (fortgesetzt)

Ein WahrscheinlichkeitsmaB P kann wiederum durch Definition von P({w}) fiir alle w € €2 festgelegt werden. Die

Normiertheit von  bedingt hier insbesondere, dass
P(Q) =1 P({H}) +P{T}) =1 P{T}) =1 -P({H}). 17)

Bei Festlegung der Wahrscheinlichkeit des Elementarereignisses { H } wird also die Wahrscheinlichkeit des Elementa-
rereignis {T'} sofort mit festgelegt (andersherum natiirlich ebenso). Fiir das Modell einer fairen Miinze wiirde man
P({H}) = P({T}) = 1/2 wahlen. Die Wahrscheinlichkeiten aller méglichen Ereignisse ergeben in diesem Fall zu

P(@) =0,P({H}) =1/2,P({T}) =1/2und P({H,T}) = 1. (18)
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Beispiele

Gleichzeitiges Werfen von zwei Miinzen

Wir modellieren das gleichzeitige Werfen zweier Miinzen. Basierend auf dem Modell des einfachen Miinzwurfs ist es
sinnvoll, die Ergebnismenge als Q := {HH, HT, TH, TT} zu definieren. Die Potenzmenge A := P () enthilt
wiederum alle 212 = 24 = 16 moglichen Ereignisse. In untenstehender Tabelle listen wir vier davon.

Tabelle 4: Ausgewéhlte Ereignisse beim Modell des zweifachen Werfens einer Miinze

Beschreibung Mengenform

weA={HH, HT}

Kopf fallt im zweiten Wurf weA={HH,TH}

Kopf fallt nicht weA={TT}
w€A={HT,TH,TT}

Kopf fallt im ersten Wurf

Zahl fallt mindestens einmal

Die Definition des Messraum (€2, .A) ist damit abgeschlossen. Ein WahrscheinlichkeitsmaB P kann wiederum durch

Definition von P({w}) fiir alle w € € festgelegt werden. Fiir das Modell zweier fairer Miinzen kénnte man etwa
1
PUHHY) =P{HT}) =PETH}) = P{TT}) = o (19)

wahlen.
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Selbstkontrollfragen

© 0N o o s wN e

I el
w N = O

14.
15.

16.
17.

Erldutern Sie Sinn und Zweck der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Erlautern Sie den Begriff des Zufallsvorgangs.

Definieren Sie den Begriff der o-Algebra.

Definieren Sie den Begriff des WahrscheinlichkeitsmaBes.
Definieren Sie den Begriff des Wahrscheinlichkeitsraums.
Erlautern Sie den Begriff der Ergebnismenge 2.

Erldutern Sie den Begriff eines Ereignisses A € A.

Erlautern Sie den Begriff des Ereignissystems .A.

Erlautern Sie den Begriff des WahrscheinlichkeitsmaBes P.

Erlautern Sie die stillschweigende Mechanik des Wahrscheinlichkeitsraummodells.

. Welche o-Algebra wahlt man sinnvoller Weise fiir ein Wahrscheinlichkeitsraum mit endlicher Ergebnismenge?

Definieren Sie den Begriff der Wahrscheinlichkeitsfunktion.

. Warum ist der Begriff der Wahrscheinlichkeitsfunktion bei der Modellierung eines Zufallsvorgans durch einen

Wahrscheinlichkeitsraums mit endlicher Ergebnismenge hilfreich?
Erldutern Sie die Modellierung des Werfens eines Wiirfels mithilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums.

Erldutern Sie die Modellierung des gleichzeitigen Werfens eines roten und eines blauen Wiirfels mithilfe eines
Wahrscheinlichkeitsraums.

Erlautern Sie die Modellierung des Werfens einer Miinze mithilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums.

Erlautern Sie die Modellierung des gleichzeitigen Werfens zweier Miinzen mithilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums.
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(3) Elementare Wahrscheinlichkeiten



Reprasentation zentraler Eigenschaften

Modell Realitat

Wabhrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgange
PR I (M Phanomene, die von Menschen
QAP),X: Q>R nicht. mit absoluter Sicherheit

Wabhrscheinlichkeitsrechnung vorhergesagt werden konnen.

Px(S) = P(X'(S)

Quantifizierung von Unsicherheit
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Jede Augenzahl kommt im Mittel gleich haufig vor.
Ich denke, jede Augenzahl hat die gleiche Wahrscheinlichkeit.

X Modellierung

Modell Realitat
Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgang

Q:={1,2,3,4,5,6}
A = P(Q) Werfen eines fairen Wiirfels

lP’({w}) = 1/6

Wenn ich nicht weil, ob eine Augenzahl gréRer als Drei gefallen ist,
dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Augenzahl gerade ist 1/2.

Wenn ich weil, dass eine Augenzahl groRer als Drei gefallen ist,
dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Augenzahl gerade ist 2/3.
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Interpretation

Wiederholung der Definition

Es seien €2 eine Ereignismenge und A eine o-Algebra auf Q. Eine Abbildung
P: A—[0,1], A — P(A) (1)
mit den Eigenschaften
® P(A) > 0 fir alle A € A (Nicht-Negativitat),
® P(Q2) = 1 (Normiertheit),
® P(UZ, A;) = Zzl P(A;) fiir paarweise disjunkte A; € A (o-Additivitat)

heiBt ein WahrscheinlichkeitsmaB oder einfach Wahrscheinlichkeit. Der Funktionswert P(A) heiBt
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € A.
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Interpretation

In der W-Theorie sind Wahrscheinlichkeiten anhand ihrer mathematischen Eigenschaften definiert.
Die Interpretation des mathematischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs P(A) ist nicht eindeutig.
Es gibt mindestens zwei unterschiedliche Interpretationen:

Nach der Frequentistischen Interpretation ist P(A) die idealisierte relative Haufigkeit, mit der
das Ereignis A unter den gleichen duBeren Bedingungen einzutreten pflegt. Zum Beispiel ist die
frequentistische Interpretation von P({6}) im Modell des Werfen eines Wiirfels “Wenn man einen
Wiirfel unendlich oft werfen wiirde und die relative Haufigkeit des Elementareignisses {6} bestimmen

wiirde, dann wire diese relative Haufigkeit gleich P({6}).

Nach der Bayesianischen Interpretation ist P(A) der Grad der Sicherheit, den eine Beobachter:in
aufgrund ihrer subjektiven Einschdtzung der Lage dem Eintreten des Ereignisses A zumisst. Zum
Beispiel ist die Bayesianische Interpretation von P({6}) im Modell des Werfen eines Wiirfels “Basierend
auf meinen Erfahrung mit dem Werfen eines Wiirfels bin ich mir zu P({6}) - 100 Prozent sicher,

dass der Wiirfel beim nachsten Wurf eine 6 zeigt.”

Wahr
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Interpretation

In Modellen von tatsichlich wiederholbaren Zufallsvorgéngen wie dem Werfen eines Wiirfels ist
der Unterschied zwischen Frequentistischer und Bayesianischer Interpretation eher subtil. Es gibt
aber viele Zufallsvorgéange, die mit Wahrscheinlichkeiten beschrieben werden, bei denen aufgrund
ihrer Einmaligkeit eine frequentistische Interpretation jedoch nicht sinnvoll ist. Zum Beispiel machen
Aussagen der Form “Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Temperatur der Erde bis zum Jahr 2100
nur um 2° Celsius erhéht, wenn der CO5 AusstoB sofort auf Null gesetzt wiirde, ist 0.5” nur unter
der Bayesianischen Interpretation Sinn.

In Hinblick auf die Definitionen und Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten unterscheiden sich beide
Interpretationen allerdings nicht. Sowohl die frequentistische als auch die Bayesianisch gepragte
probabilistische Datenanalyse haben mit der Wahrscheinlichkeitstheorie ein identisches mathematisches

Bezugssystem.

Wir werden also erst an spaterer Stelle wieder auf unterschiedliche Herangehensweisen in der
probabilistischen Datenanalyse, die sich aus den unterschiedlichen Interpretation des Wahrscheinlich-

keitsbegriffes ergeben, zuriickkommen.

Generell kann man vielleicht sagen, dass die Bayesianische Interpretation mathematischer Wahr-
scheinlichkeiten logisch schlissiger ist, in vielen wichtigen Anwendungsfeldern wie der Psychologie
oder Biomedizin, frequentistisch gepragte Datenanalysen aber weiterhin vorherrschen.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Definition (Gemeinsame Wahrscheinlichkeit)
(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien A, B € A. Dann heiBt
P(AN B) @)

die gemeinsame Wahrscheinlichkeit von A und B.

Bemerkungen

® Zur Abgrenzung nennt man P(A) auch manchmal auch totale Wahrscheinlichkeit von A.
® Intuitiv entspricht P(A N B) der Wahrscheinlichkeit, dass A und B gleichzeitig eintreten.
® In der Mechanik des W-Raummodells ist P(A N B) die Wahrscheinlichkeit, dass in einem

Durchgang des Zufallsvorgang ein w mit sowohl w € A und w € B realisiert wird.

Wahr
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Beispiel
® Wir betrachten das Wahrscheinlichkeitsraummodells des Werfens eines fairen Wiirfels.

® Wir betrachten die Ereignisse

A:={2,4,6} Es fillt eine gerade Augenzahl
B :={4,5,6} Es fallt eine Augenzahl groBer als Drei

® Dann gilt AN B = {4,6}.
® Die Interpretation von AN B = {4, 6} ist

“Es fallt eine gerade Augenzahl und diese Augenzahl ist gréBer als Drei.”

® Mit P({4}) = P({6}) = 1/6 und der o-Additivitat von P ergibt sich
P(AN B) =P({2,4,6} N {4,5,6})
= P({4,6})
= P({4}) + P({6}) 3)
=1/6+4+1/6
=1/3.

Wahr
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Interpretation von P(A U B)

® P(AN B) und P(A U B) sollten nicht verwechselt werden.
® U entspricht dem inklusiven oder, also und/oder.
® A entspricht dem exklusiven oder, also entweder..., oder ..., aber nicht beides.
® AU B entspricht also dem Ereignis, dass A und/oder B eintritt.
® w € AU B ist also schon erfiillt, wenn “nur” w € A oder “nur” w € B gilt.
® Fir obiges Beispiel gilt
AUB={2,4,6}U{4,5,6} = {2,4,5,6} (4)
mit der Interpretation
“Es fallt eine gerade Augenzahl oder es fillt eine Augenzahl gréBer als Drei
oder es fillt eine gerade Augenzahl und diese Augenzahl ist gréBer als Drei".

und der Wahrscheinlichkeit

P({2,4,5,6}) = 4/6 = 2/3. (5)

Wahr
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Interpretation

Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten
Weitere Eigenschaften
Unabhangige Ereignisse

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Selbstkontrollfragen
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Weitere Eigenschaften

Theorem (Weitere Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten)

(92, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien A, B € A Ereignisse. Dann gelten

1. P(A°) =1 — P(A).

2. AC B=P(A) <P(B).

3. P(AN B°) = P(A) — P(AN B)

4. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

5. ANB =0 = P(AU B) = P(A) + P(B).

Bemerkungen

® Die Eigenschaften sind in der Analyse probabilistischer Modelle oft niitzlich.

Wahr
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Weitere Eigenschaften

Beweis

Die zweite, dritte, und vierte Aussage dieses Theorems basieren auf elementaren mengentheoretischen Aussagen und
der o-Addivitat von P. Wir wollen diese elementaren mengentheoretischen Aussagen hier nicht beweisen, sondern

verweisen jeweils auf die Intuition, die durch die Venn-Diagramme in untenstehender Abbildung vermittelt wird.

A B C

AcB=>B=AU(BnA%) (ANB)N(ANB) =0 BN(ANB)=¢
AN(BNA)=¢ A=(AnB)uU (AnB°) AUB =BU(ANB)

Zu 1.: Wir halten zunichst fest, dass aus A := Q \ A folgt, dass A° U A = Q und dass A° N A = (. Mit der
Nomiertheit und der o-Additivitat von P folgt dann

P(Q) =1 P(A°UA) =1« P(A°) + P(A) = 1 & P(A°) =1 — P(A). (6)
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Weitere Eigenschaften

Beweis (fortgefiihrt)
Zu 2.: Zunichst gilt (vgl. Abbildung A)
ACB=B=AU(BNAY) mtAN (BN A°) = 0. (7)
Mit der o-Additivat von P folgt dann aber
P(B) = P(A) +P(B N A°). (8)
Mit P(B N A€) > 0 folgt dann P(A) < P(B).
Zu 3.: Zunachst gilt (vgl. Abbildung B)
(ANB)N(ANB®) =0und A= (AN B)U (AN B°). (9)
Mit der o-Addivitat von P folgt dann

P(A) = P(AN B) + P(AN B°) & P(AN B) = P(A) — P(A N B°) (10)

Zu 4.: Zunachst gilt (vgl. Abbildung C)

BN(ANB°) =0und AUB = BU (AN B°). (11)
Mit der o-Addivitat von P folgt dann
P(AU B) = P(B) +P(AN B°). (12)
Mit 3. folgt dann
P(AU B) =P(B) +P(A) —P(AN B) (13)
Zu 5.: Die Aussage folgt direkt aus 4. mit P(A N B) = ( und P(0) = 0. [m]
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Interpretation

Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten
Weitere Eigenschaften
Unabhangige Ereignisse
Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Selbstkontrollfragen
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Unabhéangige Ereignisse

Definition (Unabhéngige Ereignisse)
Zwei Ereignisse A € A and B € A heiBen (stochastisch) unabhingig, wenn
P(A N B) = P(A)P(B). (14)

Eine Menge von Ereignissen {A;|i € I} C A mit beliebiger Indexmenge I heiBt (stochastisch)
unabhéngig, wenn fiir jede endliche Untermenge J C I gilt, dass

P(Nyes4;) = [ [Pan. (15)

JEJ

Bemerkungen

® Die Unabhéangigkeit bestimmter Ereignissen kann in der Definition eines probabilistischen Modells vorausgesetzt
werden, so zum Beispiel die Unabhéngigkeit von Fehlervariablen in statistischen Modellen.

® Die Unabhiangigkeit von Ereignissen kann aus der Definition eines probabilistischen Modells folgen.

Disjunkte Ereignisse mit von Null verschiedener Wahrscheinlichkeit sind nie unabhangig:
P(A)P(B) > 0, aber P(A N B) = P(@) = 0, also P(A N B) # P(A)P(B).
® Die Bedingung der beliebigen Untermengen von I sichert die paarweise unabhingig der A;,7 € I.

® Der Sinn der Produkteigenschaft bei Unabhingkeit erschlieBt sich im Kontext bedingter Wahrscheinlichkeiten.
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Interpretation

Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten
Weitere Eigenschaften
Unabhangige Ereignisse
Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Selbstkontrollfragen
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit)

(22, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A seien Ereignisse mit P(B) > 0. Die
bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A gegeben das Ereignis B ist definiert als

P(AN B)

P(A|B) := 16
(A1B) = Zo s 1)
Weiterhin heiBt das fiir ein festes B € A mit P(B) > 0 definierte WahrscheinlichkeitsmaB
P(ANB
P(|B): A — [0,1], A — P(A|B) := ﬁ (17)

die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben Ereignis B.

Wahr
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bemerkungen
P(A|B) ist die mit 1/P(B) skalierte gemeinsame Wahrscheinlichkeit P(A N B).
® Die Festlegung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit P(A N B) legt P(A|B) schon fest.

® Im Gegensatz zu P(- N B) definiert P(-|B) ein WahrscheinlichkeitsmaB fiir alle A € A.

® Es gelten also
o P(A|B) > 0 fiir alle A € A,
o P(Q2|B) =1 und
P (U2, A|B) = Zoo (A;|B) fir paarweise disjunkte Ay, As, ... € A.
® = Die Rechenregeln der Wahrscheinlichkeitstheorie gelten fiir die Ereignisse links des Strichs.
® Ublicherweise gilt P(A|B) # P(B|A), z.B

P(Tod|Erhdngen) # P(Erhangen|Tod).

® Eine Verallgemeinerung fiir P(B) = 0 ist méglich, aber technisch aufwandig.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel

Wir betrachten erneut das Modell (£2, A, P) des fairen Wiirfels. Wir wollen die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis “Es fallt eine gerade Augenzahl” gegeben das Ereignis “Es fallt eine Zahl gréBer als Drei” berechnen. Wir
haben oben bereits gesehen, dass das Ereignis “Es fillt eine gerade Augenzahl” der Teilmenge A := {2,4,6} von Q
entspricht, und dass das Ereignis “Es fallt eine Zahl groBer als Drei” der Teilmenge B := {4, 5, 6} von € entspricht.

Weiterhin haben wir gesehen, dass unter der Annahme, dass der modellierte Wiirfel fair ist, gilt, dass
P({2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) =1/6 +1/6 +1/6 = 3/6 (18)
P({4,5,6}) = P({4}) + P({5}) + P({6}) =1/6 +1/6 +1/6 = 3/6. (19)

SchlieBlich hatten wir auch gesehen, dass das Ereignis A N B, also das Ereignis “Es fallt eine gerade Augenzahl, die
groBer als Drei ist,” die Wahrscheinlichkeit

P(AN B) =P({2,4,6} N {4,5,6}) =P({4,6}) =P({4}) + P({6}) =1/6 +1/6 =2/6  (20)
hat. Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ergibt sich dann direkt
P(AN B) _ P({4,6}) _ 2/6

R(B)  F(asen s 0 OB= e

P(A|B) =

Wenn man also weiB, dass eine Augenzahl gréBer als Drei gefallen ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich dabei
um eine gerade Augenzahl handelt 2/3. Wenn man ersteres nicht weiB, ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Fallen einer
geraden Augenzahl (nur) 1/2. Dies Beispiel verdeutlicht insbesondere, dass das Bedingen auf einem Ereignis der

Inkorporation von neuem Wissen in wahrscheinlichkeitstheoretische Modellen entspricht.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Bedingte Wahrscheinlichkeit unter Unabhéngigkeit)

(92, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A seien unabhingige Ereignisse mit P(B) > 0.

Dann gilt
P(ANB) P(A)P(B)
P(B) ~  P(B)

P(A|B) = =P(A). (22)

Bemerkungen

® Bei Unabhingigkeit von A und B ist es irrelevant, ob auch B eintritt, P(A) bleibt gleich.

® Stochastische Unabhangigkeit wird also als P(A)P(B) modelliert, damit P(A|B) = P(A) gilt.

= Die stochastische Unabhangigkeit zweier Ereignisse bedeutet, dass das Wissen um das Eintreten
eines der beiden Ereignisse die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des anderen Ereignisses nicht
dndert. Andersherum bedeutet stochastische Abhéngigkeit, dass das Wissen um das Eintreten eines
der beiden Ereignisse die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des anderen Ereignisses verandert, also
erhéht oder verringert.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Gemeinsame und bedingte Wahrscheinlichkeiten)
Es seien (£2, A, P) ein W-Raum und A, B € A mit P(:|B) > 0. Dann gilt

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A). (23)

Beweis

Mit der Definition der jeweiligen bedingten Wahrscheinlichkeit folgen direkt

P(A|B) = w < P(AN B) =P(A|B)P(B) (24)
P(B)
und . _B(BNA) -
(B|A) = W < P(AN B) =P(B|A)P(A). (25)
Bemerkung

® Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten kénnen aus bedingten und totalen Wahrscheinlichkeiten berechnet werden.
® Definition von P(A) und P(B|A) definiert P(A N B) implizit mit.
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit)

(22, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A1, ..., Ay sei eine Partition von Q. Dann gilt fiir
jedes B € A, dass

k
B(B) = )  P(BlA)P(AL). (26)

g=il

Beweis

Firi=1,...,k sei C; ::BﬁAi,sodassUleci:BundCiﬂCj:Qfﬂrlgi,jfk,i;&j.

k k k

1 AlsogntMB):chn:ZMBmAi):ZP(B\AnMAi»

A L i=1 i=1 i=1

O

Bemerkung

® Totale Wahrscheinlichkeiten kénnen aus bedingten und totalen Wahrscheinlichkeiten berechnet werden.
® [P(B) entspricht der gewichteten Summe der bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B|A;) mit Gewichten P(A;).
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Theorem (Theorem von Bayes)

(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A1, ..., Ay sei eine Partition von © mit P(A4;) > 0
fir alle ¢ =1, ..., k. Wenn P(B) > 0 gilt, dann gilt fiir jedes ¢ = 1, ..., k, dass

P(B|A:)P(A:)

P(Ai|B) = —p— o (27)
S, FBlAR(A)
Beweis
Mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit gilt
P(A; N B P(B|A;)P(A; P(B|A;)P(A;
PO E) — (sz ) _ K \P(z;)< O ___POGIARGA) 9)
Do, B(BIADE(A)

O
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Elementare Wahrscheinlichkeiten

Bemerkungen

® Das Theorem von Bayes ist eine zu P(A; N B)/P(B) alternative Formel, um die bedingte
Wabhrscheinlichkeit P(A;|B) zu berechnen.

® Das Theorem von Bayes gilt unabhangig von der Frequentistischen oder Bayesianischen Inter-

pretation von Wahrscheinlichkeiten.

® |Im Rahmen der Frequentistischen Inferenz wird das Theorem von Bayes recht selten benutzt;
hier steht vor allem die Tatsache P(A) = P(A|B) bei Unabhingikeit von A und B im
Vordergrund.

® Im Rahmen der Bayesianischen Inferenz ist das Theorem von Bayes zentral; hier wird P(A;)
oft Prior Wahrscheinlichkeit und P(A;|B) oft Posterior Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A;
genannt. Wie oben erlautert entspricht P(A;|B) dann der aktualisierten Wahrscheinlichkeit

von A;, wenn man um das Eintreten von B weiB.
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Interpretation

Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten
Weitere Eigenschaften
Unabhangige Ereignisse

Bedingte Wahrscheinlichkeiten
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Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie die Frequentistische Interpretation der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses.

2. Erlautern Sie die Bayesianische Interpretation der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses.

3. Geben Sie die Definition der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse wieder.

4. Erlautern Sie die intuitive Bedeutung der gemeinsamen Wabhrscheinlichkeit zweier Ereignisse.
5. Geben Sie das Theorem zu weiteren Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten wieder.

6. Geben Sie die Definition der Unabhangigkeit zweier Ereignisse wieder.

7. Geben Sie die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses und der bedingten Wahrscheinlichkeit

wieder.
8. Geben Sie das Theorem zur bedingten Wahrscheinlichkeit unter Unabhéngigkeit wieder.

9. Erlautern Sie den Begriff der stochastischen Unabhiangigkeit vor dem Hintergrund des Theorems zur bedingten
Wahrscheinlichkeit unter Unabhangigkeit.

10. Geben Sie das Theorem zu gemeinsamen und bedingten Wahrscheinlichkeiten wieder.
11. Geben Sie das Gesetz von der totalen Wahrscheinlichkeit wieder.

12. Geben Sie das Theorem von Bayes wieder.

13. Erlautern Sie das Theorem von Bayes im Rahmen der Bayesianischen Inferenz.

14. Beweisen Sie das Theorem von Bayes.
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(4) Zufallsvariablen



Reprasentation zentraler Eigenschaften

Modellierun,
% g

Modell Realitat

Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgange

popstitiscresocel Phanomene, die von Menschen

Q,AP),X: Q>R nicht mit absoluter Sicherheit
Wahrscheinlichkeitsrechnung vorhergesagt werden kénnen.

Px(8) = P(X71(5)

Quantifizierung von Unsicherheit
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Jedes Augenzahlpaar kommt im Mittel gleich hiufig vor.

Basierend auf der Physik sollte jedes Augenzahlpaar die gleiche Wahrscheinlichkeit haben.

m

Modell Realitat

Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgang
Q= {(r,b)|r € Ng,b € Ng}

Gleichzeitiges Werfen eines
A=PQ) P{w}) =1/36 roten und eines blauen Wirfels

X:Q->RX(r,b):==r+b

Die Summe der Augenzahlen ist eine Zufallsvariable mit Verteilung Py.

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 4




Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen



Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Konstruktion von Zufallsvariablen und Verteilungen

® Esseien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : © — X eine Abbildung.
® Es sei S eine o-Algebra auf X.

® Fiir jedes S € S sei das Urbild von S definiert als
X7H8) = {w € QX (w) € S}. (1)
® Wenn X ~1(S) € A fiir alle S € S gilt, dann heiBt X messbar.
® X : Q — X sei messbar. Allen S € S kann die Wahrscheinlichkeit
Px :S —[0,1],5 — Px(S) :=P (X_l(S)) =P{weQXw) eSS} (2
zugeordnet werden.
® X heiBt nun Zufallsvariable und P x heiBt BildmaB oder Verteilung von X .

® (X,S8,Px) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.

® Mit X := R und S := B(R) riickt der Wahrscheinlichkeitsraum (R, B(R), Px ) ins Zentrum.

Wahr

heorie und Fr istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 7




Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

QA P) X:Q-X

X, S, Pyx)

P(X71($)) = P({w € Q|X(w) € S} =:Px(S)
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Definition (Zufallsvariable)

Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, S) ein Messraum. Eine Zufallsvariable (ZV)
ist dann definiert als eine Abbildung X : Q@ — X mit der Messbarkeitseigenschaft

{we QX (w) € S} € Afiiralle S € S. (3)

Bemerkungen

® ZVen sind weder “zufillig” noch “Variablen".

® Intuitiv wird w € Q “zuféllig” anhand von PP gezogen und X (w) realisiert.
® Wir nennen X den Ergebnisraum der ZV X.

® Die Verteilungen (BildmaBe) von ZVen sind in der Statistik zentral.

® Der Begriff der Verteilung wird oft auch fiir W-MaBe und Dichten verwendet.
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Beispiel (Summe eines roten und eines blauen Wiirfels)

® Fir das Werfen zweier Wiirfel ist ein sinnvolles Wahrscheinlichkeitsraum-Modell
® Q:={(r,b)|r € Ng,b € Ng}
* A:=P(Q).
® P: A — [0,1] mit P({(r,b)}) = 1/36 fir alle (r,b) € Q.
® Die Augenzahl-Summenbildung wird dann sinnvoller Weise durch die Zufallsvariable
X:Q— X, (r,b) — X((r,b)) ;=71 +b. (4)
beschrieben, wobei X := {2,3,...,12}.
® S :=P(X) ist eine sinnvolle o-Algebra auf X.

® Mithilfe der o-Addivitat von P kénnen wir die Verteilung Px von X fiir alle Elementarereignisse
{x} € S berechnen, wie auf der nachsten Folie gezeigt.

® Wir haben damit ein weiteres Wahrscheinlichkeitsraum-Modell (X, S, Px ) konstruiert.

Wahr
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Beispiel (Summe zweier Wiirfel)

Bestimmung der Verteilung Px von X

Px({2})
Px ({3})
Px ({4})
Px ({5})
Px ({6})
Px ({7}
Px ({8})
Px ({9})

Px ({10})
Px ({11})

Px ({12})

X7t ({2))
1({3})

><
=
IS
-

X~1({9})

)
)
)
)
1<{6}))
)
)
)

X~1({10))
x~1({11}))
X1({12p)

=PHE DY =
=P{(1,2),(2, 1)} =
=P{(1,3),(3,1),(2,2)}) =
=P({(1,4),(4,1),(2,3),(3,2)}) =
=P{(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3)}) =
=P({(1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4), (4,3)}) =
=P ({(2,6),(6,2),(3,5),(5,3), (4, 9)}) =
=P ({(3,6),(6,3),(4,5),(5,9)}) =
=P({(4,6),(6,4),(5,5)}) =

g 8 e g S go S gl Sk S G-

=P ({(5,6),(6,5)}) =
=P ({(6,6)}) =
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Definition (Notation fiir Zufallsvariablen)

Es seien (2, A,P) und (X,S,Px) W-Raume und X : Q2 — X sei eine ZV. Dann gelten folgende

Konventionen:
{X eSSt ={weQX(w)esS}ScCax,
{X =2} ={weQX(w)=a},z€X,
{X <z} ={weQX(w) <z},zeX,
{X <z} :={we QX (w) <z}, z € X.
Aus diesen Konventionen folgen exemplarisch die folgenden Konventionen fiir Verteilungen:
Px(Xe€S)=PH{X eS}) =P({weX(w)eS},SCX
Px (X <) =P({X < 2}) =P({w € QX () S 2}),2 € X.
Oft wird zudem auf das ZV Subskript bei Verteilungssymbolen verzichtet, z.B.
P(XeS)=Px(XeS),SCax,
P(X <z)=Px (X <9),zeXx.
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Definition (Realisierungen von Zufallsvariablen und Datenpunkte)

Der einzelne Wert, den eine Zufallsvariable in einem Durchgang eines Zufallsvorgangs
annimmt, heiBt eine Realisierung der Zufallsvariable. In der probabilistischen Datenanalyse

wird jeder beobachtete Datenpunkt als eine Realisierung einer Zufallsvariablen betrachtet.
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Simulation von Zufallsvariablenrealisierungen

# Wahrscheinlichkeitsraummodell
Omega = 1:6
pi = rep(1,6)/6

# 1. Durchgang des Zufallsvorgangs

rb = c(Omega[rmultinom(1,1,rep(1,6)/6) == 1],
Omega [rmultinom(1,1,rep(1,6)/6) == 1])

X = sum(rb)

print (rb)

>[1]1 26
print(X)

> [1] 8

# 2. Durchgang des Zufallsvorgangs

rb = c(Omega[rmultinom(1,1,rep(1,6)/6) 11,
Omega [rmultinom(1,1,rep(1,6)/6) == 1])

X = sum(rb)

print (rb)

>[1] 31
print (X)

> [1] 4

heorie und Fre

# Ergebnisraum
# Wahrscheinlichkeitsfunktion

# Realisierung roter Wirfel
# Realisierung blauer Wirfel
# Realisierung der Zufallsvariable X

# Realisterung roter Wirfel
# Realistierung blauer Wirfel
# Realisierung der Zufallsvariable X
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Zufallsvariablen als Modelle von Messvorgangen

Ergebnisraum Ergebnis Zufallsvariable Realisierung
1. Durchgang w€EQ o X(w)
e 90 ® P({w}) © X

©~ © Messung des Intelligenzquotienten 115
2. Durchgang w€EQ o X(w)
© © © ® P({w}) @ X

©~ € Messung des Intelligenzquotienten 130
3. Durchgang w€EQ o X(w)
e 90 ® P({w}) @ X

©a~ © Messung des Intelligenzquotienten 142
4. Durchgang w€EQ o X(w)
© © © © P({w}) @ X

© ~ € Messung des Intelligenzquotienten 115
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Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Wabhrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Definition (Diskrete ZV, Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)

Eine Zufallsvariable X heiBt diskret, wenn ihr Ergebnisraum X endlich oder abzihlbar ist. Die
Wahrscheinlichkeitsmassefunktion (WMF) einer diskreten ZV ist definiert als

p: X = [0,1],z — p(x) :=Px (X = x). (5)

Bemerkungen

® Eine Menge heiBt abzahlbar, wenn sie bijektiv auf N abgebildet werden kann.
® WMFen sind nicht-negativ, d.h. p(z) > 0 fiir alle z € X.

® WMFen sind normiert, d.h. Zzexp(ac) =1.

® WMFen heiBen im Deutschen iiblicherweise W-Funktionen oder Zahldichten.
® WMFen heiBen auf Englisch probability mass functions (PMFs).

® Zur Parallelitat mit PMFs und WDFs bevorzugen wird den Begriff WMF.
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Definition (Bernoulli-Zufallsvariable)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X = {0, 1} und WMF
p: X = [0,1],2 — p(z) = p"(1 — p)' =% mit p € [0, 1]. (6)

Dann sagen wir, dass X einer Bernoulli-Verteilung mit Parameter ;v € [0, 1] unterliegt und nennen
X eine Bernoulli-Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit X ~ Bern(u) ab. Die WMF einer Bernoulli-

Zufallsvariable bezeichnen wir mit

Bern(w; ) = u” (1 — )" 7. (7

Bemerkungen

® Eine Bernoulli-Zufallsvariable kann als Modell eines Miinzwurfs dienen.

® . ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X den Wert 1 annimmt,

P(X=1)=p'(1—p) " =p (8)

Wahr
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Bernoulli-Zufallsvariable

Bern(x;0.1) Bern(x;0.5) Bern(x;0.7)
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 08
0.6 0.6 06
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0
00 05 10 00 05 10 00 05 10
X X X
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Definition (Diskret-gleichverteilte Zufallsvariable)
Es sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Ergebnisraum X und WMF

9)

p: X = Rso,z — p(x) := L
- |x]
Dann sagen wir, dass X einer diskreten Gleichverteilung unterliegt und nennen X eine diskret-
gleichverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit X ~ U(|X]|) ab. Die WMF einer diskret-
gleichverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

U (a3 |X]) = % (10)

Bemerkungen

® Bern(z;0.5) = U(z; |X]) fir X = {0,1}.
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Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Diskret-gleichverteilte Zufallsvariable

U X ={0,13) U X = {-3,-2,-1,0,1}) U X = {~4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4})

0.6 0.6 0.6
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
1 |]]]] S
0.0 0.0 0.0

4 2 0 2 4 4 2 0 2 4 4 2 0 2 a4

X X X
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Kontinuierliche ZV, Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion)
Eine Zufallsvariable X heiBt kontinuierlich, wenn eine Funktion
p:R = Rxp,z — p(x) (11)

existiert, so dass gilt

® p(x) > 0 firalle z € R,
o0
L] =
fiocp(:r)dx 1,
* Px(a< X <b)= [ p(x)da firallea,b € R,a < b.

Eine entsprechende Funktion p heiBt Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) von X .

Bemerkungen

® WDFen kénnen Werte groBer als 1 annehmen.
® Esgilt Px(X =a) = fap(L)dl =0.
® Wahrscheinlichkeiten werden aus WDFen durch Integration berechnet.

® (Wahrscheinlichkeits)Masse = (Wahrscheinlichkeits)Dichte x (Mengen)Volumen.

Wahr
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Normalverteilte und standardnormalverteilte Zufallsvariablen)

Es sei X eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

1 1 R
p:R— Rxo,z— p(z) := 7wexp (—Tﬂ(ﬁ—ﬂ) ) (12)

Dann sagen wir, dass X einer Normalverteilung (oder GauB-Verteilung) mit Parametern pn € R
2 > 0 unterliegt und nennen X eine normalverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit
X ~N (u, 02) ab. Die WDF einer normalverteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

und o

N (r;,u, 02) = (13)

1 1 ( )2
——exp | ——=(z — .
V2mwo? P 202 a
Eine normalverteilte Zufallsvariable mit = 0 und 0 = 1 heiBt standardnormalverteilte Zufallsva-

riable und wird oft als Z-Zufallsvariable bezeichnet.

Bemerkungen

® Der Parameter p entspricht dem Wert héchster Wahrscheinlichkeitsdichte.

® Der Parameter o2 spezifiziert die Breite der WDF.

Wahr

heorie und Fr istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 24



Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Normalverteilte Zufallsvariablen

N(x; 0,1) N(x; =2.5,10) N(x; 3,0.5)
0.6 0.6 0.6
0.5 0.5 05
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 02 0.2
0.1 0.1 /\ 0.1
0.0 0.0 0.0
-0 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10 -0 -5 0 5 10
X X X
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Gamma-Zufallsvariable)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X := R und WDF

p:Rso = Rso,z — p(x) := Wﬁl*l & (_%) , (14)

wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass X einer Gammaverteilung mit
Formparameter o > 0 und Skalenparameter 3 > 0 unterliegt und nennen X eine gammaverteilte
Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit X ~ G(«, 3) ab. Die WDF einer gammaverteilen Zufallsvariable
bezeichnen wir mit

G(z;, B) := mx"‘*lexp (—%) . (15)

Bemerkung

LINe (%, 2) heiBt auch Chi-Quadrat (x?) Verteilung mit n Freiheitsgraden.

Wahr
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Gamma-Zufallsvariablen

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

G(x; 1,1)

G(x; 2,2)
1.0

0.8

0.6

G(x; 5,1)
1.0

0.8
0.6

0.4

02 /_\
0.0

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 27




Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Beta-Zufallsvariable)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X := [0, 1] und WDF

T(a+B) a0-1 B-1
p: X —[0,1],z — p(x) := ———=x (1—2) mit a, B € R>o, (16)
L(e)T'(B)
wobei I' die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass X einer Beta-Verteilung mit Parametern
a > 0 und 8 > 0 unterliegt, und nennen X eine beta-verteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit
X ~ Beta(a, B) ab. Die WDF einer beta-verteilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

I'(a+ )

a—1 B—1
Ww 1-=x) . (17)

Beta(z; a, B) :=

Bemerkung

® Fir o < 1,8 < 1 ist der Ergebnisraum X :=]0, 1[.

Wahr
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Beta-Zufallsvariable

Beta(x; 1,1)

00 02 04 06 08 1.0
X

Beta(x; 3,2)

00 02 04 06 08 1.0

Beta(x; 10,5)

00 02 04 06 08 1.0
X
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Definition (Gleichverteilte Zufallsvariable)

Es sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

p:R%R>O,Jz»—>p(z):—{bla xe[a,b]' (18)
0 z & [a,b]

Dann sagen wir, dass X einer Gleichverteilung mit Parametern a und b unterliegt und nennen X eine
gleichverteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit X ~ U (a, b) ab. Die WDF einer gleichverteilten
Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1

U(z;a,b) := T (19)

Wahr
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Gleichverteilte Zufallsvariablen

U(x; 0,1) U(x; -3,1) U(x; —4,4)
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 J_I— 0.2
0.0 0.0 0.0 o L
-4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4
X X X
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Definition (Kumulative Verteilungsfunktion)

Die kumulative Verteilungsfunktion (KVF) einer Zufallsvariable X ist definiert als

P:R— [0,1],z — P(z) :=P(X < z). (20)

Bemerkungen

® KVFen sind sowohl fiir diskrete als auch kontinuierliche ZVen definiert.
® P(x) ist fur jedes x € R definiert, auch wenn = ¢ X.

® Mithilfe von KVFen kénnen Intervallwahrscheinlichkeiten angegeben werden
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Uberschreitungswahrscheinlichkeit)

Es sei X eine Zufallsvariable mit Ereignisraum X und P ihre kumulative Verteilungsfunktion. Dann
gilt fiir die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P(X > x), dass

P(X >z)=1— P(z) firalle z € X. (21)

Beweis
Die Ereignisse {X > z} und {X < z} sind disjunkt und

Q={w e QX (w) >z}U{w e QX(w) <z} ={X>=z}U{X <z} (22)

Mit der o-Additivitidt von PP folgt dann
P(Q) =1
SPHX >z}u{X <z})=1
& P{X >e}) +B{X <2}) =1 (23)
S P{X >e}) = 1-B{X <a})
< PHX >

A

z}) =1— P(x).

Wahr
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Intervallwahrscheinlichkeiten)

Es sei X eine Zufallsvariable mit Ereignisraum X und P ihre kumulative Verteilungsfunktion. Dann
gilt fiir die Intervallwahrscheinlichkeit P(X € ]z, z2]), dass

P(X €lz1,z2]) = P(z2) — P(zy) fir alle 1,22 € X mit 1 < z2. (24)

Beweis

Wir betrachten die Ereignisse {X < z1},{z1 < X < z2} und {X < z2}, wobei
{X<zi}n{z1 <X <w2}=0und {X <z1}U{z1 <X <z} ={X <=2} (25)
gelten. Mit der o-Additivitat von P gilt dann
P{X <z1}U{z1 < X < a2}) =P{X < z2})
& P{X < o1}) +P{e1 < X < 22}) = PUX < @2})
< P({z1 < X < z2}) =P({X < x2}) —PH{X < =z1}) (26)
< P({z1 < X < z2}) = P(z2) — P(z1)

IN

< P(X €]z, 22]) = P(x2) — P(z1).
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Eigenschaften von kumulative Verteilungsfunktionen)

Es sei X eine Zufallsvariable und P ihre kumulative Verteilungsfunktion. Dann hat P die folgenden
Eigenschaften

(1) P ist monoton steigend, i.e., wenn z1 < x2, dann gilt P(z1) < P(x2).
(2) limg— oo P(z) = 0 und limg_, o P(z) = 1.

(3) P ist rechtsseitig stetig, d.h., P(z) = P(zT) = limy_, 4 y>o P(y) fir alle z € R

Bemerkungen

® Die genannten Eigenschaften kénnen auch zur Definition einer KVF genutzt werden.

® (3) < Eine KVF hat keine Spriinge, wenn man sich Grenzpunkten von rechts nahert.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Beweis

(1) Wir halten zunichst fest, dass fiir Ereignisse A C B gilt, dass P(A) < P(B). Wie halten dann fest, dass fiir
x1 < x2,

{X <z} ={w e QX (w) <21} C{w € Q[X(w) S z2} ={X < a2} (27)

Also gilt
PH{X < z1}) S P{X < z2} = P(z1) < P(z2). (28)

(2) Wir verzichten auf einen Beweis

(3) Wir definieren

PT)= lim P(y). (29)
Y=z, y>x
Seien nun y1 > y2 > - - - so, dass limy, o0 Yyn, = . Dann gilt
{X <o} =gl {X <yn} (30)
Es gilt also
P(z) =P({X < 2}) = P(N32,{X <yn}) = lim PHX < yn}) = P(aT), (31)
n-— oo

wobei wir die dritte Gleichung unbegriindet stehen lassen.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen von diskreten Zufallsvariablen

® Wenn a < bund P(a < X < b) =0, dann ist P konstant horizontal auf ]a, b[.
® An jedem Punkt  mit P(X = x) > 0 springt die KVF um den Betrag P(X = z).
® & An jedem Punkt z mit p(z) > 0 springt die KVF um den Betrag p(z) > 0.

® Generell ist die KVF einer diskreten Zufallsvariable mit Ergebnisraum Ny durch

Lo
P:R = [0,1),z — P(z) ::ZIP(X:k) (32)

k=0

gegeben, wobei |z] die Abrundungsfunktion bezeichnet.

Wahr
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Bernoulli-Zufallsvariablen

'WMF von Bern(x;0.1) WMF von Bern(x;0.5) WMF von Bern(x;0.7)
1.0 1.0 1.0
0.8 08 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 - ! 0.0 - 0.0 -
0.0 05 1.0 0.0 05 1.0 0.0 05 1.0
x x x
KVF von Bern(x;0.1) KVF von Bern(x;0.5) KVF von Bern(x;0.7)
1.0 10 10
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0
T T T T 1 T T T T 1
-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3
x x x
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Theorem (Kumulative Verteilungsfunktionen von kontinuierlichen ZVen)
X sei eine kontinuierliche Zufallsvariable mit WDF p und KVF P. Dann gilt
‘ d
@) = / p(t) dt und p(z) = d—P(w) (33)
5

co

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass weil P(X = z) = O fiir alle z € R gilt, die KVF von X keine Spriinge hat, d.h. P
ist stetig. Mit der Definitionen von WDF und KVF, folgt, dass P die Form einer Stammfunktion von p hat. Dass p
die Ableitung von P ist, folgt dann unmittelbar aus dem Fundamentalsatz der Analysis.

[m]
Bemerkungen
® Die KVF ist eine Stammfunktion der WDF, die WDF ist die Ableitung der KVF.

® Das Theorem von Radon-Nikodym ist eine generalisierte Variante dieser Einsicht.

® KVFen von kontinuierlichen ZV heiBen auch kumulative Dichtefunktionen (KDFen).

Wahr
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Beispiel (Normalverteilung)

Es sei X ~ N(u,o?).
® Die WDF von X ist

p:R = Rsg,z— p(z) :=

1 1 ( )2
[S3 — (T — .
V2mro? P 202 .
® Die KVF von X ist
1 ¢ 1
) _ _ 2
PR J0,1)a o Px) = m/ exp( o€ ) d.
—o0

® Die KVF von X ~ N(p, 02) kann nur numerisch, nicht analytisch, berechnet werden.

® Fiir y = 1,02 = 1, gilt zum Beispiel p(2) = 0.24 und P(2) = 0.84.

® Die WDF und KVF von Z ~ N (0, 1) werden oft mit ¢ und @, respektive, bezeichnet.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Normalverteilte Zufallsvariablen

WDF von N(0,1)

WDF von N(-2.5,10)

0.6 0.6
05 05
0.4 0.4
03 03
0.2 0.2
01 01 &
0.0 0.0

-10 -5 0 5 10

KDF von N(0,1)

KDF von N(-2.5,10)

1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
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0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.0

WDF von N(3,0.5)

KDF von N(3,0.5)
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Definition (Inverse Kumulative Verteilungsfunktion)

X sei eine kontinuierliche Zufallsvariable mit KVF P. Dann heiBt die Funktion
P71:0,1[= R,q = P '(q) := {x € R|P(z) = ¢} (34)

die inverse kumulative Verteilungsfunktion von X.

Bemerkungen

8

e P~1 st die Inverse von P, d.h. P~} (P(x)) =
® Offenbar gilt P(z) = q < P(X <z)=gq.
® Fiir ¢ €]0, 1] ist also P~ (g) der Wert  von X, so dass P(X < z) = q gilt.
® Wenn Z ~ N(0,1) mit KVF & ist, dann gilt zum Beispiel ®~1(0.975) = 1.960.
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Beispiel (Normalverteilung)

Es sei X ~ N(u,o?).

® Die KVF von X ist

P:R—=]0,1[,z — P(X < ) = exp (-#(5 - ,L)2> de¢ (35)

1 z
=8
® Die inverse KVF von X ist

P7110,1[- R, q = P (q) = {z € R|P(z) = ¢} (36)
® Fiir p = 1,02 =1 gilt z.B., dass P(2) = 0.84 und P~1(0.84) = 2.
® Die inverse KVF von X ~ N(0, 1) wird oft mit ® ! bezeichnet.

® Typische Beispielwerte fiir die KVF und inverse KVF von N (0, 1) sind
® $(1.645) = 0.950, ®1(0.950) = (1 — 0.050) = 1.645.
® (1.960) = 0.975, ®71(0.975) = &~ 1(1 — 2950
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Kumulative Verteilungsfunktionen

Normalverteilte Zufallsvariablen

KDF von N(0,1)

KDF von N(-2.5,10)

-10 -5 0 5 10

Inverse KDF von N(0,1)

Inverse KDF von N(-2.5,10)
10

T T T T T T
0.0 0.2 04 06 08 1.0
q

T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0
q
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KDF von N(3,0.5)

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

Inverse KDF von N(3,0.5)
5 l/_/

0.0 02 04 06 08 1.0
q

istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 45



Konstruktion, Definition, Notation, Intuition

Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen

Woahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Kumulative Verteilungsfunktionen

Selbstkontrollfragen



Selbstkontrollfragen

1. Definieren Sie den Begriff der Zufallsvariable.
2. Erlautern Sie die Gleichung Px (X = z) = P({X = z}).
3. Erlautern Sie die Bedeutung von P(X = z).
4. Definieren Sie den Begriff der Wahrscheinlichkeitsmassefunktion.
5. Definieren Sie die Begriffe der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.
6. Definieren Sie den Begriff der kumulativen Verteilungsfunktion.
7. Schreiben sie die Intervallwahrscheinlichkeit einer Zufallsvariable mithilfer ihrer KVF.
8. Definieren Sie die WDF und KVF einer normalverteilten Zufallsvariable.
9. Schreiben Sie den Wert P(z) der KVF einer Zufallsvariable mithilfe ihrer WDF.
10. Schreiben Sie den Wert p(a) der WDF einer Zufallsvariable mithilfe ihrer KVF.

11. Definieren Sie den Begriff der inversen Verteilungsfunktion.
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(5) Multivariate Verteilungen



Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz

Datum Einheit Thema

14.10.2021 Einfilhrung (1) Einfithrung

21.10.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (2) Wahrscheinlichkeitsraume

28.10.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (3) Elementare Wahrscheinlichkeiten

04.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (4) Zufallsvariablen

11.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (5) Multivariate Verteilungen

18.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (6) Erwartungswert und Kovarianz

25.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (7) Ungleichungen und Grenzwerte

02.12.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (8) Normalverteilungstransformationen

09.12.2021 Frequentistische Inferenz (9) Modelle, Statistiken und Schatzer

16.12.2021 Frequentistische Inferenz (10) Schatzereigenschaften
Weihnachtspause

06.01.2022 Frequentistische Inferenz (11) Konfidenzintervalle

13.01.2022 Frequentistische Inferenz (12) Hypothesentests

20.01.2022 Frequentistische Inferenz (13) Einstichproben-T-Tests

27.01.2022 Frequentistische Inferenz (14) Zweistichproben-T-Tests

31.01 2022 Klausur 16 - 17 Uhr, G44 - H6

Jul 2022 Klausurwiederholungstermin
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Reprasentation zentraler Eigenschaften

Modellierun,
% g

Modell Realitat

Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgange

popstitiscresocel Phanomene, die von Menschen

Q,AP),X: Q>R nicht mit absoluter Sicherheit
Wahrscheinlichkeitsrechnung vorhergesagt werden kénnen.

Px(8) = P(X71(5)

Quantifizierung von Unsicherheit
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Wir nehmen an, dass die BDI Scores der Proband:innen Realisierungen
unabhéngiger und identisch normalverteilter Zufallsvariablen sind.

% Modellierung

Modell Realitat

Zufallsvorgang

Wahrscheinlichkeitstheorie 4

Klinische Studie zum Vergléi'ch éer Effekte von

X ~N(u,0%),j=1,..,n
Y (0%, 2 Klassischer und Onlirie PT bei Depression

Xaj ~ N(uz,02),j = 1,...,m,
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Definition

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Definition

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Definition

Definition (Zufallsvektor)

(22, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, S) sei ein n-dimensionaler Messraum. Ein n-
dimensionaler Zufallsvektor ist definiert als eine Abbildung

X1(w)
X: Qo X w— X(w):= : (1)
Xn(w)
mit der Messbarkeitseigenschaft
{we QX (w) € S} € Afiralle S € S. (2)
Bemerkungen
X ist messbar, wenn die Komponentenfunktionen X7, ..., X,, messbar sind.

Die Komponentenfunktionen eines Zufallsvektors sind Zufallsvariablen.

L]
°
® Ein n-dimensionaler Zufallsvektor ist die Konkatenation von n Zufallsvariablen.
® Fiir einen Zufallsvektor schreiben wir auch hiufig X := (X1, ..., X,,).

.

Fiir n := 1 ist ein Zufallsvektor eine Zufallsvariable.
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Definition

Xy (w)

Q,A,P) X:Q-X, 0w X(w):= :
Xp(w)

(X'S' ]PX)

P(X71(S)) = P({w € Q|X(w) € S}) =:Px(S)
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Definition

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Multivariate Verteilungen

Definition (Multivariate Verteilung)
(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, S) sei ein n-dimensionaler Messraum und
X:Q > X, w— X(w) (3)
sei ein Zufallsvektor. Dann heiBt das WahrscheinlichkeitsmaB Px, definiert durch
Px : S = [0,1],8 = Px(S) :i= B(X'(5)) = P({w € QX (w) € S}) Q)

die multivariate Verteilung des Zufallsvektor X .

Bemerkungen

® Der Einfachheit halber spricht man oft auch nur von “der Verteilung des Zufallsvektors X ."
® Die Notationskonventionen fiir Zufallsvariablen gelten fir Zufallsvektoren analog, z.B.
Px(X €S)=P{X € S}) =P({w € Q|X(w) € S})
Px (X =a):=P({X = }) =P ({w € Q|X(w) = a}) “
Px(X <z):=P({X <2}) =P({w € Q[X(v) < =})
Px(z1 £ X S z2):=P({z1 < X <a2}) =P({w € Qlz1 < X(w) < z2})

® Relationsoperatoren wie < werden hier komponentenweise verstanden.

Zum Beispiel heift z < y fir z,y € R™, dass z; < y; firallei =1,...,n.
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Multivariate Verteilungen

Definition (Multivariate kumulative Verteilungsfunktionen)
X sei ein Zufallsvektor mit Ergebnisraum X. Dann heiBt eine Funktion der Form
Px : X - [0,1], z — Px(z) :=Px(X < z) (6)

multivariate kumulative Verteilungsfunktion von X.

Bemerkung

® Multivariate kumulative Verteilungsfunktionen kénnen zur Definition von multivariaten Vertei-
lungen genutzt werden, haufiger ist allerdings die Definition multivariater Verteilungen durch
multivariate Wahrscheinlichkeitsmasse- oder Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen.
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Multivariate Verteilungen

Definition (Diskreter Zufallsvektor, multivariate WMF)

(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — X ein Zufallsvektor. X heiBt diskreter
Zufallsvektor, wenn der Ergebnisraum X endlich viele oder héchsten abzéhlbar viele Elemente
z;,1 = 1,2, ... enthalt. Die multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion (WMF) eines diskreten

Zufallsvektors X wird mit px bezeichnet und ist definiert durch

px : X - [0,1],z — px (z) :=Px (X = z). ()

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WMF ist analog zum Begriff der WMF.
® Man spricht oft einfach von der WMF eines Zufallsvektors.
® Wie univariate WMFen sind multivariate WMFen nicht-negativ und normiert.
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Multivariate Verteilungen

Beispiel (Multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)

Wir betrachten einen zweidimensionalen Zufallsvektor X := (X1, X2) der Werte in X := X; X X2
annimmt, wobei X7 := {1, 2,3} und X> = {1, 2, 3,4} seien.

Eine exemplarische bivariate WMF der Form
px :{1,2,3} x {1,2,3,4} — [0,1], (z1, ®2) = px (v1,22) (©)

ist dann durch nachfolgende Tabelle definiert.

px(z1,@2) | T2 =1 2=2 22=3 z2=4
r1 =1 0.1 0.0 0.2 0.1
Ty =2 0.1 0.2 0.0 0.0
r] =3 0.0 0.1 0.1 0.1

Man beachte, dass Zilzl Zizzl px(z1,z2) = 1.
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Multivariate Verteilungen

Definition (Kontinuierlicher Zufallsvektor, multivariate WDF)

Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Zufallsvektor der Form X : € — R™ heiBt kontinuierlicher
Zufallsvektor. Die multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) eines kontinuierlichen Zufallsvektors X ist
eine Funktion

px :R" = Rxq,z — px(z), (9)
mit den Eigenschaften

W [, rx@de=1

(@) Bx(ay < X mp) = [78 - [730 px(er, o n)doy - den

1y Tlp

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WDF ist analog zum Begriff der WDF.
® Man spricht haufig auch einfach von der WDF eines Zufallsvektors
® Wie univariate WDFen sind multivariate WDFen nicht-negativ und normiert.
® Wie fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt fiir kontinuierliche Zufallsvektoren
1 Tn
Px(X =2)=Px(z< X <z)= px(s1,...,8p)dst - -dsp, =0 (10)

T Ty
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Definition

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Marginalverteilungen

Definition (Univariate Marginalverteilung)

(£2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, S) sei ein n-dimensionaler Messraum, X : Q@ — X sei
ein Zufallsvektor, Px sei die Verteilung von X, X; C X sei der Ergebnisraum der iten Komponente
X; von X, und S; sei eine o-Algebra auf X;. Dann heiBt die durch

Px, :Si = [0,1],S = Px (X1 X -+ X X1 X S X Xip1 X -+ x Xy) fir S€S;  (11)
definierte Verteilung die ite univariate Marginalverteilung von X .
Bemerkungen

® Univariate Marginalverteilungen sind die Verteilungen der Komponenten eines Zufallsvektors.
® Univariate Marginalverteilungen sind Verteilungen von Zufallsvariablen.
® Die Festlegung der multivariaten Verteilung von X legt auch die Verteilungen der X; fest.

Wahr
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Marginalverteilungen

Theorem (Marginale Wahrscheinlichkeitsmasse- und dichtefunktionen)

(1) X = (X1, ..., Xn) sei ein n-dimensionaler diskreter Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsmassefunktion p x
und Komponentenergebnisraumen X7, ..., X),. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsmassefunktion der iten

Komponente X; von X als

px; : X — [0,1],z; = px, (@) :=

Z ZZ pr($1,< STG_15 Ty Tifds e Tn)  (12)

Ti—1 %41

(2) X = (X1, ..., Xpn) sei ein n-dimensionaler kontinuierlicher Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
px und Komponentenergebnisraum R. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der iten Komponente
X, von X als

px; R = R>q, 2y = px, (@) 1=

feae J S px(®1, 0 Ti—1, @4, Tt 1, oo, Tn) dor .. doi 1 dTiqg .. don. (13)
z1 Tj_1 T4l Tn
Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Die WMFen der univariaten Marginalverteilungen diskreter Zufallsvektoren ergeben sich durch Summation.
® Die WDFen der univariaten Marginalverteilungen kontinuierlicher Zufallsvektoren ergeben sich durch Integration.
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Marginalverteilungen

Beispiel (Marginale Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor X := (X, X2) der Werte in X :=
Xy X Xz annimmt, wobei Xy := {1,2,3} und X5 = {1, 2, 3,4} seien.

Basierend auf der oben definierten WMF ergeben sich folgende marginalen WMFen px, und px,

px(a}l,ZQ) I2:1 I2:2 :L’2:3 w2:4 pxl(ml)
=1 0.1 0.0 0.2 0.1 0.4
T =2 0.1 0.2 0.0 0.0 0.3
r1 =3 0.0 0.1 0.1 0.1 0.3
pxy(T2) 0.2 0.3 0.3 0.2

Man beachte, dass Zzlzlpxl (z1) =1 und Zi2:1 PXo (z2) = 1 gilt.

Wahr
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Definition

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Bedingte Verteilungen

Vorbemerkungen

Wir erinnern uns, dass fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und zwei Ereignisse A, B € A
mit P(B) > 0 die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B definiert ist als

P(AN B)

P(A|B) = )

(14)

Analog wird fiir zwei Zufallsvariablen X1, X2 mit Ereignisrdumen X, X2 und (messbaren) Mengen
S1 € X1,S2 € Xy die bedingte Verteilung von X gegeben X5 mithilfe der Ereignisse A :=
{X1 € S1} und B := {X3 € Sz} definiert.

So ergibt sich zum Beispiel die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass X; € S; gegeben dass X5 € S>
unter der Annahme, dass P({X2 € Sa2}) > 0, zu

P({X1 € S1} N {X2 € S2})
P({X2 € S2}) ’

P({X; € S1}|{X2 € S2}) = (15)

In der Folge betrachten wir zunichst durch die WMFen/WDFen zweidimensionaler Zufallsvektoren
definierte bedingte Verteilungen.
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Bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WMF, diskrete bedingte Verteilung)

X := (X1, X2) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X := X1 X X2, WMF px = PX{,Xo und
marginalen WMFen PXq und PXoy- Die bedingte WMF von X gegeben X9 = zg ist dann fiir PXq (z2) >0
definiert als

PX1,Xo (71, 22)

PXq|Xg=ag : X1 = [0,1], 21 = Px, | xg=ay (®1]22) = (16)
11Xo==2 11 X2=a2 px, (z2)
Analog ist fur PX, (z1) > 0 die bedingte WMF von X5 gegeben X1 = x1 definiert als
PX1,Xo (71, 22)
Pyl xymay X2 = [0,1], @2 = x| xy map (@1 ]22) 1= A2 2 (17)

px, (w1)

Die bedingten Verteilungen mit WMFen PXq|Xg=zq und PXq|X1=x1 heiBen dann die diskreten bedingten
Verteilungen von X1 gegeben Xo = xo und Xo gegeben X1 = x1, respektive.

Bemerkungen

® |n Analogie zur Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit von Ereignissen gilt also

» (21]22) = PXy x5 (F1,2) P{X1 =21} N {Xz = 22}) (18)
X112 Px,(22) P({X2 = x2})

® Bedingte Verteilungen sind (lediglich) normalisierte gemeinsame Verteilungen.
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Bedingte Verteilungen

Beispiel (Bedingte Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)
Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor X := (X, X2) der Werte in X :=
X1 X Xz annimmt, wobei X7 := {1, 2,3} und X5 = {1, 2, 3,4} seien.

Basierend auf der oben definierten WMF und den entsprechenden oben evaluierten marginalen

WMFen ergeben sich folgende bedingte WMFen fiir PXo|Xq=21

sz‘Xl(wg\wl) o =1 xo =2 T2 =3 xo =4
Pxylxy=1(@2lzr =1) | 3+ =025 92 =000 $2=050 I1=025
Pxglx,=2(x2lt1 =2) | 341 =033 $82=066 §3=000 3§ =0.00
Pxy x,=3(T2|lz1 =3) | 38 =000 3+ =033 L=033 &5L=033

Bemerkungen

4
® Man beachte, dass 212:1 PXo|X1=z1 (z2|z1) =1 firallex; € Xq.

® Man beachte die qualitative Ahnlichkeit der WMFen PXq,Xq (T1,22) und PXo|Xq (z2|x1)-
® Bedingte Verteilungen sind (lediglich) normalisierte gemeinsame Verteilungen.

Wahr
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Bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WDF, kontinuierliche bedingte Verteilungen)

X := (X1, X2) sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R?, WDF px = DX1,Xo
und marginalen WDFen px, und px, . Die bedingte WDF von X; gegeben X5 = 3 ist dann fiir
pxq(x2) > 0 definiert als

Pxq, X, (T1,22)

PXq|Xg=ay P R = R>0,21 = Px | xp=a, (T1|22) := (19)
11 Xo2=z2 > 1| X2=zo Py (T2)
Analog ist fiir px, (1) > 0 die bedingte WMF von X> gegeben X; = z; definiert als
Pxq, X, (T1,22)
PxXalX1=c1 R = Rx0, @2 = pxy X, —ay (T2]71) 1= ——2—— (20)

pPx;y (ml)

Die Verteilungen mit WDFen px,|x,=z, Und px,|x; =z, heiBen dann die kontinuierlichen be-
dingten Verteilungen von X1 gegeben Xo = xo und X2 gegeben X1 = x1, respektive.

Bemerkung

® Im kontinuierlichen Fall gilt zwar P(X = z) = 0, aber nicht notwendig auch px (z) = 0.
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Definition

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (Unabhéngige Zufallsvariablen)

(22, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X := (X1, X2) ein zweidimensionaler Zufallsvektor.
Die Zufallsvariablen X1, X2 mit Ergebnisrdumen X7, X5 heiBen unabhingig, wenn fir alle S; C X3
und Sz C X gilt, dass

Px(Xl € 51,X2 € SQ) = lPXl (X1 S Sl)sz(XQ S S2) (21)

Bemerkungen

® Die Definition besagt, dass die Ereignisse { X1 € S1} und {X2 € S2} unabhingig sind.

® Es gilt also auch, dass P({X1 € S1})[{X2 € S2}) = P({X1 € S1}).

® Wissen um das Ereignis {X2 € S2} verandert die Wahrscheinlichkeit von {X; € S1} nicht.
® Einen formaleren Zugang bietet das Konzept der Produktwahrscheinlichkeitsrdume.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Theorem (Unabhangigkeit und Faktorisierung der WMF /WDF)

(1) X := (X1, X2) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X; X X2, WMF px und
marginalen WMFen px, ,px,. Dann gilt

X3 und X> sind unabhéngige Zufallsvariablen <
px (z1,T2) = px; (T1)px, (w2) fur alle (1, 22) € X1 X Xz (22)

(2) X := (X1, X2) sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R?, WDF px und
marginalen WDFen px, , px,. Dann gilt

X1 und X5 sind unabhingige Zufallsvariablen <

px (z1,w2) = px, (T1)px, (x2) fir alle (1, xz2) € R2. (23)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Die Produkteigenschaft px (1, z2) = px; (z1)px, (x2) heiBt auch Faktorisierung.
® Unabhingigkeit zweier ZVen entspricht der Faktorisierung ihrer gemeinsamen WMF /WDF.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Beispiel (Unabhéngige diskrete Zufallsvariablen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor X := (Xl, X5), der Werte in {1, 2, 3} X

{1,2, 3,4} annimmt, und dessenn gemeinsame und marginale WMFen die untenstehende Form

haben
px(xl,ZEQ) mg:l IQ:Q I2i3 12:4 pxl(rl)
=1 0.10 0.00 0.20 0.10 0.40
r =2 0.10 0.20 0.00 0.00 0.30
1 =3 0.00 0.10 0.10 0.10 0.30
pxy(T2) 0.20 0.30 0.30 0.20

Da hier gilt, dass

px(1,1) = 0.10 # 0.08 = 0.40 - 0.20 = px, (1)px, (1)

sind die Zufallsvariablen X; und X5 nicht unabhéngig.

Wahr
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Unabhangige Zufallsvariablen

Beispiel (Unabhingige diskrete Zufallsvariablen)

Die gemeinsame Verteilung von X1 und X2 unter der Annahme der Unabhangigkeit von X1 und Xo bei gleichen
Marginalverteilungen ergibt sich zu

px(z1,®2) | 2o =1 x9=2 23=3 =x3=4 | px,(x1)
x1 =1 0.08 0.12 0.12 0.08 0.40
xr] =2 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
x1 =3 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
px, (22) 0.20 0.30 0.30 0.20

Weiterhin ergeben sich im Falle der Unabhangigkeit von X1 und X2 zum Beispiel die bedingten Wahrscheinlichkeits-
massefunktion px, | x, zu

Pxq X (T1,2) g =1 zg =2 xzg =3 zy =4
Pxy|x,=t(z2ler =1) | 398 =02 S92 -03 $I2=03 Q98 -—02
Pxyxy—2(z2ler =2) | §88 =02 388 —-03 §88=03 g =02
Pxyxy=3(@2le1 =3) | §38 =02 JIP—03 L38=03 JJ =02

Im Falle der Unabhingigkeit von X1 und Xo &ndert sich die Verteilung von X2 gegeben (oder im Wissen um) den
Wert von X1 also nicht und entspricht jeweils der Marginalverteilung von X 5. Dies entspricht natiirlich der Intuition
der Unabhangigkeit von Ereignissen im Kontext elementarer Wahrscheinlichkeiten.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (n unabhangige Zufallsvariablen)

X := (X1, ..., Xy) sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum X = x['_, X;. Die n
Zufallsvariablen X1, ..., X,, heiBen unabhingig, wenn fiir alle S; € X;,i =1, ..., n gilt, dass

n
Px(X;1 € S1,...,Xn € Sp) = HPXi(Xq‘, € S;). (25)
i=1

Wenn der Zufallsvektor eine n-dimensionale WMF oder WDF px mit marginalen WMFen oder
WDFen px,,% = 1,...,n besitzt, dann ist die Unabhangigkeit von X7, ..., X, gleichbedeutend mit
der Faktorisierung der gemeinsamen WMF oder WDF, also mit

n

Px (1,00 T0) :pri(m. (26)

=1

Bemerkung

® Es handelt sich um eine direkte Generalisierung des zweidimensionalen Falls.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (Unabhangig und identisch verteilte Zufallsvariablen)
n Zufallsvariablen X1, ..., X,, heiBen unabhingig und identisch verteilt (u.i.v.), wenn
(1) X1, ..., X,, unabhingige Zufallsvariablen sind, und

(2) die Marginalverteilungen der X; iibereinstimmen, also gilt, dass

Px, =Px; firalle 1 <i,j <n. (27)

Wenn die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhangig und identisch verteilt sind und die ite Marginal-
verteilung Px := IP’Xj ist, so schreibt man auch

X1, .., Xn ~Px. (28)

Bemerkungen

Man sagt kurz, dass X1, ..., X,, u.i.v. sind.
Im Englischen spricht man von independent and identically distributed (i.i.d) Zufallsvariablen.
In der Statistik werden Stichproben meist mit u.i.v. Zufallsvariablen modelliert.

L]
L]
L]
® n u.i.v. normalverteilte ZVen werden als X1, ..., X,, ~ N(p, 02) geschrieben.
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Definition

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Selbstkontrollfragen

10.

11.

. Definieren Sie den Begriff des Zufallsvektors.

. Definieren Sie den Begriff der multivariaten Verteilung eines Zufallsvektors.

. Definieren Sie den Begriff der multivariaten WMF.

. Definieren Sie den Begriff der multivariaten WDF.

. Definieren Sie den Begriff der univariaten Marginalverteilung eines Zufallsvektors.

. Wie berechnet man die WMF der iten Komponente eines diskreten Zufallsvektors?

. Wie berechnet man die WDF der iten Komponente eines kontinuierlichen Zufallsvektors?
. Definieren Sie den Begriff der Unabhangigkeit zweier Zufallsvariablen.

. Wie erkennt man an der gemeinsamen WMF oder WDF eines zweidimensionalen Zufallsvektors,

ob die Komponenten des Zufallsvektors unabhangig sind oder nicht?
Definieren Sie den Begriff der Unabhangigkeit von n Zufallsvariablen.

Definieren Sie den Begriff n unabhidngig und identisch verteilter Zufallsvariablen.
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Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz

BSc Psychologie WiSe 2021/22

Prof. Dr. Dirk Ostwald



(6) Erwartungswert, Varianz, Kovarianz



Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz

Datum Einheit Thema

14.10.2021 Einfilhrung (1) Einfiihrung

21.10.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (2) Wahrscheinlichkeitsraume

28.10.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (3) Elementare Wahrscheinlichkeiten

04.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (4) Zufallsvariablen

11.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (5) Multivariate Verteilungen

18.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (6) Erwartungswert, Varianz, Kovarianz

25.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (7) Ungleichungen und Grenzwerte

02.12.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (8) Normalverteilungstransformationen

09.12.2021 Frequentistische Inferenz (9) Modelle, Statistiken und Schatzer

16.12.2021 Frequentistische Inferenz (10) Schatzereigenschaften
Weihnachtspause

06.01.2022 Frequentistische Inferenz (11) Konfidenzintervalle

13.01.2022 Frequentistische Inferenz (12) Hypothesentests

20.01.2022 Frequentistische Inferenz (13) Einstichproben-T-Tests

27.01.2022 Frequentistische Inferenz (14) Zweistichproben-T-Tests

31.01.2022 Klausur 16 - 17 Uhr, G44 - H6

Jul 2022 Klausurwiederholungstermin

Wahrscheinli
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Reprasentation zentraler Eigenschaften

Modellierun,
% g

Modell Realitat

Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgange
probstiidzchetiledel Phanomene, die von Menschen
QA P),X:Q->R nicht. mit absoluter Sicherheit

Wabhrscheinlichkeitsrechnung vorhergesagt werden kénnen.

Px(S) = P(X1(S))

Quantifizierung von Unsicherheit
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Wir nehmen an, dass die BDI Scores der Proband:innen Realisierungen
unabhéngiger und identisch normalverteilter Zufallsvariablen sind.

X Modellierung

Modell Realitat

Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgang

P w
Xij ~ Ny, 0%),j=1,..,n4
) Al < T
Xaj ~ N(uz,0%),j = 1,.,mp Klinische Studie zum Vergleich-der Effekte von
]E(Xij) = V(Xi]-) =02 Vi,j Klassischer und Online PT bei Depression

c(x,

X)) =0 Vi#kj#l
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Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung
Kovarianz und Korrelation

Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung
Kovarianz und Korrelation

Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Erwartungswert

Definition (Erwartungswert)

Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X sei eine Zufallsvariable. Dann ist der
Erwartungswert von X definiert als

® E(X):= ZIEX zpx (x), wenn X : Q — X diskret mit WMF px ist, und als

® E(X):= foc zpx (x) dx, wenn X : Q© — R kontinuierlich mit WDF px ist.
Der Erwartungswert einer Zufallsvariable heiBt existent, wenn er endlich ist.
Bemerkungen

® Der Erwartungswert ist eine skalare Zusammenfassung einer Verteilung.
® Intuitiv ist E(X) =~ % Zn L X fiir eine groBe Zahl n von Kopien X; von X.
i=
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Erwartungswert

Beispiel (Erwartungswert einer Bernoulli Zufallsvariable)

Es sei X ~ Bern(u). Dann gilt E(X) = pu.

Beweis

X ist diskret mit X = {0, 1}. Also gilt

E(X) = Z x Bern(z; p)

ze{0,1}
=0 pu’(1—p)' 041 pt -ttt )
=1-p'(1—pw°
_

Wahr
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Erwartungswert

Beispiel (Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariable)
Es sei X ~ N(p,0?). Dann gilt E(X) = pu.

Beweis

Wir halten zunichst ohne Beweis fest, dass
oo
cxp(fz2) dz = /7. 2)
-00

Mit der Definition des Erwartungswerts fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt

oo
1 1 5
]E(X)f‘/ zmexp (*g(zf,u,) ) dzx. 3)
-0
Mit der Substitutionsregel
g(b) b
feyde = [ flg(2)d (z) dz @)
g(a) a
und der Definition von
g:R—= R,z g(z) :=\/202x 4 p with ¢’ (z) = 202, (5)

gilt dann
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Erwartungswert

_ ! - 1 2
]E(X)fm T exp 7§(zfu,) dz
o 2
= ﬁ/ (\/ 202z + p) exp (7# ((\/202z+u> 7#,) ) 202 dx
,m/ (\/ 20 x+u)exp( )dac (6)

1\ 2 / T exp 12) dz+y/oo exp (_22) dx

oo
£/ 202 / x exp (—962) dx + p/7
-0

Eine Stammfunktion von x exp (712) ist 7% exp(—z?). Mit
. 2 . 2
lim exp(—z®) =0und lim exp(—z“) =0 (7)
&r— — 00 T —r o0

verschwindet der Integralterm und wir erhalten

BX) = —= (mv/7) =1 (8)

7
[m]
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Erwartungswert

Theorem (Eigenschaften des Erwartungswerts)
(1) (Linear-affine Transformation) Fiir eine Zufallsvariable X und a,b € R gilt
E(aX +b) = aE(X) + b. 9)

(2) (Linearkombination) Fiir Zufallsvariablen X1, ..., X,, und a1, ...,a, € R gilt

n n

E ZaiXi :Zai]E(Xi). (10)

i=1 i=1

(3) (Faktorisierung bei Unabhangigkeit) Fiir unabhangige Zufallsvariablen X1, ..., X,, gilt

E ﬁxi :ﬁ]E(Xi). (11)
i=1

i=1

Bemerkung

® Die genannten Eigenschaften sind oft niitzlich zur Berechnung von Erwartungswerten.
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Erwartungswert

Beweis

Eigenschaft (1) folgt aus den Linearititseigenschaften von Summen und Integralen. Wir betrachten nur den Fall einer

kontinuierlichen Zufallsvariable X mit WDF p x genauer. In diesem Fall gilt

E(Y) = E(aX + b)

oo

= [ (az+b)px(a)de

-co
oo
= azpx (z) + bpx (v) dz (12)
RSS
oo oo
=a zpx (z)de +b px (z)dx
oo -co
= aE(X) + b.
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Erwartungswert

Beweis (fortgefiihrt)
Eigenschaft (2) folgt gleichfalls aus den Linearitatseigenschaften von Summen und Integralen. Wir betrachten nur den
Fall von zwei kontinuierlichen Zufallsvariablen X1 und X9 mit bivariater WDF PXq,Xo genauer. In diesem Fall gilt

2

E E a; X;

=1

E(a1X1 + a2X2)

(a121 + a2z2)px |, X, (T1, x2) doy dzo (13)
B2

a1T1px |, X, (1, 72) + a272Px, x4 (21, T2) d1 dao
B2

=a TIPX,,Xo (71, T2) do1 dTo + a2 T2px,, X, (T1,T2) doy dwo
R2 R2
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Erwartungswert

Beweis (fortgefiihrt)

oo oo oo oo
=a z1 PXq,Xq(T1,72) dza | do1 + a2 x2 Pxq,Xq(x1,72) dz1 | dzo
-00 -0 -0 -00
oo oo
=a z1px, (x1) do1 + a2 Tapx, (w2) dog
RS o0

= a1E(X1) + a2E(X2)

2
= ZaiE(X")'
=1

(14)

Ein Induktionsargument erlaubt dann die Generalisierung vom bivariaten zum n-variaten Fall.
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Erwartungswert

Beweis (fortgefiihrt)

Zu Eigenschaft (3) betrachten wir den Fall von n kontinuierlichen Zufallsvariablen mit gemeinsamer WDF px, .

Weil als X1, ..., Xy, unabhéngig vorausgesetzt sind, gilt

n

PX1,....Xn (T1, s Tn) :HPXi(Ii)< (15)

Weiterhin gilt also

n

n oo oo
E Hzl :/ sz PX1,., Xy (T1s s Tn) doy.odop
i=1 e me i=1
oo
:/ / HZzHPX (zq) dxy...dzn
- =1 =l (16)
oo
:/ / H wipx, (xi) day .. don
-eo =1
n - n
= zipx, (z;) do; = H]E(Xi)~
i=1" " i=1

O
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Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung
Kovarianz und Korrelation

Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Varianz und Standardabweichung

Definition (Varianz und Standardabweichung)

Es sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E(X). Die Varianz von X ist definiert als
V(X) :=E (X - E(X))*), (17)

unter der Annahme, dass dieser Erwartungswert existiert. Die Standardabweichung von X ist definiert

S(X) == 1/V(X). (18)

Bemerkungen

® Die Varianz misst die Streuung (Breite) einer Verteilung.

® Quadration ist notig wegen E(X — E(X)) = E(X) — E(X) = 0.

® Ein alternatives MaB fiir die Streuung einer Verteilung ist E(|X — E(X)]|).

® Ein weiteres MaB fiir die Streuung einer Verteilung ist die Entropie —E(In px (X)).

Wahr
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Varianz und Standardabweichung

Beispiel (Varianz einer Bernoulli Zufallsvariable)

Es sei X ~ Bern(u). Dann ist die Varianz von X gegeben durch
V(X) = p(l — p). (19)
Beweis

X ist eine diskrete Zufallsvariable und es gilt E(X) = p. Also gilt
2
V(X) =E ((X = w)?)
2
= E (@ — 1) 2Bem(a: )
xe{0,1}

=0-wr 0 -w 0+ a-wita-w!

=p?1 -+ Q- 20
= (ﬁ +(1 - u)u) (1—p)
= (u2+ufu2> (1 —p)
= p(l = p).
O
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Varianz und Standardabweichung

Theorem (Varianzverschiebungssatz)

Es sei X eine Zufallsvariable. Dann gilt

V(X)=E (X2) —E(X)2. (21)

Beweis
Mit der Definition der Varianz und der Linearitdt des Erwartungswerts gilt
V(X) =E ((x - ]E(X))2)

=E (X2 — 2XE(X) + ]E(X)Q)

— E(X?) — 2B(X)E(X) + E (]E(X)z) (22)
= E(X?) — 2B(X)? + E(X)?
=E(X?) - E(X)2.

m]

Bemerkung

® Das Theorem ist niitzlich, wenn E (Xz) und E(X) leicht zu berechnen sind.
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Varianz und Standardabweichung

Beispiel (Varianz einer normalverteilten Zufallsvariable)

Es sei X ~ N(u,o?). Dann gilt V(X) = o2.

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass mit dem Varianzverschiebungssatz gilt, dass

oo
1 1
V(X) =E(X?) —E(X)? = e exp | ———= (¢ — w)? ) do - pu? 23)
2702 202
-00
Mit der Substitutionsregel
b g(b)
Flg(@))g' () do = f(z) dz (24)
a g(a)
und der Definition von

g:Ro>Rxz— 202z + p, g(—o0) := —o0, g(oo0) := oo, with g’ (z) = 202, (25)

kann das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (23) dann als
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

/ xzexp (—20%(:0—”)2) dx
= / (\/ 2022 + ,u,)2 exp (—L(( 202z + p) — ,u.)2> A/ 202 dx

=1/2 / (/2022 + p)? exp ( 202I2> dx
=1/ 202 / (\/ 2022 + u)® exp (—12) dz.

geschrieben werden. Also gilt

(26)

V(X) 2022 + 1) exp (7:n2) de — u?

\/ 202 e
e (
A/ 2702 J_ o
= ( 202 :n) + 2 202zp + p )exp( ) I7M2

f/ v

)

:7 262/ .7:29xp( :cz) dz + 24/ 202 ;L/ z exp ,2) d:::+;1.2/ exp (—12> de | —

T - :

oo

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 22




Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

Wir halten weiterhin ohne Beweis fest, dass

/ zcxp(—zz) dz = 0 und / cxp(—zz) dz = /7. (27)

oo

Es ergibt sich dann

oo
1
V(X) 202/ z? exp (712) dr + u2ﬁ — [,L2

oo

22 2 2 2 2
° — 28
_f/ xexp(m)dw-ﬁ-p “w (28)

oo

2 o
20 2 ( 2)

= z“exp | —x dx
N

oo

Mit der partiellen Integrationsregel

b b
/ F(@)g(x) dz = f()g(=)]}, —/ f(@)g (z) d (29)

fF RS> Razw— f(z):= exp(f:tz) with f/(z) = —2 exp(sz) (30)

und der Definition von
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

und
1 1
g:R—=>R,z— g(z) := —Ezwithgl(z):—g, (31)
so dass

F(2)a(z) = —2exp(~2?) (—%x) = 22 exp(—a?), (32)

gilt, ergibt sich dann

oo
vexy = 22 2 2
(X) = = z” exp | —x dx

o
S
202 1 5100 5 1
= ——zexp(—z) | — exp (—x ——= | dz 33
= | prewtehiTa p (=) (-3 (33)
-o0
oo
202 1 o100 1 5
= ——zexp(—x)| - + — exp (—z ) dx
T 2 (=29)Z 3 ,
-0

Aus limg 4 o exp(—z2) = 0 schlieBen wir, dass der erste Term in den Klammern auf der rechten Seite der
obigen Gleichung gleich O ist. SchlieBlich ergibt sich

202
V(X)) = —

3
NG (34)

O
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Varianz und Standardabweichung

Theorem (Eigenschaften der Varianz)
(1) (Linear-affine Transformation) Fiir eine Zufallsvariable X und a,b € R gelten
V(aX 4 b) = a®V(X) und S(aX + b) = |a|S(X). (35)
(2) (Linearkombination bei Unabhangigkeit) Fiir unabhangige Zufallsvariablen X1, ..., X,, und

ai,...,an € R gilt

n n

v Z X | = Z a2V(X,). (36)

i=1 i=1
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Varianz und Standardabweichung

Beweis

Um Eigenschaft (1) zu zeigen, definieren wir zunichst Y := aX + b und halten fest, dass E(Y') = aE(X) + b.

Fiir die Varianz von Y ergibt sich dann
V(Y)=E ((Y E(Y)) )
—E ((aX +b— aE(X) —b) )
= E ((aX - aB(X))?)

(37)

(
—E ((a(X E(X))
(e*

2

a ]E((Xf]E(X )2

)
E(a2(X — ]E(X))2)
)

= a?V(X)

Wourzelziehen ergibt dann das Resultat fiir die Standardabweichung.

Fiir Eigenschaft (2) betrachten wir den Fall zweier unabhingiger Zufallsvariablen X1 und X2 genauer. Wir halten

zunichst fest, dass in diesem Fall gilt, dass

E(a1X1 +a2X2) = a1E(X1) + a2E(X2). (38)
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Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

Es ergibt sich also
2
\% ZaiXi
=1
= V(a1 X1 + a2X2)

=E ((a1X1 +a2Xo —E(a1X1 + a2X2)) 2

=E ((a1X1 +a2X2 — a1E(X1) — @E(Xz))z)
=5 ((a1 X1 — a1B(X1) + a2 X2 — a2E(X2))?)
= B (((a1(X1 = E(X1)) + (a2(X2 — E(X2)))?)
=B (@1 (X1 = B(X1)))” = 2(a1 (X1 — E(X1))(az(X2 — B(X2)) + (a2(X2 — E(X2)))?)
=B ((@F (X2 = B(X1))® — 20102 (X1 — E(X1))(X2 = E(X2)) + a3 (X2 — E(X2))?)
= 3B (X1 — E(X1))?) — 2a1a2E (X1 — E(X1)(X2 — E(X2))) + a3E (X2 — E(X2))°)
= aJV(X1) — 201028 (X1 — E(X1))(X2 — B(X2)) + a3V(X2)
2
=) a0 - 2102 (X3 - E(X1) (X2 — B(X2))

i=1
Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 27




Varianz und Standardabweichung

Beweis (fortgefiihrt)

Weil X1 und Xo unabhingig sind, ergibt sich mit den Eigenschaften des Erwartungswerts fiir unabhangige Zufallsva-

riablen, dass

E((X1 — E(X1))(X2 —E(X2))) =E (X1 — E(X1))) E (X2 — E(X2)))

= (E(X1) — E(X1))(E(X2) — E(X2)) (39)
=0
ist. Damit folgt also
2 2
v Z aiX; | = Z aZV(X;). (40)
i=1 i=1

Ein Induktionsargument erlaubt dann die Generalisierung vom bivariaten zum n-variaten Fall.
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Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung
Kovarianz und Korrelation
Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Definition (Stichprobenmittel, -varianz, -standardabweichung)

X1, ..., X, seien Zufallsvariablen. Dann nennt man X1, ..., X,, auch eine Stichprobe.
® Das Stichprobenmittel von X1, ..., X,, ist definiert als der arithmetische Mittelwert
n
= 1
Xp 1= — E X (41)
n
i=1
® Die Stichprobenvarianz von X1, ..., X,, ist definiert als
n
2 1 § : % 3
Sl — (X — Xn)". (42)
n—1

i=1

® Die Stichprobenstandardabweichung ist definiert als
Sn :=4/852. (43)

Bemerkungen

® E(X),V(X), und S(X) sind Kennzahlen einer Zufallsvariable X .
* X,, 5'722’, und Sy, sind Kennzahlen einer Stichprobe X1, ..., X,.
* X, Si, und S,, sind Zufallsvariablen, ihre Realisationen werden mit Z,,, sf,/, und s,, bezeichnet.
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Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung

Beispiel (Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung)
® Esseien X1,..., X10 ~ N(1,2).
® Wir nehmen die folgenden Realisationen an

z1 T2 3 T4 T5 6 x7 g8 9 10
0.54 1.01 -3.28 0.35 2.75 -0.51 2.32 1.49 0.96 1.25

® Die Stichprobenmittelrealisation ist

10
T ! E 688 0.68 (44)
10 = — xr; = —— = 0.68.
°T 10 BT
i=1
® Die Stichprobenvarianzrealisation ist
10 10
1 1 25.37
2 = 2 2
s1g = — Tr; —%10)" = — x; —0.68)° = —— = 2.82. 45
0= E (x4 ) 5 E (x4 ) o (45)
i=1 i=1
® Die Stichprobenstandardabweichungrealisation ist
510 = 4/ 53, = V2.82 = 1.68. (46)
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Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung
Kovarianz und Korrelation

Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Kovarianz und Korrelation

Definition (Kovarianz und Korrelation)
Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y ist definiert als

C(X,Y) :=E((X - E(X)) (Y - E(Y))) . (47)
Die Korrelation zweier Zufallsvariablen X und Y ist definiert als

p(X, V) = C(X,Y) _ C(X,Y) (48)

T ROy | SO0

Bemerkungen
® Die Kovarianz von X mit sich selbst ist die Varianz von X,
C(X,X)=E ((x - ]E(X))2) — V(X). (49)

® p(X,Y) wird auch Korrelationskoeffizient von X und Y genannt.
® Wenn p(X,Y) = 0 ist, werden X und Y unkorreliert genannt.
® Wir zeigen spater mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung, dass —1 < p(X,Y) < 1.
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Kovarianz und Korrelation

Beispiel (Kovarianz und Korrelation zweier diskreter Zufallsvariablen)

Es sei X := (X1, X2) ein Zufallsvektor mit WMF PXq,Xo definiert durch (Lange and Mosler (2017))

Pxy,Xo(T1,22) | ®2=1 x2=2 x2=3 | px,(=1)
x1 =1 0.10 0.05 0.15 0.30
x1 =2 0.60 0.05 0.05 0.70
px, (2) 0.70 0.10 0.20

X1, X2 sind also zwei Zufallsvariablen mit einer definierten bivariaten Verteilung. Um C(X1, X2) und
p(X1, X2) zu berechnen, halten wir zunachst fest, dass

2
E(X) = Zzlpxl(zl):1<0.3+2»0.7:1.7 (50)
z1=1
und
3
E(X3) = Z 29pxy(2) =1-0.7+2-0.143-0.2=1.5. (51)
zo=1

Mit der Definition der Kovarianz von X1 und X2, gilt dann
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Kovarianz und Korrelation

C(X1, X2)
=E((X1 — E(X1))(X2 —E(X2)))
2 3
= Z 2(11 — B(X1))(e2 — E(X2))Px,, X4 (21, 22)
zy=1xg=1
2 3
= Z Z(ml — 1.7 (wp — 15)px, X, (@1, 72)
z1=1z9=1
2
= Z(zl — 171 - 1.5)px, x4 (21, 1)
=1

+ (1 —1.7)(2 - 1.5)px; x5 (%1, 2)
+ (1 — 1.7 = 1.5)px, x,(%1,3)
= 1-17D0-19px, x,(LD+ 1 -172—-15px; x,(1,2)+ (1 - 1.7 - 1.5)px, x,(1,3)
+(2-1.70 - 1.8)px; x,(2,1) + (2 - 172 - 1.5)px; x5 (2,2) + (2 = 1.7)(8 — 1.5)px; x5 (2,3)
= (-0.7)-(—0.5)-0.10 +(—0.7) - 0.5 0.05 +(—0.7) - 1.5 0.15
+0.3-(—0.5) - 0.60 +0.3.0.5-0.05 +0.3-1.5-0.05
= 0.035 — 0.0175 — 0.1575 — 0.09 + 0.0075 + 0.0225

= —0.2.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Kovarianzverschiebungssatz)

X und Y seien Zufallsvariablen. Dann gilt

C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). (52)

Beweis
Mit der Definition der Kovarianz gilt
C(X,Y) =E(X —EX)Y - E(Y)))
=E(XY — XE(Y) — E(X)Y 4+ E(X)E(Y)) (53)
=E(XY) — E(X)E(Y) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
=E(XY) — E(X)E(Y).

Bemerkungen

® Das Theorem ist niitzlich, wenn E(XY ), E(X), und E(Y) leicht zu berechnen sind.
® Fir Y = X erhalten wir V(X) = E(X?) — E(X)?.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Korrelation und Unabhangigkeit)

X und Y seien zwei Zufallsvariablen. Wenn X und Y unabhangig sind, dann ist C(X,Y) = 0 und
X und Y sind unkorreliert. Ist dagegen C(X,Y) = 0 und sind X und Y somit unkorreliert, dann
sind X und Y nicht notwendigerweise unabhangig.

Beweis

Wir zeigen zunichst, dass aus der Unabhiangigkeit von X und Y C(X,Y) = 0 folgt. Hierzu halten wir zunachst

fest, dass fiir unabhangige Zufallsvariablen gilt, dass
E(XY) = E(X)E(Y). (54)
Mit dem Kovarianzverschiebungssatz folgt dann
C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(X)E(Y) — E(X)E(Y) = 0. (55)

Mit der Definition des Korrelationskoeffizienten folgt dann unmittelbar, dass p(X,Y) = 0 und X und Y somit

unkorreliert sind.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)
Wir zeigen nun durch Angabe eines Beispiels, dass die Kovarianz von abhingigen Zufallsvariablen X und Y null sein
kann.

Zu diesem Zweck betrachten wir den Fall zweier diskreter Zufallsvariablen X und Y mit Ergebnisrdumen X =
{—1,0,1} und Y = {0, 1}, marginaler WMF von X gegeben durch px (X = z) = 1/3 fir z € X und der
Definition Y := X 2.

Wir halten dann zunichst fest, dass

1 1 1
E(X) = T X=z)=—-1-—-40-=-4+1- = 0 56
(X) E Px ( ) 3 3 3 (56)
TEX
und
2 3 3 3 1 a3 1 .31
E(XY) = E(XX?) =E(X3) = 2px (X =2) = -1 ~5+0 St E:o. (57)
TEX
Mit dem Kovarianzverschiebungssatz ergibt sich dann
C(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y) = ]E(X3) —E(X)E(Y)=0—-0-E(Y)=0. (58)

Die Kovarianz von X und Y ist also null. Wie unten gezeigt faktorisiert die gemeinsame WMF von X und Y jedoch
nicht, und somit sind X und Y nicht unabhangig.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis (fortgefiihrt)

Die Definition of Y := X2 impliziert die folgende bedingte WMF

py|xle) [ 2=-1 z=0 a=1
y=0 0 1 0
y=1 1 0 1

Die marginale WMF p x und die bedingte WMF Py | X implizieren die gemeinsame WMF

rxyv(z,y) | z2=—-1 x=0 x=1 | py(y)
y=0 0 1/3 0 1/3
y=1 1/3 0 1/3 2/3
px (z) 1/3 1/3 1/3
Es gilt also zum Beispiel
1 1 1
PX,Y(IiflyyZO):()#a E'EZPX(I:*UPY(?!:O) (59)

und damit sind X und Y nicht unabhéngig.
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Kovarianz und Korrelation

Theorem (Varianzen von Summen und Differenzen von Zufallsvariablen)

X und Y seien zwei Zufallsvariablen und es seien a, b, ¢ € R. Dann gilt

V(aX +bY +¢) = an(X) + bZV(Y) + 2abC(X,Y). (60)
Speziell gelten
VX +Y)=V(X)+ V(YY) +2C(X,Y) (61)
und
V(X -Y)=V(X)+ V() —-2C(X,Y) (62)
Bemerkungen

® Varianzen von Zufallsvariablen addieren sich nicht einfach.
® Die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen hangt von ihrer Kovarianz ab.
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Kovarianz und Korrelation

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass

E(aX + bY + ¢) = aE(X) + bE(Y) + c. (63)

Es ergibt sich also
V(aX 4+ bY + ¢)
—E ((aX L bY 4 ¢ — aB(X) — BE(Y) — c)"‘)

=& ((a(X = ECO) + b(Y —E(¥))?)

(64)
—E (a2<x ZE(X)2 4 b2(Y — E(Y))2 + 2ab(X — E(X))(Y — ]E(Y))))
= a2E ((X - ]E(X))2) + b%E ((Y - ]E(Y))2> 1 2abE (X — E(X))(Y — E(Y))))
= a?V(X) + b2V(Y) + 2abC(X,Y)
Die Spezialfille folgen dann direkt mit @ := b := 1 und a := 1, b := —1, respektive.
O
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Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung
Kovarianz und Korrelation

Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Definition (Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation)

(X1,Y1), ..., (Xn, Yyn) seien zweidimensionale Zufallsvektoren.

® Das Stichprobenmittel der (X1,Y1), ..., (Xn, Yyn) ist definiert als

n n
P - — 1 1
(X,Y), = (Xn,Yn)= | — E X, — E Y |- (65)
n n
i=1

=1

® Die Stichprobenkovarianz der (X1,Y7), ..., (Xn, Yy) ist definiert als

n—1

A Z(xi—xn)m—m. (66)
i=1

® Der Stichprobenkorrelationskoeffizient der (X1, Y1), ..., (Xp, Yy,) ist definiert als

Rpi= — (67)
SX,?L SY, n
wobei Sx ,, und Sy ,, die Stichprobenstandardabweichungen von X1, ..., Xy, und Y7, ..., Yy, bezeichnen.
Bemerkungen
® (X,Y),,, Cn, und Ry sind Zufallsvariablen
® (x,y),,, cn, und T, bezeichnen ihre Realisierungen
Wabhrscheinli heorie und Fr istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 43



Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Beispiel (Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation)

® Esseien (X1,Y1),...,(X10, Y10) zweidimensionale Zufallsvariablen.

® Wir nehmen folgende Realisierungen an

(z1,v1) (w2,y2) (z3,v3) (v4,v4) (®5,y5) (z6,v6) (v7,y7) (*8,y8) (x9,v9) (®10,¥10)
(0.8,-07) (1.1,16) (0.8 11) (0201) (11,04) (05 15) (13,-12) (18,06) (04, 02) (L5 -10)

® Die Stichprobenmittelrealisation ergibt sich zu

10
—_— 1
, = — E z;, E (0.75,0.26 68
( 1’!)10 10 Qs 10 Yi ). (68)
i=1

i=1

® Die Stichprobenstandardabweichungrealisationen ergeben sich zu

10

1
SX,n = - E (zy — %10)2 = 0.79 und SY,n =

10

5D - mo)? =099, (69)

i=1

i=1
® Die Stichprobenkovarianz- und Stichprobenkorrelationsrealisationen ergeben sich zu

c
E (x; — Zn)(yi — Yn) = —0.26 und 7y, = — = —0.33. (70)

Sx,nSy,n

Cn =
n—1
i=1
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Erwartungswert

Varianz und Standardabweichung

Stichprobenmittel, Stichprobenvarianz, Stichprobenstandardabweichung
Kovarianz und Korrelation

Stichprobenkovarianz und Stichprobenkorrelation

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren und interpretieren Sie den Erwartungswert einer Zufallsvariable.

2. Berechnen Sie den Erwartungswert einer Bernoulli Zufallsvariable.

3. Nennen Sie drei Eigenschaften des Erwartungswerts.

4. Definieren und interpretieren Sie die Varianz einer Zufallsvariable.

5. Berechnen Sie die Varianz einer Bernoulli Zufallsvariable.

6. Driicken Sie ]E(XZ) mithilfe der Varianz und des Erwartungswerts von X aus.
7. Was ist V(aX) fiir konstantes a € R?

8. Definieren Sie die Kovarianz und Korrelation zweier Zufallsvariablen X und Y.
9. Geben Sie das Theorem zur Varianz von Linearkombinationen von Zufallsvariablen bei Unabhangigkeit wieder.
10. Definieren Sie den Begriff der Stichprobe.
11. Definieren Sie den Begriff des Stichprobenmittels.

12. Definieren Sie Stichprobenvarianz und Stichprobenstandardabweichung.
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Selbstkontrollfragen

13. Erlautern Sie die Unterschiede zwischen dem Erwartungswertparameter, dem Erwartungswert und dem Stich-

probenmittel von normalverteilten Zufallsvariablen.
14. Definieren Sie die Kovarianz und die Korrelation zweier Zufallsvariablen.
15. Schreiben Sie die Kovarianz zweier Zufallsvariablen mithilfe von Erwartungswerten.
16. Geben Sie das Theorem zur Korrelation und Unabhéangigkeit zweier Zufallsvariablen wieder.
17. Was ist die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen bei Unabhangigkeit?
18. Was ist die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen im Allgemeinen?
19. Definieren Sie das Stichprobenmittel fiir eine Stichprobe zweidimensionaler Zufallsvektoren.
20. Definieren Sie die Stichprobenkovarianz einer Stichproben von zweidimensionaler Zufallsvektoren.
21. Wann ergeben sich fiir die Stichprobenkovarienz hohe positive oder hohe negative Werte?
22. Wann ergeben sich fiir die Stichprobenkovarianz Werte nahe Null?

23. Definieren Sie den Stichprobenkorrelationskoeffizient.
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Theorem (Markov Ungleichung)

X sei eine Zufallsvariable mit P(X > 0) = 1. Dann gilt fiir alle z € R, dass

P(X > 2) < 20, (1)

Bemerkungen
® Weil P(X > 0) = 1 gilt, sagt man auch, dass X eine nicht-negative Zufallvariable ist.
® Die Ungleichung setzt Uberschreitungswahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte in Bezug.

® Gilt z.B. fiir eine nichtnegative Zufallsvariable X, dass E(X) = 1, dann ist P(X > 100) < 0.01.
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Beweis

Wir betrachten den Fall einer kontinuierlichen Zufallsvariable X mit WDF p. Wir halten zunichst fest, dass

]E(X):/ §P(§)d§:/ §P(§)d€:/ ép(é)déJr/ §p(§) dg, (2
—oo 0 0 z

weil X nicht-negativ ist. Es folgt dann

E(X) > / £p(§)ds > / zp(§)dE = I/ p(§) d§ = zP(X > x). 3)

Dabei gilt die erste Ungleichung weil

/ fp(&)d&:OfﬁrzSOund/ &p(€)de > 0 firxz > 0. (4)

— oo — oo

und die zweite Ungleichung gilt, weil z < £ fiir £ € [z, co|. Es folgt also, dass
IE(X)sz(Xzz)c»P(XZz)s@- (5)
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Beispiel (X ~ G(«, 3))

® Wir halten ohne Beweis fest, dass fiir X ~ G(a, 3) gilt, dass E(X) = af.

® Wir betrachten den Fall a := 5, 3 := 2, so dass G(x; 5, 2) = x2(10)

P(x) Markov Ungleichung
1.0 5
— 1-P(x)
0.8 — 4 E(X)/x
0.6 — 3
0.4 — 2 -
0.2 1
0.0 \ \ \ \ \ 0 \ \ T T \
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Theorem (Chebyshev Ungleichung)

Es sei X eine Zufallsvariable mit Varianz V(X). Dann gilt fir alle z € R

V(X)

P(IX —E(X)| 2 ) < (6)

Bemerkungen

® Die Chebyshev Ungleichung setzt Abweichungen vom Erwartungswert in Bezug zur Varianz.

P (\x —E(X)| > 34 /V(X)) < &2 = é
(3,/V(X))

® Zum Beispiel gilt
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Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass fir a, b € R gilt
a? > b? < |al > b. )

Dazu betrachten wir die folgenden vier méglichen Falle

la| > bfira>0,b>0 <& a>b o a? > b?
la| > bfira>0,b<0 <& a>b & a? > b?
la] > bfira<0,b>0 & —a>b << (—a)?2>b2 =a?>0b?
la] > bfira<0,b<0 <« —a>b << (—a)2>b2 =a?>0b?
Als nichstes definieren wir Y := (X — E(X))2. Dann folgt aus der Markov Ungleichung
E(Y
]P’(Yzzz) < (Y)
x2
E((X —E(X 2)
s (x =) ®
P (X -EXx)?>2%) < ————F
€T
V(X)
S PIX -E(X)| 2 2) < ——.
x
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Wabhrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der GroBen Zahl

Zentrale Grenzwertsatze

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Erwartungswertungleichungen

Theorem (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Es seien X,Y zwei Zufallsvariablen und E(XY") endlich. Dann gilt

E(XY)? <E(X?)E(Y?) (9)

Bemerkungen

® Analog gilt fiir Vektoren z,y € R™, dass (z, y)2 < ||| - ||ly]|-

® Die Korrelationsungleichung ist eine direkte Konsequenz der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
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Erwartungswertungleichungen

Beweis
Wir betrachten den Fall, dass 0 < E(X2) < oo und 0 < E(Y2) < oo. Firr alle a, b € R gilt dann
og]E((ax+by)2) undogE((aX—hy)z) . (10)

Also folgt
0 < a?E(X?) + b2E(Y?) + 2abE(XY) und 0 < a?E(X?) + b2E(Y?) — 2abE(XY). (11)

Definition von a := 4 /E(Y 2) und b := 4 /E(X2) ergibt dann
0 < E(Y?E(X?) + B(X2)E(Y?) + 24/ E(Y2)(/E(X2)E(XY)
—24/E(Y2){/E(X2)E(XY) < 2E(X2)E(Y?)

IA

(12)
o —\/E(Y2)E(X2)E(XY) < \/]E(YQ)E(XQ) E(Y2)E(X2)
< —E(XY) < A/E(Y2)E(X?2),
und analog
0 < E(Y2E(X?) + E(X2E(Y?2) — 24/E(Y2)4/E(X2)E(XY)
o 24 /E(Y2){/E(X2)E(XY) < 2E(X2)E(Y?)
(13)

< \/E(Y2)E(X2)E(XY) < \/]E(YQ)]E(XZ) E(Y2)E(X2)
< E(XY) < A/E(Y2)E(X?2).

Zusammengenommen ergibt sich fiir den betrachteten Fall also die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Ein vollstandiger Beweis findet sich bei
DeGroot and Schervish (2012), Theorem 4.6.2.

]
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Erwartungswertungleichungen

Theorem (Korrelationsungleichung)
X und Y seien Zufallsvariablen mit V(X), V(Y') > 0. Dann gilt

p(X, V)2 = oYy <1 (14)
’ VOOV(Y) T

Bemerkung
® Esgiltalso p(X,Y)2 <1 & |p(X,Y)|<1e p(X,Y)e[-1,1].

Beweis

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir zwei Zufallsvariablen U und V gilt, dass
EUV))? <EUDEV?). (15)
Wir definieren nun U := X —E(X)und V :=Y — E(Y).

Dann besagt die Cauchy-Schwarz Ungleichung, dass

E((X — E(X))(Y —E(Y)? S B ((X - B(X)?) E (v —E(Y))?) . 16)
Also gilt
C(X, V)2 <vVX)V(Y) & CX, Y2 (17)
’ B V(X)V(Y)
[m]
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Erwartungswertungleichungen

Theorem (Jensensche Ungleichung)
X sei eine Zufallsvariable und g : R — R eine konvexe Funktion, d.h.

gz + (1 = Nz2) < Ag(z1) + (1 — Ng(w2) (18)
fiir alle 1, z2 € R, XA € [0, 1]. Dann gilt

E(g(X)) 2 g(E(X))- (19)

Analog sei g : R — R eine konkave Funktion, d.h.

g(Az1 + (1 = Na2) 2 Ag(z1) + (1 — A)g(z2) (20
fiir alle 1, z2 € R, A € [0, 1]. Dann gilt

E(g(X)) < g(E(X)). (21)

Bemerkungen

® Bei konvexem g liegt der Funktionsgraph unter der Geraden von g(z1) zu g(x2).
® Bei konkavem g liegt der Funktionsgraph iiber der Geraden von g(z1) zu g(z2).

® Der Logarithmus ist eine konkave Funktion, also gilt E(In X) < InE(X).

Wahr
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Erwartungswertungleichungen

Beweis

Wir zeigen die Ungleichung fiir den Fall einer konkaven Funktion g.
® Essei f eine Tangente am Punkt g(E(X)).
® f sei also eine linear-affine Funktion der Form
f(X):=aX +bfira,b € Rmit f(E(X)) = g(E(X)). (22)

® Weil g konkav ist, gilt g(z) < az + b fir alle z € R, also g(X) < aX + b.

® Also gilt
E(g(X)) < E(aX +b) = aE(X) + b = f(E(X)) = g(E(X)). (23)
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Wabhrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der GroBen Zahl

Zentrale Grenzwertsatze

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Gesetze der GroBen Zahl

Uberblick

Es gibt ein Schwaches Gesetz der GroBen Zahl und ein Starkes Gesetz der GroBen Zahl.

Intuitiv besagen beide Gesetze, dass sich das Stichprobenmittel von unabhingigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen fiir eine groBe Anzahl an Zufallsvariablen dem Erwartungswert der

zugrundeliegenden Verteilung nahert.

® Das Schwache und das Starke Gesetz der GroBen Zahl unterscheiden sich in Hinblick auf die zu
ihrer Formulierung benutzen Formen der Konvergenz von Zufallsvariablen.
® Das Schwache Gesetz basiert auf der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

® Das Starke Gesetz basiert auf der fast sicheren Konvergenz.

® Wir begniigen uns mit Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und dem Schwachen Gesetz.
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Gesetze der GroBen Zahl

Definition (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit)

Eine Folge von Zufallsvariable X1, X2, ... konvergiert gegen eine Zufallsvariable X in Wahrschein-

lichkeit, wenn fiir jedes noch so kleine € > 0 gilt, dass

lim P(|X, — X|<e) =1« lim P(|X, — X|>€)=0 (24)
n— o0 n— oo
Die Konvergenz von X1, X2, .... gegen X in Wahrscheinlichkeit wird geschrieben als
P
Xpn — X (25)
n-— oo

Bemerkungen

P

® X, — X heiBt, dass sich die Wahrscheinlichkeit, dass X,, in dem zufilligen Intervall
n-— oo

]1X — €, X + €] liegt, unabhangig davon, wie klein dieses Intervall sein mag, 1 nahert, wenn n

gegen Unendlich strebt.

® |ntuitiv heiBt das, dass sich fiir eine konstante Zufallsvariable X := a die Verteilung von X,,
mehr und mehr um a konzentriert, wenn n gegen Unendlich strebt.
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Gesetze der GroBen Zahl

Theorem (Schwaches Gesetz der GroBen Zahl)

X1, ..., X, seien unabhingig und gleichverteilte Zufallsvariablen mit E(X;) = p firalle: = 1, ..., n.

_ 1 z
Xp == E 3% (26)
n

=1

Weiterhin bezeichne

das Stichprobenmittel der X;, 7 = 1, ..., n. Dann konvergiert X,, in Wahrscheinlichkeit gegen p,

X, —— p. (27)

Bemerkungen

® Fiir einen Beweis sieche zum Beispiel Georgii (2009), Abschnitt 5.1.

- P
® X,, —— u heiBt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass das Stichprobenmittel nahe dem
n— oo
Erwartungswert der zugrundeliegenden Verteilung liegt, sich 1 ndhert, wenn n — oo.
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Gesetze der GroBen Zahl

Beispiel (X1, ..., Xn ~ N(0,1))

® Die linke Abbildung zeigt Realisationen von X, als Funktion von n.

® Die rechte Abbildung zeigt Schitzungen von P(|X,, — u| > €) als Funktionen von n und e.

Stichprobenmittelrealisationen Wahrscheinlichkeitschatzungen
15 4 1.0 4
Xa £=1.000
1.0 0.8
£=0.500
0.5
0.6 £=0.250
0.0 £=0.125
0.4
~05
10 4 0.2 —
-15 T T T \ 00 \ T T i
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
n n
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Wabhrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der GroBen Zahl

Zentrale Grenzwertsitze

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Zentrale Grenzwertsatze

Uberblick

® Die Zentralen Grenzwertsitze besagen grob, dass die Summe von unabhingigen Zufallsvariablen asymptotisch,
d.h. fiir unendlich viele Zufallsvariablen, normalverteilt ist.
Modelliert man eine MessgroBe Y also als Summe eines deterministischen Einflusses p und der Summe

n
(ol

X ; einer Vielzahl von unabhangigen Zufallsvariablen X;,i = 1, ..., n, welche unbekannte

i=
Storeinfliisse beschreiben, so ist fiir groBes n die Annahme
Y:M+smit£~N(m,52) (28)

also mathematisch gerechtfertigt. Wie wir spiter sehen werden, liegt die Annahme in Gleichung (28) vielen
statischen Modellen zugrunde.

In der “Lindenberg und Lévy" Form des Zentralen Grenzwertsatzes werden unabhéngig und identische Zufalls-
variablen vorausgesetzt. In der “Liapunov” Form werden nur unabhéngige Zufallsvariablen voraussetzt. Der
Beweis der “Lindenberg und Lévy” Form ist einfacher als der Beweis der “Liapunov” Form. Wir verzichten hier

aberauf die Angabe von Beweisen.

In beiden Formulierungen des Zentralen Grenzwertsatzes die betrachtete Konvergenz von Zufallsvariablen die
Konvergenz in Verteilung, welche wir zunachst einfiihren.
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Zentrale Grenzwertsatze

Definition (Konvergenz in Verteilung)

Eine Folge X1, X2, ... von Zufallsvariablen konvergiert in Verteilung gegen eine Zufallsvariable X,
wenn
lim Px, (z) = Px(x). (29)

n-— oo
fir alle  an denen Px stetig ist.
Die Konvergenz in Verteilung von X1, Xa, ... gegen X wird geschrieben als

X, —2 5 X, (30)

n— oo

D
Gilt X,, ——— X, dann heiBt die Verteilung von X die asymptotische Verteilung der Folge
n-— oo

X1, X2, ....

Bemerkungen

e X L> X ist eine Aussage Uber die Konvergenz von KVFs.

n— oo

® Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert Konvergenz in Verteilung.

Wahr
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Zentrale Grenzwertsatze

Theorem (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindenberg und Lévy)

X1, ..., Xy, seien unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert p := E(X;)
und Varianz 02 := V(X;), 0 < 0? < oo firalle i = 1,...., n.
Dann gilt fiir jedes feste x, dass

Xn — MK )
lim P| —— <z ) = ®(x), 31
P (2l <o) e (3
wobei ® KVF der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Bemerkung

® Wir beweisen spater noch folgende Implikationen des Zentralen Grenzwertsatzes:
o Fir n — oo gilt asymptotisch Zn L X~ N(np,no?).
i=

= 2
o Fir n — oo gilt asymptotisch X,, ~ N (u, "T)

Wahr
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Zentrale Grenzwertsatze

Beispiel (X1, ..., Xn ~ x2(k))

® Wir halten ohne Beweis fest, dass E(X;) = k und V(X;) = 2k.
® Wir betrachten das Szenario X; ~ x(3) firi=1,...,n.

® Die linken Abbildungen zeigen Histogrammschatzer der Wahrscheinlichkeitsdichte von

Y, = 7{‘; - (32)

basierend auf 1000 Realisationen von Y, fiir n = 2 und n = 200, sowie die WDF von N (0, 1).

Die rechte Abbildung zeigt die entsprechenden (empirischen) kumulativen Verteilungsfunktionen.

n=2 n =200
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Zentrale Grenzwertsatze

Theorem (Zentraler Grenzwertsatz nach Liapounov)

X1, ..., X, seien unabhingige aber nicht notwendigerweise identisch verteilten Zufallsvariablen mit
den Eigenschaften

"B (X — pal®
E(|X; — pi|®) < oo und m1§;*1f . ):o. (33)
n—oo (Zizl"i) /

Es sei weiterhin y; := E(X;) und 0? = V(X;) fir i = 1, ..., n. Dann gilt fiir jedes feste x, dass
X ="
N T
= T

wobei ® KVF der Standardnormalverteilung bezeichnet.

<z | =a@), (34)

Bemerkungen

® Fiir n — oo gilt also asymptotisch Z:Lzl X, ~N (Z" L M Z" 01-2).

i= i=1

® Die Summe vieler unabhangiger Zufallsvariablen ist asymptotisch normalverteilt.

Wahr
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Wabhrscheinlichkeitsungleichungen

Erwartungswertungleichungen

Gesetze der GroBen Zahl

Zentrale Grenzwertsatze

Selbstkontrollfragen

Wahr
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Selbstkontrollfragen

10.

. Geben Sie die Markov Ungleichung wieder.

. Geben Sie die Chebyshev Ungleichung wieder.

. Geben Sie die Cauchy-Schwarz Ungleichung wieder.

. Geben Sie die Korrelationsungleichung wieder.

. Definieren Sie den Begriff der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

. Definieren Sie den Begriff der Konvergenz in Verteilung.

. Geben Sie das Schwache Gesetz der GroBen Zahl wieder.

. Erldutern Sie den Zentralen Grenzwertsatz nach Lindenberg und Lévy.

. Erlautern Sie den Zentralen Grenzwertsatz nach Liapunov.

Warum sind die Zentralen Grenzwertsatze fiir die statistische Modellbildung wichtig?

Wahr
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(8) Transformationen der Normalverteilung



Vorbemerkungen
Transformationstheoreme

Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® Z-Transformation

® y2-Transformation

® T-Transformation

® [-Transformation

Selbstkontrollfragen

Wahr itstheorie und Fr

istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 3




Vorbemerkungen
Transformationstheoreme

Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® Z-Transformation

® y2-Transformation

® T-Transformation

® [-Transformation

Selbstkontrollfragen
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Vorbemerkungen

Realisierungen von Zufallsvariablen

Der einzelne Wert, den eine Zufallsvariable bei jedem Durchgang eines Zufallsvorgangs annimmt, heiBt eine Realisierung
der Zufallsvariable. Mithilfe eines Computers lassen sich Zufallsexperimente simulieren und Realisierungen von
Zufallsvariablen erhalten.

Realisierungen von normalverteilten Zufallsvariablen erhalt man in R mit rnorm(), wobei die Syntax fiir Reali-
sierungen von m unabhingig und identisch verteilten Zufallsvariablen X; ~ N(M,O’2),i = 1,...,n durch
rnorm(n,mu,sigma) gegeben ist.

rnorm(1,0,1) # X1 \sim N(0,1)

[1] -1.4

rnorm(1,10,1) # X1 \sim N(10,1)

[1] 10.3

rnorm(3,5,sqrt(2)) # X1 \sim N(5,2), i = 1,2,3 (u.%.v.)

[1] 1.55 4.99 5.88
rnorm(lel,5,sqrt(2)) # Xi \sim N(5,2), i = 1,...,10 (u.%.v.)

[1] 6.62 2.42 4.65 4.65 4.60 4.22 5.89 7.92 2.69 5.72
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Vorbemerkungen

Realisierungen von Zufallsvariablen

Die empirische Verteilung unabhingig und identisch simulierter Zufallsvariablenrealisationen entspricht der Verteilung

der Zufallsvariable. Die empirische Verteilung stellt man mit Histogrammen (Haufigkeitsverteilungen) oder histogramm-

basierten Dichteschatzern dar.

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

1000

800

N(x; 0, 1)

-4

-2 0

Xi~N(0,1),i =1,...,10*

Absolute Haufigkeit

heorie und Fre

Realisierungen von X, . .

-4 -2 0 2 4

Xi~N(0,1),i =1,...,10*

Dichteschatzung
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Vorbemerkungen

Transformation von Zufallsvariablen

Inhalt dieser Vorlesungseinheit sind einige GesetzmaBigkeiten zur Transformation von normalverteilten Zufallsvariablen.
Mit Transformation ist hier die Anwendung einer Funktion auf Zufallsvariablen sowie die arithmetische Verkniipfung
mehrerer Zufallsvariablen gemeint. Die zentrale Fragestellung dabei ist folgende: “Wenn die Zufallsvariable X
normalverteilt ist, wie ist dann eine Zufallsvariable Y, die sich durch Transformation von X ergibt, verteilt?”

Fiir die in dieser Vorlesungseinheit behandelten Falle gilt, dass man explizit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen fiir
die Verteilung der transformierten Zufallsvariable angeben kann. Diese gehéren zu den klassischen Resultaten der
frequentistischen Inferenz und sind fiir das Verstandnis von Konfidenzintervallen, Hypothesentests, und Varianzanalysen

essentiell.

Intuitiv kann man sich die Transformation einer Zufallsvariable anhand der Transformation ihrer u.i.v. Realisierungen
klar machen. Betrachtet man z.B. X ~ N (0, 1) und ihre Transformation Y := X2 und sind x1 = 0.10, z20 =
—0.20, z3 = 0.80 drei u.i.v. Realisierungen von X, so entspricht dies den u.i.v. Realisierungen y; = r? =
0.01,y2 = 25 = 0.04,y3 = x5 = 0.64 von Y. In diesem Beispiel fallt auf, dass ¥ keine negativen Werte
annimmt, die Verteilung von Y ordnet negativen Werten daher Wahrscheinlichkeitsdichten von 0 zu.
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Vorbemerkungen

Simulation der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen in R

# Simulationsspezifikation

n = led # Anzahl von u.%.v Realisierungen (ZVen)
mu =1 # Erwartungswertparameter von X
sigsqr = 2 # Varianzparameter von X

# Quadrieren einer Zufallsvariable
X = rnorm(n, mu, sqrt(sigsqr)) # Realisierungen x_%, © = 1,....,n von X

Y = X2 # Realisierungen y_i = x_i°2 von Y

# Ausgabe der ersten acht Werte
print(X[1:8], digits = 2)

[1] -1.63 0.26 0.93 1.77 -0.29 1.66 1.51 -0.84
print(Y[1:8], digits = 2)

[1] 2.672 0.069 0.857 3.126 0.086 2.762 2.290 0.714
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Vorbemerkungen

Simulation der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen in R

Histogramm von X

o
S _
B
N
o
o
S —
] -
o
= o
£ 3
>
5
s 8
I o 7
1
o
S 4
s}

-10 -5 0 5 10

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 9



Vorbemerkungen

Simulation der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen in R

Histogramm von Y
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Vorbemerkungen

Uberblick

Im Abschnitt Transformationstheoreme stellen wir zunichst einige generelle Werkzeuge zum Berechnen der WDFen von
transformierten Zufallsvariablen bereit. Diese Werkzeuge sind von der allgemeinen Form “Wenn X eine Zufallsvariable
mit WDF px und Y := f(X) die durch f transformierte Zufallsvariable ist, dann gilt fiir die WDF von Y die
folgende Formel: py := {Formel}."

Im Abschnitt Standardtransformationen diskutieren wir sechs Standardtransformationen normalverteilter Zufalls-

variablen, die in der frequentistischen Inferenz und damit im weiteren Verlauf des Kurses zentrale Rollen spielen.

Diese Aussagen sind von der allgemeinen Form “Wenn X;,4 = 1, ..., n unabhéangig und identisch normalverteilte
Zufallsvariablen sind und Y := f(X71, ..., Xy, ) eine Transformation dieser Zufallsvariablen ist, dann ist die WDF
von Y durch die Formel py := {Formel} gegeben und man nennt die Verteilung von Y Verteilungsname.”

Die Aussagen im Abschnitt Standardtransformationen sind fiir die frequentistische Inferenz zentral, weil

(1) die Zentralen Grenzwertsitze die Annahme additiv unabhingig normalverteilter Stérvariablen, und damit
normalverteilter Daten, rechtfertigt,

(2) wie wir in der nachsten Vorlesungseinheit sehen werden, es sich bei Schatzern und Statistiken um Transforma-
tionen von Zufallsvariablen handelt, und

(3) Konfidenzintervalle und Hypothesentests durch die Verteilungen ihrer jeweiligen Statistiken charakterisiert und
gerechtfertigt sind.
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Vorbemerkungen

Ausblick

Das probabilistische Standardmodell von n Datenpunkten hat die Form

O

X = pi + 4,0 =

Die Zufallsvariable X; dient dabei als das Modell des iten Datenpunktes x; € R, d.h. 2; wird also als Realisierung
von X; modelliert. Die Normalverteilung X; ~ N (u;, €) der Zufallsvariable X; ergibt sich dabei wie wir spater
sehen werden aus der linear-affinen Transformation der Zufallsvariable & unter der Abbildung f(g) := p; + &;

i € R repréasentiert den deterministischen Aspekt des Datenpunktmodells und liefert die theoretische Erklarung
fiir den Wert von z;. &; ~ N(O, 02) dagegen reprasentiert den stochastischen Aspekt des Datenpunktmodells
und liefert im Sinne der Zentralen Grenzwertsatzte die theoretischer Erklarung fiir die Differenz von p; und z; als

Resultat der Addition vieler weiterer Einfliisse in der Generation von x; iiber p; hinaus.

Statistiken und Schétzer, also Funktionen von X;,4 = 1, ..., n, entsprechen damit im probabilistischen Standard-

modell Transformationen von normalverteilten Zufallsvariablen.
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Vorbemerkungen
Transformationstheoreme

Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® Z-Transformation

® y2-Transformation

® T-Transformation

® [-Transformation

Selbstkontrollfragen
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Transformationstheoreme

Uberblick

Das univariate WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen liefert eine Formel zur Berechnung der
WDF py von Y := f(X), wenn X eine Zufallsvariable mit WDF px ist und f eine bijektive Funktion ist.

Das univariate WDF Transformationstheorem bei linear affinen Abbildungen gibt eine Formel zur Berechnung der
WDF py von Y := f(X) an, wenn X eine Zufallsvariable mit WDF p x ist und f eine linear-affine Funktion ist.

Das univariate WDF Transformationstheorem bei stiickweisen bijektiven Abbildungen gibt eine Formel zur Berech-
nung der WDF py von Y := f(X) an, wenn X eine Zufallsvariable mit WDF p x ist und f zumindest in Teilen
bijektiv ist.

Das multivariate WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen liefert eine Formel zur Berechnung
der WDF py von Y := f(X), wenn X ein Zufallsvektor mit WDF px ist und f eine bijektive multivariate

vektorwertigeFunktion ist.

Das Faltungstheorem liefert eine Formel zur Berechnung der WDF py von Y := X1 + X2, wenn X1 und X2
zwei Zufallsvariablen mit WDFen PXq und PXq sind.
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Transformationstheoreme

Theorem (Univariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen)

X sei eine Zufallsvariable mit WDF px fiir die P(]a, b[) = 1 gilt, wobei a und/oder b entweder
endlich oder unendlich seien. Weiterhin sei

Y = f(X) (2

wobei die univariate reellwertige Funktion f :]a,b[— R differenzierbar und bijektiv auf ]a, b[ sei.
f(Ja, b[) sei das Bild von ]a, b[ unter f. SchlieBlich sei f~'(y) der Wert der Umkehrunktion von
f(z) firy € f(]a,b]) und f’(x) sei die Ableitung von f an der Stelle . Dann ist die WDF von Y’
gegeben durch

ToTayPx (7)) firy € £0a,bD
0 firy € R\ f(Ja,b[).

py : R = Rxo,y = py (y) :=

Bemerkungen

® Linear-affine Abbildungen sind ein wichtiger Anwendungsfalls.

® Die Z-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass weil f eine differenzierbare bijektive Funktion auf Ja, b[ ist, f entweder strikt wachsend oder strikt fallend
ist. Nehmen wir zunichst an, dass f auf ]a, b strikt wachsend ist. Dann ist auch f71 fiir alle y € f(]a, b[) wachsend, und es gilt

Py() =P v =P <0 =P (G < 57 w) = (x <57 w) = px (17 w) -

Py ist also differenzierbar an allen Stellen y, an denen sowohl f71 als auch Py differenzierbar sind. Mit der Kettenregel und dem Satz
von der Umkehrabbildung (£~ (x))’ = 1/f/(f 1 (x)), folgt dann, dass die WDF py- sich ergibt wie folgt:

v
7 (r=1w)

Weil £~ 1 strikt wachsend ist, ist d/dy(f 1 (y)) positiv und das Theorem trifft zu. Analog gilt, dass wenn f auf ]a, b[ strikt fallend
ist, dann ist auch £ 1 fiir alle y € f(Ja, b]) fallend und es gilt

Py (v) = d—dyPy(y) = d—dny (rtw) =ox (17 w) %f*(y) = rx (171 w).

Py () = FGX) < 0) =7 (57100) 2 f‘1<y>) —r(x2 f‘1<y>) —1-rx (17 w).

Mit der Kettenregel und dem Satz von der Umkehrabbildung folgt dann

py (v) = i(l—Py(y)) - —d%PX (rtw) = —ox (17 w) diyf*(y) - —mpx (1 'w).

Weil £~ 1 strikt fallend ist, ist d/dy(f 1 (y)) negativ, so dass —d/dy(f 1 (y)) gleich |d/dy(f 1 (y))| ist und das Theorem
trifft zu.
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Transformationstheoreme

Theorem (Univariate WDF Transformation bei linear-affinen Abbildungen)
X sei eine Zufallsvariable mit WDF px und es sei
Y = f(X) mit f(X):=aX +bfira#0. (4)

Dann ist die WDF von Y gegeben durch

1 y—2>b
py : R = R0,y = py(y) := mpx( " ) (5)

Bemerkung

® Das Theorem folgt direkt WDF Transformationstheorem bei bijektiven Abbildungen.

® Die Z-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.

Wahr
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass
y—b

TR Ry () = " (6)
ist, weil dann f o f71 = idg gilt, wie man anhand von
f(fil(w)):a(zT_b)+b::c—b+b:xf[]ra|lea:e]R @)
einsieht. Wir halten weiterhin fest, dass
f/:]R—HR,z»—»f'(z):%(az+b):a4 (8)

Also folgt mit dem Theorem zur WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen, dass

———x (S )

1 (W) |

1 y—b
= —px :
la| a

py : R = R>g,y = py (y) =

©)
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Transformationstheoreme

Theorem (WDF Transformation bei stiickweise bijektiven Abbildungen)
X sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum X und WDF p x . Weiterhin sei
Y = £(X), (10)

wobei f so beschaffen sei, dass der Ergebnisraum von X in eine endliche Anzahl von Mengen X1, ..., X, mit einer
entsprechenden Anzahl von Mengen Y1 := f(X1),..., Vg := f(Xg) im Ergebnisraum Y von Y partitioniert
werden kann (wobei nicht notwendigerweise ; N Y; = 0,1 < i, j < k gelten muss), so dass die Abbildung f fiir
alle X7, ..., X} bijektiv ist (d.h. f ist eine stiickweise bijektive Abbildung). Fiir i = 1, ..., k bezeichne fl._1 die
Umkehrfunktion von f auf Y;. SchlieBlich nehmen wir an, dass die Ableitungen f: fir alle 7 = 1, ..., k existieren
und stetig sind. Dann ist eine WDF von Y durch

k
1 =1
1Y = Ryp,y = ()::E Ly, @) ——— fo @) (11)
PY >0:¥ = Py (¥ 2 v, (¥ \fi(ffl(y)ﬂpx( y)
gegeben.

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Die XQ-Transformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.

Wahr
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Transformationstheoreme

Theorem (Multivariate WDF Transformation bei bijektiven Abbildungen)
X sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum R™ und WDF p x . Weiterhin sei
Y = f(X), (12)

wobei die multivariate vektorwertige Funktion f : R"™ — R™ differenzierbar und bijektiv auf ]a, b[ sei. SchlieBlich
seien
1]
I (@) = (8—&-(1)) € R™X™ (13)
5 1<i<n,1<j<n
die Jacobi-Matrix von f an der Stelle @ € R™, |Jf ()| die Determinante von J7 (z), und es sei | J7 (z)| # O fiir
alle z € R™. Dann ist eine WDF von Y durch

——rx (1MW) fry e FEY
py :R" = Rsg,y = py (y) :={ |7 (f (y))l (14)
0 fory € R™ \ f(R™)

gegeben.
Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Es handelt sich um eine direkte Generalisierung des univariaten Falls.

® Die T-und F-Transformationen sind wichtige Anwendungsfalle.
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Transformationstheoreme

Theorem (Summe unabhangiger Zufallsvariable, Faltung)

X1 und X seien zwei kontinuierliche unabhingige Zufallsvariablen mit WDF px, und px,,
respektive. Y := X; 4+ X3 sei die Summe von X3 und X5. Dann ergibt sich eine WDF der
Verteilung von Y als

py (y) = / px; (Y — 2)px, (v2) dre = / px; (®1)px, (Y — 1) doy (15)

co oo

Die Formel fiir die WDF py  heiBt Faltung oder Konvolution von px, und px,.

Bemerkung

® Die Summen- und Mittelwerttransformation sind wichtige Anwendungsfille.

Wahr
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Transformationstheoreme

Beweis

Wir nutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fiir bijektive Abbildungen. Dazu definieren wir zunachst

fiR? S R% 2 f(z) = (‘”1 + ‘”2) = (zl) (16)
2 z2
Die inverse Funktion von f ist dann gegeben durch
f:R2~>JR2,z>—>f(z) = (21;12) (17)
2
weil dann f o f_1 = idg2 gilt, wie man anhand von

1 =1 f(x1+z2) _ (1 +T2—22) _ (2
@) =1 (lxz 2)—(1 - 2)—(95;) (18)

einsieht. Die Jacobimatrix von f ergibt sich zu

7 (a) = (%fl(w) %fl((f)) _ (3,1 (z1+@2) 2 (acl +x2)) (1 1) (19)

%h(ﬂc) %fz(w) 511 z2 312 z2 0

und die Jacobideterminante damit zu \Jf (z)] = 1.
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Transformationstheoreme

Beweis (fortgefiihrt)

Wir halten weiterhin fest, dass die Unabhéangigkeit von X1 und Xo impliziert, dass
Px;,Xo (21, 22) = px, (21)p(X2)(22) (20)

impliziert. Einsetzen und Integration hinsichtlich zo ergibt dann ergibt dann fir z € f(R2)

p2(2) = —————px (171(2)
175 (11@) |
1 (21)
= 1PX1. Xy (21 — w2, 22)
=px, (21 — z2)px, (x2)
Integration liber x5 ergibt dann eine WDF fiir die marginale Verteilung von Z1
oo
Pz, (21) = px, (21 — 2)px, (z2) dz2 (22)
— o0
Mit Z1 = X1 + X2 = Y ergibt sich dann die erste Form des Faltungstheorems zu
oo
py () = px, (¥ — 22)px, (w2) doa. (23)
—0o0
O
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Vorbemerkungen
Transformationstheoreme

Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® Z-Transformation

® y2-Transformation

® T-Transformation

® [-Transformation

Selbstkontrollfragen
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Standardtransformationen

Uberblick

Das S ransformationstheorem besagt, dass die Summe unabhangig normalverteilter Zufallsvariablen wiederum
normalverteilt ist und gibt die Parameter dieser Verteilung an.

Das Mittelwertstransformationstheorem besagt, dass das Stichprobenmittel unabhangig normalverteilter Zufallsvaria-
blen wiederum normalverteilt ist und gibt die Parameter dieser Verteilung an.

Das Z-Transformationstheorem besagt, dass Subtraktion des Erwartungswertparameters und gleichzeitige Division
mit der Wurzel des Varianzsparameters die Verteilung einer normalverteilten Zufallsvariable in eine Standardnormal-
verteilung transformiert.

Das X2-Transformationstheorem besagt, dass die Summe quadrierter unabhingiger standardnormalverteilter Zufalls-
variablen eine X2-verteilte Zufallsvariable ist.

Das T'-Transformationstheorem besagt, dass die Zufallsvariable, die sich durch Division einer standardnormalverteilten
Zufallsvariable durch die Quadratwurzel einer Xz—verteilten Zufallsvariable geteilt durch ein n, ergibt, eine t-verteilte

Zufallsvariable ist.

Das F-Transformationstheorem besagt, dass die Zufallsvariable, die sich durch Division zweier X2 verteilter Zufalls-

variablen, jeweils geteilt durch ihre jeweiligen Freiheitsgradparameter, ergibt eine F'-verteilte Zufallsvariable ist.
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Vorbemerkungen
Transformationstheoreme

Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® Z-Transformation
® y2-Transformation
® T-Transformation

® [-Transformation

Selbstkontrollfragen
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Summentransformation

Theorem (Summe unabhingig normalverteilter Zufallsvariablen)
Fiir i = 1,...,n seien X; ~ N(,ui,a?

die Summe Y := Z:’_l X; , dass

n n
Y ~N E i, E af (24)
i=1

=1

) unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt fiir

Fiir unabhingige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen X; ~ N (u, 02) gilt folglich

Y ~ N(np,no?). (25)

Bemerkungen

® Die Mittelwerttransformation ist ein wichtiger Anwendungsfall.
® Die Generalisierung der zentralen Grenzwertsatze sind wichtige Anwendungsfalle.
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Summentransformation

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

X1 ~N(-2.0,0.5)

0.7

0.6

0.5

0.3

0.2

0.1

0.0

X2 ~N(1.0,0.7)

X1+ X2 = N(-1.0,1.2)

0.6 o

Wahr
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Summentransformation

Beweis

Wir skizzieren mithilfe der Faltungsformel, dass fir X1 ~ N(u1, o'%), Xo ~ N(pz2, o'%), und YV := X1 + Xo
gilt, dass Y ~ N (u1 + pa, 0? + og). Fiir n > 2 folgt das Theorem dann durch lteration. Mit der Definition der
WDF der Normalverteilung erhalten wir zunachst

oo

Px,(21)Px, (y — @1) doy
2 2
1 1 (1 —p1 1 1 (y—=z1 — p2
——exp | —— | — ——exp | —— | ——— dxy
V2moq 2 o1 V2mog 2 oo
S

2 2
1 1 xr1 — M1 1 Y —T1 — K2
= —exp | —= | — - — dxy.
2mo109 2 o1 2 oo
oo

Py (v)

oo

— oo

(26)
Mit einigem algebraischen Aufwand erhalt man die Identitat
2 2
_l T — p1 _l Y — T — P2
2 o1 2 o2
o y=m — p2)? _ (03 + 02)z1 — oFy + p2o} — p103)? 27)

2(0‘% +o‘§) 20‘%0%(0% +o‘§)

so dass weiterhin gilt, dass
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Summentransformation

Beweis (fortgefiihrt)

ry (y) =

1 ( (-1 —p2)? (] +0D)ay *G%y+u2“f*u16§)2>
exp | — — dxq

2oy o9 2(5% + a%) 20%0’%(0% + o'g)
—oc

e 2 2 2 2 2,2

1 (v — 11 — pa)? ((6f + 05)x1 — ofy + pgoy — p103) B

- exp | — exp | — o1
2009 2(0% + ag) 20'{’(;3(0% + o‘%)

oo
1 (y — n1 — uo)? ((0%4—0%)“ —H%y+urgiff —ma%)z e
exp | — exp | — 1-
2rwoqog 2(0% + og) 20%0%(0% + ag)

— o0
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Summentransformation

Beweis (fortgefiihrt)

Fiir das verbleibende Integral zeigt man mithilfe der Integration durch Substitution, dass

(02 + 02)z1 — oy + p2o? — p102)? V2moio2
exp | — 29707 (o7 3 dx1 = .
e oyo3(oy +03) o2 + o2

Es ergibt sich also

_ 1 V2roio; (y — p1 — p2)?
py (y) = -

exp
2no102 /o2 2 2(02 + 02)
oy =+ o3 1 2

_emTien? (7 (y—p — u2)2>

2 2
Q/0f+o'§ 2<01+02)
1 exp (_ (y —p1 — u2)2>
2 2 .
\/27\"/0%4»0% 2(al+o'2)

(29)

(30)
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Summentransformation

Beweis (fortgefiihrt)

SchlieBlich folgt, dass
1

1
py (y) = exp (— (y = (n1 + #2))2)
Y A /27((0% + 03) 2(0‘% + Ug) (31)

2 2
= N(y; u1 + p2,07 +03)

Ein einfacheres Vorgehen ergibt sich vermutlich nach Fouriertransformation der WDF im Sinne der sogenannten
charakteristischen Funktion einer Zufallsvariable. In diesem Fall wiirde die Faltung der WDFen der Multiplikation der

charakteristischen Funktionen entsprechen.

O

Wahrscheinlichkeitstheorie und Fr istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 32



Vorbemerkungen
Transformationstheoreme

Standardtransformationen

® Summentransformation

® Mittelwerttransformation
® Z-Transformation

® y2-Transformation

® T-Transformation

® [-Transformation

Selbstkontrollfragen
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Mittelwerttransformation

Theorem (Stichprobenmittel von u.i.v. normalverteilten Zufallsvariablen)

Firi=1,...,n seien X; ~ N(u, 02) unabhangig und identisch normalverteilte Zufallsvariablen.
Dann gilt fiir das Stichprobenmittel X,, := 1 :11 X, , dass
—_ 172
Xn ~N | p,— |- (32)
n
Bemerkung

® Die Analyse von Erwartungswertschatzern ist ein wichtiger Anwendungsfall.

® Die Generalisierung der zentralen Grenzwertsatze sind wichtige Anwendungsfalle.
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Mittelwerttransformation

X ~N(2,4),i=1,...,10 Xn~N(2,4/10)
0.7 4 0.7 4
0.6 - 0.6 -
0.5 0.5
0.4 — 0.4
0.3 o 0.3 +
0.2 e 0.2
s r 7 =

0.1 TF‘H { FF 0.1
00 -~ \"ﬂ\ﬂ T T T “\M—’\ 1 00 = T T T T 1

-4 -2 0 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4 6 8 10

X Xn
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Mittelwerttransformation

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass mit dem Theorem zur Summe von unabhingig normalverteilten Zufallsvariablen gilt, dass X, = % Y mit

n
Y := E - Xi ~ N(np, no? ). Einsetzen in das univariate WDF Transformationstheorem fiir lineare Funktionen ergibt dann
i=

1
pg (n) = N (wn;w,nﬁ)
" [1/n]
n 1 5
- = (~ 5 (nen — n)?)
P 2no2
2tno
_ " ( 1 _ 2)
= exp | ———= (n&p — np)
Py 2no2
2tno
_1
=nn 2

1 (nzn)?  2(nEp)(np)  (nw)?
exp [ — _
2no2 2no2 2no2

3

=2 = 2

1 ne 2nxTp @ nu
=Vn———exp [ ——2% + ——nt 2
202 202 202

1 1 32 N 2 w2
—_— exp | — _
1/v/m /27“72 2(62/n)  2(c2/n) 2(02/n)
1 1
exp (—2< T wz)
\/27(c2/n) go/m

:N(in;u,oz/n)
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Vorbemerkungen
Transformationstheoreme

Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® Z-Transformation

® y2-Transformation

® T-Transformation

® [-Transformation

Selbstkontrollfragen
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Z-Transformation

Definition (Z-Zufallsvariable)

Z sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

1 1
p:R — Rso,2 — p(z) := o exp (75z2) . (34)

Dann sagen wir, dass Z einer Z-Verteilung (oder Standardnormalverteilung) unterliegt und nennen
Z eine Z-Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit Z ~ N (0, 1) ab. Die WDF einer Z-Zufallsvariable

bezeichnen wir mit

1 1,
N(z;0,1) := exp | —==2 . 35
(:30,1) = o= exp (- 35°) ()
Bemerkung
® FEine Z-Zufallsvariable ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit 4 := 0 und o2 := 1.
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Z-Transformation

N(z;0,1)
05 4
0.4 —
0.3 4
0.2 —
0.1+
0.0 T T T ]
-4 -2 0 2 4
z
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Z-Transformation

Theorem (Z-Transformation)
Es sei X ~ N(u,o?) eine normalverteilte Zufallsvariable. Dann ist die Zufallsvariable
X —
Z.=2—F (36)
o

eine Z-verteilte Zufallsvariable, es gilt also Z ~ N (0, 1).

Bemerkungen

® Z wird hier als (X — p)/o definiert. Dass ein solches Z aber eine Z-Zufallsvariable ist, muss bewiesen
werden und ergibt sich nicht einfach durch die Wahl des Bezeichners fiir (X — p) /o, welcher hier zufillig
auch Z lautet. In analoger Form gilt diese Bemerkung auch fiir alle weiteren betrachteten Transformationen.
® Die Z-Teststatistik und Z-Tests sind wichtige Anwendungsfalle.

Wahr
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Z-Transformation

0
X~N(2,3) Z=——~N(0.1)

0.4 0.4

0.2 — 0.2
0.1 — 0.1
0.0 —~ 0.0 —
X 4
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Z-Transformation

Beweis

Wir nutzen das univariate WDF Transformationstheorem fiir linear-affine Funktionen. Dazu halten wir zunichst fest,
dass die Z-Transformation einer Funktion der Form

T —p
C:R—> R,z ((z):= =:z (37)
o

entspricht. Wir stellen weiterhin fest, dass die Umkehrfunktion von ¢ durch
(_1:R~>R,z»—><_1(z)::o'z+,u, (38)

gegeben ist, da fiir alle z € R mit z = % gilt, dass

C71(2)=471(%)=M+u=x—u+u=x. (39)

o

SchlieBlich stellen wir fest, dass fiir die Ableitung ¢’ von ¢ gilt, dass

o (52) A (1)
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Z-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)

Einsetzen in das univariate WDF Transformationstheorem fiir lineare Funktionen ergibt dann
1
[1/0]

pz(z) = N (Geru;u,a?)

1 1 1 5
=——=——exp| -5 (cz+u—p)
1/Veo2 V2mo? ( 202 )

_ Vo? 1 22 (41)
= ——exp|——=0"2
V2mo2 202
1 1,
= exp —=Zz
vam 2
= N(z;0,1)

also, dass Z ~ N(0, 1). Z ist also eine Z-Zufallsvariable.
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Vorbemerkungen
Transformationstheoreme

Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® Z-Transformation

® y2-Transformation

® T-Transformation

® [-Transformation

Selbstkontrollfragen

Wahr heorie und Fr
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x2-Transformation

Definition (x2-Zufallsvariable)

U sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R~ und WDF

1 no_
p:Rso = Rso,u = p(u) i= ————Fu? L exp <77u> s (42)

wobei I" die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass U einer x2-Verteilung mit n Freiheits-
graden unterliegt und nennen U eine x2-Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden. Wir kiirzen dies mit

U ~ x2%(n) ab. Die WDF einer x2-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

1 1
x2(un) == ————uF Lexp (—7u) ) (43)
r(z)2% 2

Bemerkung

® Die WDF der x2-Verteilung entspricht der WDF G (u; 5, 2) einer Gammaverteilung.
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x2-Transformation

Xx%(u;n)

0.6

— = 1
0.5 n=2
0.4 n=3

— n=5
0.3

n=10
0.2
0-1 7 \
0.0 \ T T T \
2 4 6 8 10
u

Steigendes n verbreitert Xz(u; n) und verschiebt Masse zur gréBeren Werten.
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x2-Transformation

Theorem (x?-Transformation)

Z1,..., Zn ~ N(0,1) seien unabhingig und identisch verteilte Z-Zufallsvariablen. Dann ist die

Zufallsvariable
U:= E z?2 (44)
i=1

eine x 2-verteilte Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden, es gilt also U ~ Xz(n). Insbesondere gilt fiir
Z ~ N(0,1) und U := Z2, dass U ~ x2(1).

Bemerkungen

® Die T-Statistik und T-Tests sind wichtige Anwendungsfille.
® Die F-Statistik und Varianzanalysen sind wichtige Anwendungsfalle.

Wahr
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x2-Transformation

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Z~N(0,1)

y

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Wahr heorie und Fr

u=2"~x*)

1

|

6
X

"!'!"r‘m“, .

T 1
8 10
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x2-Transformation

Beweis

Wir zeigen das Theorem nur fiir den Fall n := 1 mithilfe des WDF Transformationstheorems fiir stiickweise
bijektive Abbildungen. Danach ist die WDF einer Zufallsvariable U := f(Z), welche aus der Transformation einer
Zufallsvariable Z mit WDF pz durch eine stiickweise bijektive Abbildung hervorgeht, gegeben durch

k
1 —1
py (u) = 1y, — 1, Pz (f,- (u)) . (45)
> TR
i=1
Wir definieren
Uy =] — o0, 0[,Us :=]0, oo[, und U; := R fiir i = 1,2, (46)
sowie
fi:Zi%b{i,zﬁf,;(z)::z2::uﬁ]ri:l,z (47)

Die Ableitung und die Umkehrfunktion der f; ergeben sich zu
fliZi = 2o, fl(z) = 2z firi = 1,2, (48)

und
St s U u e fU () = —Vaund £ s Us = Uz, u e £y (u) = Va, (49)

respektive.
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x2-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)

Einsetzen in Gleichung (45) ergibt dann

Pu (@) = 1y () —————pz (17 @) + 1ty ) — 2z (15 ()
TR If2(f2 T
N S L2
RVl Var p( )+ B v p( 20 ) 0
1

1 1 1 1 1
= — exp| ——u | + ——=——exp | ——u
2Vu V27 ( 2 > 2v/u V27 ( 2 )

Andererseits gilt, dass mit T (%) = /7, die PDF einer XQ-ZufaIIsvariabIe U mit n = 1 durch

1 1, 1 101 1
—u? exp| ——u ) = ——exp | ——u (51)
F(l> 2% 2 Vor Vu 2

2

gegeben ist. Also gilt, dass wenn Z ~ N (0, 1) ist, dannist U := Z2 ~ X2(1)_
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Vorbemerkungen
Transformationstheoreme

Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® Z-Transformation

® y2-Transformation

® T-Transformation

® [-Transformation

Selbstkontrollfragen

Wahr heorie und Fr
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T-Transformation

Definition (¢-Zufallsvariable)

T sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF

n+1 _ntl
F( 2 ) 2 2
p:R—=Rsg,t—p(t)i=——— |1 s

VT ()

wobei I die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass T' einer t-Verteilung mit n Freiheits-

(52)

graden unterliegt und nennen T eine t-Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden. Wir kiirzen dies mit
T ~ t(n) ab. Die WDF einer t-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

n+1
2

nt1 _
T(t;n) := M (1 + i) . (53)
varr (g) Ao
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T-Transformation

T(t;n)

0.2

0.1

0.0 T T

® Die Verteilung ist um 0 symmetrisch
® Steigendes n verschiebt Wahrscheinlichkeitsmasse aus den Ausldufen zum Zentrum.
® Abn = 30gilt T(t;n) = N(0,1).
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T-Transformation

Theorem (T-Transformation)

Z ~ N(0, 1) sei eine Z-Zufallsvariable, U ~ x?(n) sei eine x 2-Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden,
und Z und U seien unabhangige Zufallsvariablen. Dann ist die Zufallsvariable

7= _Z_ (54)
U/n

eine t-verteilte Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden, es gilt also T ~ t(n).

Bemerkungen

® Das Theorem geht auf Student (1908) zuriick.

® Das Theorem ist das zentrale Resultat der Frequentistischen Statistik.
® Zabell (2008) gibt hierzu einen historischen Uberblick.

® Die T-Statistik und T-Tests sind wichtige Anwendungsfille.

Wahr
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T-Transformation

Z~N(,2) U-x*@3) T=2zHUn
04 0.4 ’_I_‘
Al
0.3 0.3 } Y
T 1
02 02 | 0
/ '
0.1 0.1 11
00 00 IH\\\HH | I‘ﬂ\ml
-4 -2 0 2 4
z u t
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T-Transformation

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass die zweidimensionale WDF der gemeinsamen (unabhéngigen) Verteilung von Z und U

durch
(5ru) = — L) L a3 . (55)
rz,Uu(z, u) = exp | ——= —_—Fgu exp | ——u ).
V2r 2 F(%)2% 2

gegeben ist. Wir betrachten dann die multivariate vektorwertige Abbildung

I RZ - R2, (z,u) = f(z,u) := (56)

und benutzen das multivariate WDF Transformationstheorem fiir bijektive Abbildungen um die WDF von (¢, w)
herzuleiten. Dazu erinnern wir uns, dass wenn X ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit WDF px und Y := f(X)
fiir eine differenzierbare und bijektive Abbildung f : R"™ — R™ ist, die WDF des Zufallsvektors Y durch

px (71 w) (57)

1
py R = R>0,y = py (¥) 1= ——F——
75 (1) |

gegeben ist. Fiir die im vorliegenden Fall betrachtete Abbildung halten wir zunichst fest, dass

FliR? 5 R? (t,w) — fil(t,w) = (\/w/nt,w> . (58)
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)

Dies ergibt sich direkt aus

. \/u/nz

Y euw)) = ———,u | = | Y——,u | = (2, u) firalle (z,u) € R2. (59)
u/n u/n

Wir halten dann fest, dass die Determinante der Jacobi-Matrix von f an der Stelle (z, u) durch

; B z o 2z v\ —1/2

|77 (z,u)] = | 9% \ Vu/n ou \ u/n )| = — , (60)
3 te] "
oz ut

gegeben ist, sodass folgt, dass

1 (w>1/2
- (= . (61)
5 (Frew) 1\

Einsetzen in Gleichung (57) ergibt dann

w\ /2
pr,w(t, w) = (;) Pz, v (\/ w/nt,w) ; (62)
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)

Es folgt also

pr(t) = pr. w (t, w) dw

1 1w n _ 1
e (22w (<) w2 -
2

1
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)

Wir stellen dann fest, dass der Integrand auf der linken Seite der obigen Gleichung dem Kern einer Gamma WDF mit

Parametern @ = n;rl und B8 = 2t2 entspricht, wie man leicht einsieht:
n
1 w
I(w; a, B) = 7’(11&_16)([) -
L(a)Be B
n+1 2 1 nt+l w
=T | w; N = w 2 1 exp —
2 42 ntl 2
n (2l 2 1+t7—?
2 T2
n

F(%)( :

2
1+
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T-Transformation

Beweis (fortgefiihrt)
Es ergibt sich also

1 n+1 2
N o ows
V2T p(2)22 02

pr(t) = dw. (64)

L, —

2 2
0 1+ n
SchlieBlich stellen wir fest, dass der Integralterm in obiger Gleichung dem Normalisierungsterm einer Gamma WDF
entspricht. AbschlieBend ergibt sich also

n+1

" 1 1 F(n+1) 2 2 ()
pr(t) = = ———— — .
V2T p(n)a% a3 2 14+ 2

Die Verteilung von Z/4 / U/n hat also die WDF einer T-Zufallsvariable.
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Vorbemerkungen
Transformationstheoreme

Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® Z-Transformation

® y2-Transformation

® T-Transformation

® F-Transformation

Selbstkontrollfragen
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F-Transformation

Definition (f-Zufallsvariable)
F sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R~ und WDF
r(=5) £3
m4mn

r(#)r(3) (14+25)™

wobei I" die Gammafunktion bezeichne. Dann sagen wir, dass F' einer f-Verteilung mit n, m

pF3R‘>R>07f’_>pF(f) = m%n% (66)

Freiheitsgraden unterliegt und nennen F' eine f-Zufallsvariable mit n, m Freiheitsgraden. Wir kiirzen

dies mit F' ~ f(n, m) ab. Die WDF einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit

F(f;n,m) = m%n% a (w) f%*l
PH)T(E) (2

(67)

Wahr
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F-Transformation

F(f;n,m)
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F-Transformation

Theorem (F-Transformation)

V ~ x%(n) und W ~ x2(m) seien zwei unabhingige x2-Zufallfsvariablen mit n und m Freiheits-
graden, respektive. Dann ist die Zufallsvariable
V/n

F = e (68)

eine f-verteilte Zufallsvariable mit n, m Freiheitsgraden, es gilt also F' ~ f(n,m).

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis

® Das Theorem kann bewiesen werden, in dem man zunachst ein Transformationstheorem fiir Quotienten von
Zufallsvariablen mithilfe des multivariaten Transformationstheorems und Marginalisierung herleitet und dieses
Theorem dann auf die WDF von X2—vertei|ten ZVen anwendet. Dabei ist die Regel zur Integration durch

Substitution von zentraler Bedeutung.

Wahr
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F-Transformation

Vin
V ~ x%(5) W ~ x%(10) F=——~F(510)
0.20 0.20 0.8 Wim

Wahr
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Vorbemerkungen
Transformationstheoreme

Standardtransformationen

® Summentransformation
® Mittelwerttransformation
® Z-Transformation

® y2-Transformation

® T-Transformation

® F-Transformation

Selbstkontrollfragen

Wahr heorie und Fr
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Selbstkontrollfragen

10.

. Erlautern Sie den Begriff der Transformation einer Zufallsvariable.

. Erlautern Sie die zentrale Idee der Transformationstheoreme.

. Erlautern Sie die Bedeutung der Standardtransformationen fiir die Statistik.

. Geben Sie das Summentransformationstheorem wieder.

. Geben Sie das Mittelwerttransformationstheorem wieder.

. Geben Sie das Z-Transformationstheorem wieder.

. Geben Sie das x2-Transformationstheorem wieder.

. Beschreiben Sie die WDF der ¢-Verteilung in Abhangigkeit ihrer Freiheitsgrade.

. Geben Sie das T-Transformationstheorem wieder.

Geben Sie das F-Transformationstheorem wieder.
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(9) Grundbegriffe Frequentistischer Inferenz



Wabhrscheinlichkeitstheorie und Frequentistische Inferenz

Datum Einheit Thema
14.10.2021 Einfiihrung (1) Einfiihrung
21.10.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (2) Wahrscheinlichkeitsraume
28.10.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (3) Elementare Wahrscheinlichkeiten
04.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (4) Zufallsvariablen
11.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (5) Multivariate Verteilungen
18.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (6) Erwartungswert, Varianz, Kovarianz
25.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (7) Ungleichungen und Grenzwerte
02.12.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (8) Transformationen der Normalverteilung
09.12.2021 Frequentistische Inferenz (9) Grundbegriffe Frequentistischer Inferenz
16.12.2021 Frequentistische Inferenz (10) Parameterschitzung
Weihnachtspause
Frequentistische Inferenz (11) Konfidenzintervalle
13.01.2022 Frequentistische Inferenz (12) Hypothesentests
20.01.2022 Frequentistische Inferenz (13) Einstichproben-T-Tests
27.01.2022 Frequentistische Inferenz (14) Zweistichproben-T-Tests
31.01.2022 Klausur 16 - 17 Uhr, G44 - H6
Jul 2022 Klausurwiederholungstermin
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Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapieformen bei Depression

Online Psychotherapie Klassische Psychotherapie

Becks Depression Inventar (BDI) zur Depressionsdiagnostik
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Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapieformen bei Depression

Experimentelle Bedingung
(Gruppen von n = 50)

Psychotherapie

Klassisch Pre-BDI Post-BDI

Online Pre-BDI Post-BDI
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Einlesen des Datensatzes mit read.table()

fname = file.path(getwd(), "9_Daten", "psychotherapie_datensatz.csv")

D = read.table(fname,

Daten der ersten acht Proband:innen jeder Gruppe

wony

Bedingung Pre.BDI Post.BDI
1 Klassisch 17 9
2 Klassisch 20 14
3 Klassisch 16 13
4 Klassisch 18 12
5 Klassisch 21 12
6 Klassisch 17 14
7 Klassisch 17 12
8 Klassisch 17 9
51 Online 22 16
52 Online 19 15
53 Online 21 13
54 Online 18 15
55 Online 19 13
56 Online 17 16
57 Online 20 13
58 Online 19 16

Wahr
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Deskriptive Statistik

Die Mittelwerte und Standardabweichung
der Post-Pre.BDI Differenzen sind 2.89 + 1.67.
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Frequentistische Statistik

Wahrscheinlichkeitstheorie 54

Probabilistisches Modell 56

QAP),X:Q->R

Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wir lehnen die Nullhypothese keines Unterschiedes
zwischen den Therapiebedingungen ab (T = 2.7,p < 0.05).
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Bayesianische Statistik

Wabhrscheinlichkeitstheorie 54
Probabilistisches Modell 56
QA P),X:0->R

Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Unterschied der
Erwartungswertparameter ist groBer als 0.63.
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Maschinelles Lernen

Bedingung

Wir kénnen mit 87% Genauigkeit vorhersagen, ob
eine Proband:in eine Klassische oder Online Therapie durchlaufen hat.
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Kiinstliche Intelligenz

Bedingung

Mithilfe der Methoden des DEEP LEARNINGS kénnen
wir sehr genau vorhersagen, ob eine Proband:in eine
Klassische oder Online Therapie durchlaufen hat.
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Statistische Modelle

Statistiken und Schatzer

Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Selbstkontrollfragen
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Statistische Modelle

Statistiken und Schatzer

Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Selbstkontrollfragen
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Statistische Modelle

Definition (Statistisches Modell)
Ein statistisches Modell ist ein Tripel
M= (X, A, {Pg|6 € ©}) (1)

bestehend aus einem Stichprobenraum X, einer o-Algebra A auf X’ und einer mindestens zweiele-
mentigen Menge {Py|0 € ©} von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (X, .A), die mit einer Menge ©

indiziert sind.

Bemerkungen

® Im Gegensatz zum W-Raum betrachten wir zwei oder mehr W-MaBe.
® Das jeweils zugrundeliegende WahrscheinlichkeitsmaB ist mit 0 € © indiziert.
® Fiir Erwartungswerte und (Ko)Varianzen beziiglich Py schreiben wir Eg, Vg, Cq.
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Statistische Modelle

Definition (Parametrische, Standard- und Produktmodelle)

® Ein statistisches Modell M heiBt ein parametrisches Modell, wenn © C R fiir ein d € N ist.
Fiir d = 1 heiBt M ein einparametriges Modell.

® Ein statistisches Modell M heiBt ein diskretes Modell, wenn X diskret ist. Jedes Py besitzt
dann eine WMF py definiert durch py := Pg(x). Ein statistisches Modell M heiBt ein stetiges
Modell, wenn X C R™ ist und jedes Py eine WDF py besitzt.

® Fiir ein statistisches Modell Mg := (X, Ao, {P§]6 € ©}) und n > 1 heiBt das statistische
Modell M := (X, A, {Pg|0 € O}), fiir welches X := X[, Xy das n-fache kartesische
Produkt von Xy mit sich selbst ist, .A die entsprechende Produkt-o-Algebra ist, und {Py|0 € ©}
die entsprechende Menge an ProduktmaBen szl ]P’g ist, das zu M gehérige Produktmodell.

Wahr
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Statistische Modelle

Bemerkungen

® Der Vorgang des Beobachtens, der ein zufilliges Ergebnis liefert, wird mit Zufallsvektoren X, die Werte in
X annehmen, beschrieben. Im Kontext statistischer Modelle nennt man diese Zufallsvektoren Beobachtung,
Messung, oder Stichprobe. lhre Realisierungen = € X, also konkret vorliegende Datenwerte, werden Beobach-
tungswert, Messwert, Stichprobenwert oder Datensatz genannt.

® Produktmodelle modellieren die unabhingige Wiederholung eines Einzelexperiments. Der entsprechende Zu-
fallsvektor X := (X1, ...., Xy, ) entspricht dann einer Menge von unabhingigen Zufallsvariablen /vektoren
X1, Xpn ~ PO

® Wenn fiir ein Produktmodell die Menge X eindimensional ist, also z.B. Xy = R gilt, spricht man von einem
univariaten statistischen Modell. Wenn fiir ein Produktmodell die Menge Xy mehrdimensional ist, also z.B.
Xo = R"™,m > 1 ist, spricht man auch von multivariaten statistischen Modellen. Wir betrachten in diesem
Kurs nur univariate statistische Modelle.

Die am h3ufigsten angewendeten statistischen Modelle sind parametrische stetige Produktmodelle.

In einem konkreten Datenanalyseproblem nimmt man an, dass die beobachteten Stichprobenwerte x =
(1, ..., xy) der Stichprobe X = (X1, ..., Xy, ) durch PP5 generiert wurde, wobei 0 hier den wahren, aber
unbekannten, Parameterwert bezeichnet. Der wahre, aber unbekannten, Parameterwert 6 bleibt auch nach der
statistischen Analyse unbekannt.

® |n der mathematischen Analyse von Inferenzmethoden betrachtet man alle méglichen wahren, aber unbekannten,
Parameterwerte, schreibt also einfach {Pg|0 € ©}.
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Statistische Modelle

Beispiel (1)

Definition (Bernoullimodell)
Das univariate parametrische Produktmodell

M= (X, A {Pg|0 € O})

mit
X i={0,1}", A:=P ({0,1}") .0 := 1, © :=]0, 1],
also
{Pol6 € ©} == { [ [ Bemtmlis €lo, 11 ¢,
i=1
und damit

X1, ..., Xpn ~ Bern(u) mit p €]0, 1],
heiBt Bernoullimodell.

Bemerkung

® Das Bernoullimodell spielt in der statistischen Anwendung eine eher untegeordnete Rolle.

Wahr
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Statistische Modelle

Beispiel (2)

Definition (Normalverteilungsmodell)

Das univariate parametrische Produktmodell

M= (X, A, {Pg|0 € ©}) (6)

mit
X :=R", A:=BR"),0:= (u,5°),0 :=R x Ry, ©)

also
{Pal6 € 8} := ¢ [ N1 0"k, 0") € Rx Rso ¢, (8)

i=1
und damit

X1,y Xy ~ N(p,0%) mit (1, 0%) € R X Rsg (9)

heiBt Normalverteilungsmodell

Bemerkungen
® Das Normalverteilungsmodell ist Grundlage der allermeisten populdren statistischen Verfahren.

® Diese Verfahren werden im Allgemeinen Linearen Modell integrativ betrachtet.
® Das Modell ist grundlegend durch normalverteiltes Rauschen, nicht “normalverteilte Populationen,” motiviert.

Wahr
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Statistische Modelle

Statistiken und Schatzer

Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Selbstkontrollfragen
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Statistiken und Schéatzer

Definition (Statistik)

M = (X, A, {Py|0 € O}) sei ein statistisches Modell und (3, S) sei ein Messraum. Dann wird
eine Zufallsvariable

S: X% (10)

Statistik genannt.

Bemerkungen

® Beobachtungen und Statistiken werden durch Zufallsvariablen modelliert.
® Beobachtungen modellieren die stochastische Generation von Daten
® Statistiken modellieren von Datenanalyst:innen konstruierte Funktionen, die aufgrund von Beobachtungen

essentielle GréBen extrahieren, aus denen sich sinnvolle Schliisse ziehen lassen.

Wahr
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Statistiken und Schéatzer

Beispiele (Statistiken)

M sei das Normalverteilungsmodell. Dann sind zum Beispiel folgende Zufallsvariablen Statistiken:

® Das Stichprobenmittel

n
R i R" SR, X o Kn(X) = in,i, (1)
" i=1
® Die Stichprobenvarianz
n
52 :R™ = Rsg, X v S2(X) = ﬁ Z(Xi — X2, (12)
i=1

® Die Stichprobenstandardabweichung

Sp i R™ = Rsq, X — Sp(X) 1= /52, (13)
® Die T-Statistik _
b'e

T:R" - R, X — T(X) :ﬁ(?") . (14)
n

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 21




Statistiken und Schéatzer

Definition (Schatzer)

M = (X, A, {Pg|0 € B}), (Z,S) sei ein Messraum, und 7 : © — X sei eine Abbildung, die
jedem 6 € © eine KenngréBe 7(0) € X zuordnet. Eine Statistik

FiX oD (15)

heiBt dann ein Schéitzer fir 7.

Bemerkungen

® Typische Beispiele fiir 7 sind
o 7(0) := 0 fiir die Schatzung von 6,
o 7(0):=6; mith e R?,d > 1 fiir die Schitzung einer Komponente von 6,
o 7(0) := Eg(Xp) fiir die Schitzung des Erwartungswerts einer Beobachtung,

o 7(0) := Vg (Xp) fiir die Schatzung der Varianz einer Beobachtung.
® Schatzer nehmen Zahlwerte in 3 an und heiBen deshalb auch Punktschitzer.
® Nicht jeder Schatzer ist ein guter Schatzer, man definiert deshalb Schéatzgiitekriterien.

® Fiir # bei 7(6) := 6 schreibt man auch 6
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Statistiken und Schéatzer

Beispiele (Schatzer)
M sei das Normalverteilungsmodell.
® Dann ist zum Beispiel das Stichprobenmittel X,, : R™ — R ein Schatzer fiir
T:RXRso — R, (u,02) >—>T(u,<72) = . (16)
Ebenso ist X, ein Schitzer fiir
T:RXRso — R, (p,02) — T(u,o‘z) = ]E‘L,GQ(XO) = u. (17)
® Weiterhin ist die konstante Funktion
7 :R" 5 R,z 7(X) := 42 (18)

ein Schatzer fir
2 2
T:RXRso = Rso, (p,02) = 7(p,0%) :=0". (19)

Dass eine Funktion 7 : X — X ein Schétzer ist, heiBt nicht, dass sie ein guter Schatzer ist!

Giitekriterien fiir Schatzer sind der Inhalt von Vorlesungseinheit (10) Schatzereigenschaften.
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Statistische Modelle

Statistiken und Schatzer

Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Selbstkontrollfragen
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Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

(1) Parameterschatzung

Ziel der Parameterschatzung ist es, einen moglichst guten Tipp fir den wahren, aber unbekannten,
Parameterwert (oder eine Funktion dessen) abzugeben, typischerweise basierend auf der Beobachtung

einer Realisierung von X1, ..., X,, ~ pg.

(2) Konfidenzintervalle

Das Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der Verteilung méglicher
Parameterschatzwerte eine quantitative Aussage liber die mit dem Schatzwert assoziierte Unsicherheit
zu treffen.

(3) Hypothesentests

Das Ziel der Auswertung von Hypothesentests ist es, basierend auf der angenommenen Verteilung
der Beobachtungen X1, ..., X,, in einer mdglichst sinnvollen Form zu entscheiden, ob der wahre,
aber unbekannte Parameterwert, in einer von zwei s ich gegenseitig ausschlieBenden Untermengen
des Parameterraumes, welche man als Hypothesen bezeichnet, liegt.
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Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Wahrer, aber unbekannter,
Parameterwert

@
0

Py

—

heorie und Fre

Parameterschatzung o~06
@O
7 [¢]
Datensatz Konfidenzintervall ~ Py([6 +¢] 5 6)

X=Xy X)) — —e—Cf
(=23 0

Hypothesentest 0 €Oy vs. 6 €O,

0o 0

0

(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Standardannahmen frequentistischer Inferenz

M sei ein statistisches Modell mit X1, Xn ~ pg. Es wird angenommen, dass ein vorliegender Datensatz eine
der moglichen Realisierungen von X1, ..., X, ~ pg ist.

i

Aus frequentistischer Sicht kann man das Experiment unendlich oft wiederholen und zu jedem Datensatz Schatzer
oder Statistiken auswerten, z.B. das Stichprobenmittel:

Datensatz (1) : #(1) = (ac 1), 2 ..,xnl)) mit :Egll) = % Z;L:l acgl)
Datensatz (2) : (z 2 gl 2 .,zn2)) mit 32 = i ?:1 152)
Datensatz (3) : (z 3), (3) ,zﬁ?)) mit T ’( ) = % ::1 153)
Datensatz (1) : 24 = (2 2() . 2l) mit 2l = L3 o9

Datensatz (5) : z(® = .

Um die Qualitat statistischer Methoden zu beurteilen betrachtet die frequentistische Statistik deshalb die Wahrschein-

lichkeitsverteilungen von Schatzern und Statistiken unter Annahme von X1, ..., X, ~ pg. Was zum Beispiel ist
&) 2, 2P, &), ... also die Verteilung der Zufallsvariable Xy, := L S " L Xi?

die Verteilung von

Wenn eine statistische Methode im Sinne der frequentitischen Standardannahmen “gut” ist, dann heiBt das also, dass
sie bei haufiger Anwendung “im Mittel gut” ist.

Im Einzelfall, also im Normalfall nur eines vorliegenden Datensatzes, kann sie auch “schlecht” sein.
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Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapieformen bei Depression

Online Psychotherapie Klassische Psychotherapie

Becks Depression Inventar (BDI) zur Depressionsdiagnostik
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Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Evidenzbasierte Evaluation von Psychotherapieformen bei Depression

Experimentelle Bedingung
(Gruppen von n = 50)

Psychotherapie

Klassisch Pre-BDI Post-BDI

Online Pre-BDI Post-BDI
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Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Einlesen des Datensatzes mit read.table()

fname = file.path(getwd(), "9_Daten", "psychotherapie_datensatz.csv")

D = read.table(fname, PR

Daten der ersten acht Proband:innen jeder Gruppe

Bedingung Pre.BDI Post.BDI

1 Klassisch 17 9
2 Klassisch 20 14
3 Klassisch 16 13
4 Klassisch 18 12
5 Klassisch 21 12
6 Klassisch 17 14
7 Klassisch 17 12
8 Klassisch 17 9
51 Online 22 16
52 Online 19 15
53 Online 21 13
54 Online 18 15
55 Online 19 13
56 Online 17 16
57 Online 20 13
58 Online 19 16
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Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Standardanahmen der Frequentistischen Inferenz

Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen an, dass die BDI Werte Realisierungen von u.i.v.
Zufallsvariablen
Nigk ~ N (mijio®) vi= 125 =12,k = 1,.ims (20)

wobei ¢ € {1, 2} die experimentelle Bedingung (1 = Klassisch, 2 = Online), j € {1, 2} den Zeitpunkt der Messung
(1 = Pre, 1 = Post) und k € N; den Proband:innen Index in der iten experimentellen Bedingung bezeichnen
sollend Dies entspricht der Annahme, dass sich der BDI Wert einer Proband:in durch Addition einer normalverteilten
Fehlervariable mit Erwartungswertparameter O und Varianzparameter 2 zu den innerhalb einer Versuchsbedingung
und einer Messung identischen Wert 1;; ergibt.

Standardprobleme der Frequentistischen Inferenz

(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameterwerte (1;; und 027
(2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinn die mit diesen Tipps assoziierte Unsicherheit?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass gilt

(12 — p11) — (p21 — p22) # 0? (21)
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Statistische Modelle

Statistiken und Schatzer

Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren und erldutern Sie den Begriff des statistischen Modells.

2. Definieren und erliutern Sie den Begriff eine parametrischen statistischen Produktmodells.
3. Erlautern Sie den Unterschied zwischen univariaten und multivariaten statistischen Modellen.
4. Formulieren Sie das Bernoullimodel.

5. Formulieren Sie das Normalverteilungsmodell.

6. Definieren und erldutern Sie den Begriff der Statistik.

7. Definieren und erlautern Sie den Begriff des Schatzers.

8. Nennen und erlidutern Sie die Standardprobleme der frequentistischen Inferenz.

9. Erliutern Sie die Standardannahmen der frequentistischen Inferenz.
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(10) Parameterschatzung



Modell und Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Modell und Standardprobleme der Frequentistischen Inferenz

Welt

Wabhrer, aber unbekannter,

Datenwissenschaft
Parameterschatzung

O

£
Q
<

0

V.

B Py Datensatz Konfidenzintervall Po([0+¢]306)

@ — X=Xy Xn) — f A.—O]
0 ) 6+¢ )
Hypothesentest 6 €O, vs. O €O,

69 0,
(]
(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

(1) Parameterschatzung

Ziel der Parameterschatzung ist es, einen moglichst guten Tipp fir den wahren, aber unbekannten,
Parameterwert (oder eine Funktion dessen) abzugeben, typischerweise basierend auf der Beobachtung

einer Realisierung von X1, ..., X,, ~ pg.

(2) Konfidenzintervalle

Das Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der Verteilung méglicher
Parameterschatzwerte eine quantitative Aussage liber die mit dem Schatzwert assoziierte Unsicherheit
zu treffen.

(3) Hypothesentests

Das Ziel der Auswertung von Hypothesentests ist es, basierend auf der angenommenen Verteilung
der Beobachtungen X1, ..., X,, in einer mdglichst sinnvollen Form zu entscheiden, ob der wahre,
aber unbekannte Parameterwert, in einer von zwei s ich gegenseitig ausschlieBenden Untermengen
des Parameterraumes, welche man als Hypothesen bezeichnet, liegt.

Wahr
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Standardannahmen Frequentistischer Inferenz

M sei ein statistisches Modell mit X1, ..., X, ~ Py. Es wird angenommen, dass ein vorliegender Datensatz eine
der méglichen Realisierungen von X1, ..., X, ~ Pg ist. Aus frequentistischer Sicht kann man die Erhebung von

Datenséatzen unendlich oft wiederholen und zu jedem Datensatz Statistiken auswerten.

Datensatz (1) : =D = (z(ll), zgl), . szl)), Statistik (1): S : R™ — %, =z 5 (z<1))
Datensatz (2) : 2(2) = (ac?),xg), (2)) Statistik (2): S : R™ — %, +2) 5 (ac(2))
Datensatz (3) : =3 = (1(13), 1(23), 3)) Statistik (3): S : R" — %, z® s (z(d))
Datensatz (4) : =) = (x§4),xg4), ) Statistik (4): S : R™ — %, @ 5 (x<4))

Um die Qualitat statistischer Methoden zu beurteilen betrachtet die frequentistische Statistik deshalb die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Statistiken und Schatzern unter der Annahme von X1, ..., X, ~ pyg.

Wenn eine statistische Methode im Sinne der frequentitischen Standardannahmen “gut” ist, dann heiBt das also,
dass sie bei haufiger Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im realen Normalfall nur eines vorliegenden

Datensatzes, kann sie auch “schlecht” sein.
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Modell und Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Modell und Standardprobleme der Frequentistischen Inferenz

Welt Datenwissenschaft
Parameterschatzung 0~0
O
/ ] 0
Wahrer, ab bekannter,
@ — X=Xy, ., Xn)
0 0

(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Grundbegriffe

Maximum-Likelihood Schatzer
Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben
Asymptotische Schétzereigenschaften
Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schatzern

Selbstkontrollfragen
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Grundbegriffe

Maximum-Likelihood Schatzer
Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben
Asymptotische Schétzereigenschaften
Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schatzern

Selbstkontrollfragen
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Grundbegriffe

Definition (Parameterpunktschatzer)

M = (X, A, {Pg|0 € ©}) sei ein statistisches Modell, (6, S) sei ein Messraum, und 0 : X — ©
sei ein Abbildung. Dann nennen wir 0 einen Parameterpunktschitzer fiir .

Bemerkungen

® Parameterpunktschatzer nennt man auch einfach Parameterschétzer.
® Parameterpunktschatzer sind Schatzer mit 7 := idg
® Parameterschitzer nehmen Zahlwerte in © an.

® Notationstechnisch wird oft nicht zwischen  und é(z) unterschieden.
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Grundbegriffe

Prinzipien zur Gewinnung von Parameterschatzern

Die Definition eines Parameterschatzers macht keine Aussage dariiber, wie man Parameterschatzer
findet. Zur Gewinnung von Parameterschitzern in statistischen Modellen haben sich deshalb ver-

schiedene Prinzipien etabliert. Populare Prinzipien zur Gewinnung von Parameterschatzern sind

® Momentenmethode (= est. 1890)
® Maximum-Likelihood Methode (= est. 1920)
® M-, Z-, W-Schéatzung (= est. 1960)

Perse garantiert keine der obengenannten Methoden, dass die mit ihrer Hilfe generierten Parameter-

schatzer in einem wohldefinierten Sinn gute Schatzer sind.

Die Eigenschaften von durch die Maximum-Likelihood Methode generierten Schitzern sind generell
wiinschenswert. Wir betrachten also in der Folge nur die Maximum-Likelihood Methode genauer.
Mithilfe der Maximum-Likelihood Methode generierte Parameterpunktschatzer nennen wir Maximum-
Likelihood (ML) Schétzer.
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Grundbegriffe

Maximum-Likelihood Schatzer
Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben
Asymptotische Schétzereigenschaften
Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schatzern

Selbstkontrollfragen
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Maximum-Likelihood Schatzer

Definition (Likelihood-Funktion und Log-Likelihood-Funktion)
M sei ein parametrisches statistisches Produktmodell mit WMF oder WDF pg, so dass X1, ..., X, ~
po. Dann ist die Likelihood Funktion definiert als
Ln:© — [0,00[,8 = Ln(8) ::Hpg(wi). 1)
i=1

und die Log-Likelihood-Funktion ist definiert als

£y :© = R,0— £,(0) :=1InL,(0). (2)

Bemerkungen

L, ist eine Funktion des Parameters eines statistischen Modells.

Werte von L, sind die gemeinsamen W-Massen bzw. W-Dichten von Daten 1, ..., zp,.
Generell gibt es keinen Grund anzunehmen, dass L,, iiber © zu 1 integriert.

Die Likelihood-Funktion ist also keine WMF oder WDF.

Die Log-Likelihood-Funktion ist die logarithmierte Likelihood-Funktion.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Definition (Maximum-Likelihood Schatzer)

M sei ein parametrisches statistisches Produktmodell mit Parameter 6 € ©. Ein Maximum-Likelihood
(ML) Schétzer von 0 ist definiert als

ét:“‘ X > 0,z — ézl"(z) := argmax L, () = argmax £, (0). 3)
6co 6co
Bemerkungen
® L,(0):= H:L:l po (x;) hdngt von 1, ..., xy, ab, also hdngt auch é’,\{”‘(ac) von x1, ..., Ty ab.
® Weil In monoton steigend ist, entspricht eine Maximumstelle von £,, einer Maximumstelle von L, .
® Das Arbeiten mit der Log-Likelihood-Funktion ist oft einfacher als mit der Likelihood Funktion.
.

Multiplikation von L, mit einer positive Konstante, die nicht von 0 abhangt, verdndert einen ML Schéatzer
nicht, konstante additive Terme in der Log-Likelihood kénnen also vernachlassigt werden.
® Maximum-Likelihood Schitzung ist ein Optimierungsproblem

Wahr
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Maximum-Likelihood Schatzer

Vorgehen zur Gewinnung von Maximum-Likelihood Schatzern

(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion.
(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen.

(3) Auflésen nach potentiellen Maximumstellen.
Dabei nutzt man typischerweise

® Methoden der analytische Optimierung in klassischen Beispielen und

® Methoden der numerische Optimierung im Anwendungskontext.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)
M sei das Bernoullimodell, also X1, ..., X,, ~ Bern(u).
(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion

Es gilt
" n n
Lu 110, 1[=10, 1[, g = L () = H pTi (1 — )T = i “ia- u)"’zizl @
i=1
Logarithmieren ergibt
n n

£ 40,15 Bopp o () =g Y witmn =) [ 0= | (5)

i=1 i=1
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)

(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen

Es gilt
n n
d d
—Lp(p) = — | Inp E zi +In(l—p) | n— E T
dup dp
i=1 i=1
n n
d d
:—lnp,g z;+ —In(l —p) | n— E z; (6)
dp dp
i= i=1
n n
DRyl EaDD
= — z; — n — x4
I Cl-p ’
i=1 i=1

Die sogenannte Maximum-Likelihood Gleichung ergibt sich in diesem Beispiel also zu

DD el EaD DR R g
- T; — — n — T =0.
it 1—pht

Wahr
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)
(3) Aufldsen nach potentiellen Maximumstellen

Es gilt

n

T
- Ti = T ML
N’;:’,IL 1—fin

i=1

n

1 1

ML ML

& fp (1= ) ﬂMLE Iiil_ﬂML
n n

i=

n n
~ML ~ML
=4 E Ty — fly, E Ty — nfl, + (8)
i=1 i
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Bernoullimodell)

ﬂw‘ = 71L Zn 1 x; ist also ein potentieller Maximum-Likelihood Schatzer von p. Dies kann durch Betrachten
i=
der zweiten Ableitung von £, verifiziert werden, worauf hier verzichtet werden soll.
n
1
~ML ~ML
fiy 2 {0,1}" = [0,1], 2 — f, (z) := - E z; 9)

ist also ein Maximum-Likelihood Schatzer von p im Bernoullimodell.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)
M sei das Normalverteilungsmodell, also X1, ..., X,, ~ N (;L, 02)

(1) Formulierung der Log-Likelihood-Funktion

Es gilt
n
Ly R X Rsg — Rso, (1, 02) — Ly (p, 02) = | | ;exp *L(Ii — )2
Va2no? 202
i=1
(10)
n
—(27702)_%0)( 7L (z; — )2
= Ll e i n
i=1
Logarithmieren ergibt
n
R xR 2 2,_ 1 n 2 1 2
n i RXRso =R, (n,0%) = lp(p,0°)=——In27r — —lno” — — (x; —p)°. (11)
2 2 202
i=1
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)
(2) Auswertung der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion und Nullsetzen

Es ergibt sich

n n

d B d s 1 .
() = —;;Zm—m e =y Emm )

i=1 i= i=1

Weiterhin ergibt sich

L tn(e?) = -2 Lo § (s — m)? E (2 — )
— o )y=———F%Ino® - — — T — x; — . 13
do2 " 2 do? 02 20‘2 i 202 20’4 iTH as)

i=1 =1

Die Maximum-Likelihood Gleichungen haben also die Form

AML
E (x4 =Ry ) =0
n
ot ) @i —w? =0
—— —— z;—p)? =
262M gpaMb
i=1

(14)
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)
(3) Auflédsen nach potentiellen Maximumstellen

Es ergibt sich
n

1
~ML ~ML
P = Ny & ey = " E Ti- (15)

_ n . . . S N . .
n~1t E 1 x; ein potentieller Maximum-Likelihood Schatzer von p. Einsetzen ergibt dann
i=

Also ist [LML =

weiterhin
n AML 2 _
oM T 4ML E (@i =y )" =0
267
i=1
AML 2
< 777,0 + E — =0 (16)
i=1
ML
< &i =
ML
A2 =n~t Z" i — ”%L)2 ist also potentieller Maximum-Likelihood Schatzer von 2.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Beispiel (Normalverteilungsmodell)

Beide potentiellen Maximum-Likelihood Schatzer kénnen durch Betrachten der zweiten Ableitung

von £,, verifiziert werden, worauf hier verzichtet werden soll.

Also sind
1
ﬂxL ‘R" - R,z — ﬂ:lL(x) = = E z; (17)
n
i=1
und
n
ML ML 1 2
&i :R™ = Rsq,z &i () := — E (zl - [L’:/LIL) . (18)
= n
i=1

~ML

2 im Normalverteilungsmodell. fi, ist identisch mit

die Maximum-Likelihood Schétzer von p und o

- ML
dem Stichprobenmittel X,,, 62 ist dagegen nicht identisch mit der Stichprobenvarianz Si.

n

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 22




Maximum-Likelihood Schatzer

Anwendungsbeispiel

Experimentelle Bedingung
(Gruppen von n = 50)

Klassisch Pre-BDI
Online Pre-BDI
Wahrscheinlichkeitstheorie und Fre

Psychotherapie

Post-BDI

# Post-BDI
(LN
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Maximum-Likelihood Schatzer

Anwendungsbeispiel
Standardanahmen der Frequentistischen Inferenz

Wir legen das Normalverteilungsmodell zugrunde, d.h. wir nehmen an, dass die BDI Werte Realisierungen von u.i.v.
Zufallsvariablen
2 . .
XijkwN(pq;j,o ),z=1,2,]=1,2,k=1,m,ni (19)

wobei ¢ € {1, 2} die experimentelle Bedingung (1 = Klassisch, 2 = Online), j € {1, 2} den Zeitpunkt der Messung
(1 = Pre, 1 = Post) und k € N; den Proband:innen Index in der iten experimentellen Bedingung bezeichnen
sollend Dies entspricht der Annahme, dass sich der BDI Wert einer Proband:in durch Addition einer normalverteilten
Fehlervariable mit Erwartungswertparameter O und Varianzparameter 2 zu den innerhalb einer Versuchsbedingung
und einer Messung identischen Wert 1 ; ergibt.

Standardprobleme der Frequentistischen Inferenz
(1) Was sind sinnvolle Tipps fiir die wahren, aber unbekannten, Parameterwerte pij und 27
(2) Wie hoch ist im frequentistischen Sinn die mit diesen Tipps assoziierte Unsicherheit?

(3) Entscheiden wir uns sinnvollerweise fiir die Hypothese, dass gilt

(p12 — p11) — (p21 — p22) # 0?7 (20)
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Maximum-Likelihood Schatzer

Anwendungsbeispiel

Wir beschranken uns hier zunachst auf die Pre.BDI Daten der Klassischen Bedingung, formal

X ~ N(p,0) mit Xg := Xqqg firk=1,...,nund g := pi7. (21)
# Einlesen und Auswahl der Daten
fname = file.path(getwd(), "10_Daten", "psychotherapie_datensatz.csv")
D = read.table(fname, sep = ",")
X = D$Pre.BDI[D$Bedingung == "Klassisch"] # 4 = 1 (Klassisch), j = 1 (Pre) Daten

# Mazimun-Likelihood Schitzung der Gruppen-speszifischen Eruartungswertparameter \mu_{11}

mu_hat_11 = mean(X) # mean(z) berechnet das Stichprobenmittel des Datensatzes
print (mu_hat_11) # Ausgabe
> [1] 18.2

# Mazimum-Likelihood Schitzung der Gruppen-spezifischen Varianzparameter \sigsqr_{ij}

n = length(X) # Anzahl der Datenpunkte

sigsqr_hat = ((n-1)/n)*var(X) # var(z) berechnet die Stichprobenvarianz des Datensatzes z
print(sigsqr_hat)

> [1] 3.43
Basierend auf dem Prinzip der Maximum-Likelihood Schatzung sind also

ML
Ae = 18.19, und 62, = 3.43 (22)

sinnvolle Tipps fiir p und o2 basierend auf den vorliegenden 50 Datenpunkten.
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Grundbegriffe

Maximum-Likelihood Schatzer
Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben
Asymptotische Schétzereigenschaften

Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schatzern

Selbstkontrollfragen
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Vorbemerkungen zu Frequentistischen Schatzereigenschaften

Wir gehen von einem statistischem parametrischem Produktmodell M := {X, A, {Pg|0 € ©O}} mit n-
dimensionalen Stichprobenraum (z.B. X := R™), d-dimensionalen Parameteraum © C R% und gegebener
WMF oder WDF pg fiir alle 0 € © aus. X1, ..., X5, ~ pg bezeichnet die zu M gehérende Stichprobe unabhangig
und identisch verteilter Zufallsvariablen, es gilt also Xg ~ pg und X; ~ pg firallei =1,...,n.

Fiir einen Messraum (X, S) sei 7 : X — X ein Schitzer von 7 : © — X. Wir betrachten Erwartungswerts-

Varianz-, und Standardabweichungsschatzer, also Schatzer fiir
T:0 = X, 60— 7(0) mit 7(0) :=Ep(Xq), 7(0) := Vg(Xp), und 7(8) := Sg(Xo) (23)
respektive, sowie Parameterschitzer, also Schatzer fiir
T:0 = X,7(0):= 0. (24)

In der Folge fiihren wir Frequentistische Schatzereigenschaften ein. Frequentistische Schatzereigenschaften betrachten
die Verteilung der Schatzwerte 7(z1, ..., Ty, ) in Abhingigkeit von der Verteilung der Stichprobenwerte x1, ..., Tn.
Weil die Stichprobenwerte zufillig sind, sind auch die Schatzwerte zufallig; ein Schatzer 7 ist also wie oben gesehen

eine Zufallsvariable.

Wir unterscheiden zwischen Schitzereigenschaften bei endlichen Stichproben, d.h. Eigenschaften von 7, fiir ein fixes
n € N (z.B. n = 12) und Asymptotischen Schitzereigenschaften, d.h. Eigenschaften von 7, fiir unendlich groB

werdende Stichproben mit n — oo.
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben

Ein Schatzer 7, heiBt erwartungstreu, wenn sein Erwartungswert dem wahren, aber unbekannten, Wert 7(0) fiir
alle 0 € © gleicht.

Die Varianz eines Schiatzers 7, ist die Varianz der Zufallsvariable 7, (X); der Standardfehler eines Schitzers 7, ist
die Standardabweichung der Zufallsvariable 7, (X).

Die Cramér-Rao-Ungleichung gibt eine untere Schranke fiir die Varianz erwartungstreuer Schitzer an. Ein erwar-
tungstreuer Schitzer mit Varianz gleich der in der Cramér-Rao-Ungleichung gegebenen unteren Schranke hat die

kleinstmogliche Varianz aller erwartungstreuen Schitzer und ist in diesem Sinne ein “optimaler” Schatzer.

Der mittlere quadratische Fehler von 7, ist der Erwartungswert der quadrierten Abweichung von 7, (X) von 7(6)
tiber Stichproben vom Umfang n.
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Erwartungstreue

Definition (Fehler, Systematischer Fehler, und Erwartungstreue)

X1, ..., Xn ~ pp sei eine Stichprobe und 7,, sei ein Schatzer fiir 7.

® Der Fehler von 7, ist definiert als
7n(X) —7(0). (25)
® Der systematische Fehler (Bias) von 7, ist definiert als
B(7n) 1= Eg(Frn (X)) — 7(6)- (26)
® 7, heiBt erwartungstreu (unbiased), wenn
B(7n) =0 & Eg(7n (X)) = 7(0) fir alle # € ©,n € N. (27)

Andernfalls heiBt 7,, verzerrt (biased).

Bemerkungen

® Der Fehler hingt von einer Realisation der Stichprobe ab.
® Der systematische Fehler ist der erwartete Fehler iiber viele Stichprobenrealisationen.

® Ein Parameterschitzer ist erwartungstreu, wenn Eg (0, (X)) = 6.

Wahr
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Erwartungstreue

Theorem (Erwartungstreue von Stichprobenmittel und Stichprobenvarianz)

X1,..., X, ~ pg sei die Stichprobe eines statistischen parametrischen Produktmodells M.

_ 1
Xp == E X; (28)
n
1=1

ist ein erwartungstreuer Schitzer des Erwartungswerts Eg (Xo).

® Das Stichprobenmittel

® Die Stichprobenvarianz

n—1

1 _
S2 .= E (Xs — Xn)? (29)
=1

ist ein erwartungstreuer Schatzer der Varianz Vg (X).
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Erwartungstreue

Beweis
Um die Notation zu vereinfachen, definieren wir E := Ey und V := V. Mit der Linearitdt von Erwartungswerten
ergibt sich dann

n n

— 1 - 1 1 1
B =B | =) X | ==Y B = =Y E(Xo) = -nE(Xo) =E(X0).
=1

i=1 i=1
Dies zeigt die Erwartungstreue des Stichprobenmittels als Schitzer des Erwartungswertes.

Um die Erwartungstreue der Stichprobenvarianz zu zeigen, halten wir zunachst fest, dass

n n n
- 1 1 1 1 V (Xo)
V(Xn)=V | — E Xi | == E V(X3) = — E V(Xo) = —nV(Xo) = —.
n n2 n2 n?2 n
i=1 i=1 i=1
gilt. Weiterhin halten wir ohne Beweis fest, dass
n n n
_ 2 _ 2 P — P
d (xi-®) =) (Kem e Ka) T =Y =0 (K- )
i=1 i=1 i=1
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Erwartungstreue

Es ergibt sich somit

=B [ D =0 = (X - 0
=1

D E (= w?) =k (%0 - 0?)

i=1
= nV(Xo) — nV(Xp)
=nV(Xp) — nm
n
=nV(Xo) — V(Xo)
= (n — HV(Xo)

SchlieBlich ergibt sich

E(S2) :E( (n — 1)52) - — (n = 1)¥(Xo) = V(Xo)

und damit die Erwartungstreue der Stichprobenvarianz als Schatzer der Varianz.

E ((n - 1)52) =

n—1 1
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Erwartungstreue

Theorem (Verzerrtheit der Stichprobenstandardabeweichung)

X1,..., X, ~ pg sei die Stichprobe eines statistischen parametrischen Produktmodells M. Dann
ist die Stichprobenstandardabweichung

Sy i=+/82 (30)

n

ein verzerrter Schatzer der Standardabweichung Sg (Xo).

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass /- eine strikt konkave Funktion und o2 > 0 ist. Dann aber gilt mit der Jensenschen
Ungleichung E(f (X)) < f(E(X)) fiir strikt konkave Funktionen, dass

E(S) =E (\/ 3721) < A/E(52) = 1/ Ve (Xo) = Se(X0)- (31)

O

Bemerkung

® Nichtlineare Transformationen von erwartungstreuen Schéatzern liefern oft verzerrte Schatzer.
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Schitzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Erwartungstreue

Simulation (X1, ..., X12 ~ N(u, 02

# Modell formulierung

mu S ot/

sigsqr = 2

n =12

ns = le4d

X_bar = rep(NaN,ns)
S_sqr = rep(NaN,ns)
S = rep(NaN,ns)

# Simulationsiterationen
for(s in 1:ns){

Ymitn =12, p=1.7, 62 =2, 0 & 1.41)

wahrer, aber unbekannter,
wahrer, aber unbekannter,
Stichprobengroesse n
Anzahl der Simulationen
Stichprobenmittelarray
Stichprobenvarianzarray
Stichprobenstandardabweichungarray

Erwartungswertparameter
Varianzparameter

OB OR R R R W

# Stichprobenrealisation von X_1,...,X {12}
x = rnorm(n,mu,sqrt(sigsqr))

# Erwartungswert-
X_bar[s] = mean(x)
S_sqr(ls] = var(x)
S[s] = sd(x)

}

# Erwartungswertschaetzung

E_hat_X_bar = cumsum(X_bar)/(1:ns)
E_hat_S_sqr = cumsum(S_sqr)/(1:ns)
E_hat_S = cumsum(S) /(1:ns)

Varianz-, Standardabweichungschaetzer

# Stichprobenmittel
# Stichprobenvarianz
# Stichprobenstandardabweichung

# \mathbb{E}(\bar{X}_n) Schaetzungen
# \mathbb{E}(S°2) Schaetzungen
# \mathbb{E}(S) Schaetzungen
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Schitzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Erwartungstreue

Simulation (X1, ..., X12 ~ N(u,02) mitn =12, p = 1.7, 62 = 2, 0 ~ 1.41)

2.4

2.2

2.0

1.8

1.6

1.4

— E(X)
— I%(SZ)

o

2000 4000 6000 8000 10000
Simulationen
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Varianz und Standardfehler

Definition (Varianz und Standardfehler)

X1, ..., Xpn ~ pg sei eine Stichprobe und 7,, sei ein Schatzer von 7.

® Die Varianz von 7,, ist definiert als
Vo(#n) i= Eo ((#n(X) = Eo(#a(X)))?) - (32)
® Der Standardfehler von 7,, ist definiert als

SE(#n) 1= v/ Vo (Fn) (33)

Bemerkungen

® Die Varianz eines Schatzers 7, ist die Varianz der Zufallsvariable 7, (X).

® Der Standardfehler eines Schitzers 7, ist die Standardabweichung von 7, (X).
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Varianz und Standardfehler

Theorem (Standardfehler des Stichprobenmittels)
X1, ..., Xp ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells N/ Dann ist
der Standardfehler des Stichprobenmittels gegeben durch
Sg(Xo)
N

Der Standardfehler des Stichprobenmittels heiBt auch Standardfehler des Mittelwertes.

SE(X,) = (34)

Beweis

Per definitionem und mit Vg (X,,) = Vg(X0)/n, ergibt sich

SE()_(H)zw/VB()_(n):q/%=%. (35)

Bemerkungen

® Der Standardfehler des Mittelwerts beschreibt die Variabilitat des Stichprobenmittels.
® Da Sy(X() unbekannt ist, ist auch SE(X,,) unbekannt.

® Ein verzerrter Schiatzer fiir den Standardfehler des Stichprobenmittels ist gegeben durch SE(X,,) = S—\/'_ni

Wahr
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Varianz und Standardfehler

Beispiel (Standardfehler des Bernoulli Parameter ML Schétzers)

Es sei X1,..., X,, ~ Bern(u) und /l’;i”‘ der ML Schatzer fir p. Dann ist

SE (i) =/ % (36)

Beweis
Es gilt
- ML -
s (1) = o () -
(37)
1 nu(l — p) w(l — )
— 1| = D> kD = = :
n2 n2 n
i=1

wobei die dritte Gleichung mit der Unabhéngigkeit der X;, i = 1, ..., n und die vierte Gleichung mit der Varianz V;L(Xo) =

Vu(X;) = pn(l — p), i =1, ..., n der Bernoulli Stichprobenvariablen folgt.

Bemerkung

. / aML (1 _ ML
® Ein Schitzer fiir den Standardfehler SE ([LML) ist SE (ﬁw—) = M
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Schitzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Varianz und Standardfehler

Simulation (X1, ..., X, ~ Bern(u) mit u = 0.4)

# Modellformulierung

mu =0.4 # wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
n_all = ¢(20,100,200) # Stichprobengrifien n

ns = led # Anzahl der Simulationen

mu_hat_ML = matrix(rep(NaN, length(n_all)#ns), # ML Schatzerarray

nrow = length(n_all))

# Stichprobengroesseniterationen
for(i in seq_along(n_all)){

# Simulationsiterationen
for(s in 1:ns){

x = rbinom(n_all[i],1,mu) # Stichprobenrealisation von X_1,...,X_n
mu_hat_ML[i,s] = mean(x) # Stichprobenmittel
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Varianz und Standardfehler

Simulation (X1, ..., X,, ~ Bern(p) mit p = 0.4)

n=20 n=100 n =200
2500 4 2500 2500
2000 o 2000 - 2000 |
1500 o 1500 | 1500
1000 o 1000 o 1000 o
500 500 500
0 T T T T 1 0 T T T T 1 o T T T T 1
0.0 02 04y 06 08 10 0.0 02 04 py 0.6 08 10 0.0 02 04wy 0.6 08 10
Hy Hy Hy

® Die Varianz bzw. der Standardfehler von [L';i”' hangen von n ab.

Wahr
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Cramér-Rao-Ungleichung

Vorbemerkungen zur Cramér-Rao-Ungleichung

Je kleiner die Varianz eines Schéatzers, desto besser. Weil aber Stichproben streuen, kann die Varianz

von erwartungstreuen Schatzern nicht beliebig klein sein.

Die Cramér-Rao-Ungleichung gibt eine untere Schranke fiir die Varianz erwartungstreuer Schatzer
an. Ein erwartungstreuer Schatzer mit Varianz gleich der in der Cramér-Rao-Ungleichung gegebenen
unteren Schranke hat die kleinstmégliche Varianz aller erwartungstreuer Schitzer und ist in diesem

Sinne “optimal.”

Die Cramér-Rao-Ungleichung basiert auf dem Begriff der Fisher-Information. Wir diskutieren deshalb
zunichst die Begriffe der Scorefunktion und der darauf basierenden Fisher-Information.

Die vorgestellten Resultate gelten im Allgemeinen nur unter eine Reihe von Annahmen, den soge-
nannten Fisher-Regularitatsbedingungen.
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Cramér-Rao-Ungleichung

Fisher-Regularitatsbedingungen

1. O ist ein offenes Intervall, d.h. 6 liegt nicht an einer Parameterraumgrenze.

2. Der Trager von py hangt nicht von 6 ab.

3. WMFs oder WDF mit unterschiedlichem 8 € © sind unterschiedlich.

4. Die Likelihood-Funktion ist zweimal stetig differenzierbar.

5. Integration und Differentiation diirfen vertauscht werden.

Wahr
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Schatzereigenschaften bei endlichen Stichproben | Cramér-Rao-Ungleichung

Definition (Scorefunktion und Fisher-Information)

X1,...,Xn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M mit
eindimensionalem Parameter 6 und /,, sei die zugehorige Log-Likelihood-Funktion.

® Die erste Ableitung der Log-Likelihood-Funktion £, wird Scorefunktion der Stichprobe
Xq, ..., X, genannt und mit
d
Sn(0) = ——£,(0). 38
(6) = =£a(6) (38)

bezeichnet. Fiir n = 1 schreiben wir S(6) := S1(0) und nennen S(0) Scorefunktion einer
Zufallsvariable.

® Die negative zweite Ableitung der Log-Likelihood-Funktion £,, wird Fisher-Information der
Stichprobe X1, ..., X,, genannt und mit
a2

INOES 207

£,,(0). (39)

bezeichnet. Fiir n = 1 schreiben wir I(0) := I1(6) und nennen I(0) die Fisher-Information
einer Zufallsvariable.

Wahr
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Definition (Erwartete und beobachtete Fisher-Information)

X1,...,Xn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M mit
eindimensionalem Parameter 60, ¢,, sei die zugehodrige Log-Likelihood-Funktion und é,’\fL sei ein
ML-Schétzer von 6.

® Die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe X1, ..., X,, ist definiert als

" d? N
ML) . @7 ML
In (gn ) T de2 n (9" ) ’ (40)
d.h. die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe X1, ..., X, ist die Fisher-Information
an der Stelle des ML-Schitzers Mt
® Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe X1, ..., X,, ist definiert als
Jn(0) :=Eg(I,(0)). (41)

Fiir n = 1 schreiben wir J(0) := J1(6) und nennen J(0) die erwartete Fisher-Information

einer Zufallsvariable.
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Theorem (Additivitat der Fisher-Information)

Xi1,...,X, ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M mit
eindimensionalem Parameter 0, ¢,, sei die zugehdrige Log-Likelihood-Funktion, und I,,(0) und
Jy, (0) seien die Fisher-Information und die erwartete Fisher-Information der Stichprobe X1, ..., X,
respektive. Dann gilt

I,(0) =nli(0) und J,(0) = nJy1(0). (42)

Bemerkungen
® Um I,(0) oder Jy, () zu berechnen, geniigt es also I(0) oder J(6) zu berechnen.

® Die Additivitit der beobachteten Fisher-Information ist in der Additiviat von I, (0) implizit.

® Fiir einen Beweis verweisen wir auf den Appendix.

Wahr
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Theorem (Erwartungswert und Varianz der Scorefunktion)
Der Erwartungswert der Scorefunktion einer Zufallsvariable ist

E¢(S(6)) = 0 (43)
und die Varianz der Scorefunktion einer Zufallsvariable ist

Vo(S(0)) = J(0)- (44)

Bemerkungen * Der Erwartungswert der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion ist Null. * Die erwartete Fisher-
Information ist gleich der Varianz der Scorefunktion. * Fiir einen Beweis verweisen wir auf den Appendix.

Wahr
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Beispiel (Scorefunktion und Fisher-Information fiir den Bernoulli Parameter)

Es sei X1, ..., Xy, ~ Bern(p) mit p €]0, 1[. Dann gilt:

® Die Scorefunktion der Stichprobe ist

n n
1 1
Sn )0, 1[= R, p — Sp(p) := — E T; — n— E z; | . (45)
1 —
w I3
i=1 i=1
® Die Fisher-Information der Stichprobe ist
x 1—x)2
In :]0,1[= R, p— In(p) := -t (46)
n 1—p
® Die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe ist
T (1—a)
I, :]0,1[— R, @M — 1, ([LXL) = s+ —— (a7)
LML 1 — pML
A Hn

® Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe ist
n

_ 48
(1 —p) 49

Tn 510, 1[= By o I (1) =

Fiir einen Beweis verweisen wir auf den Appendix.
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Beispiel (Erwartungswert-Parameter der Normalverteilung)

Essei X1,..., Xn ~ N(u,c2) und o2 als bekannt vorausgesetzt. Dann gilt:

® Die Scorefunktion der Stichprobe ist

"
1
Sp iR > R, Sp(p) i= —2§ (2 — ). (49)
o
i=1

® Die Fisher-Information der Stichprobe ist

n
In :R—>R,p— In(p) = —- (50)
o
® Die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe ist
~ML n
LMy = = (51)
[eg
® Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe ist
n
Jn R =R, p— Jp(p) = —- (52)
[eg

Fiir einen Beweis verweisen wir auf den Appendix.
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Beispiel (Varianz-Parameter der Normalverteilung)

Es sei X1,..., Xn ~ N(u,0?) und p als bekannt vorausgesetzt. Dann gilt:

® die Scorefunktion ist

. n 1
Sn iRsg = R,0% 5 Sp(0?) i= —— + — i —p)? 53
b0 R0 Su(0%) = o s > (@i = ) (3)
i=1
® die Fisher-Information der Stichprobe ist
n
1
I, :Rso - R, 0% — I,(c%) = — E (zi — p)? — = (54)
o6 204
i=1
® die beobachtete Fisher-Information der Stichprobe ist
L") = = (55)
260
® die erwartete Fisher-Information der Stichprobe ist
Jn :Rsg = R, 02 5 Jn(0?) i= ——. (56)
204

Fiir einen Beweis verweisen wir auf den Appendix.
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Theorem (Cramér-Rao-Ungleichung)

M sei ein parametrisches statistisches Model mit WMF oder WDF pg und 7, sei ein erwartungstreuer
Schatzer von 7(6). Dann gilt

2
Vot 2 LT o
o(Tn) > W (57)
Im Speziellen gilt fiir 7(#) := 6 und somit #, = #,, und (%7(9))2 =1, dass
Vo (6n) > L (58)
0(0n) 2 70

Die rechte Seite obiger Ungleichungen heiBt Cramér-Rao-Schranke.

Bemerkungen

® Die Varianz eines erwartungstreuen Schatzers 0 von 0 ist groBer oder gleich der reziproken erwarteten
Fisher-Information J(0).

® Wenn Vy(0y) = J(le) ist, ist die Varianz des Schatzers minimal.

Wahr
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Beweis

Wir halten zunéchst fest, dass fiir die Zufallsvariablen S(6) und 7, mit der Korrelationsungleichung und Vg (S(0)) =
J(0) gilt, dass

Co(Sn(0), #n)?
Vo (S(0))Vg(n) ~ (59)
X Co(S(0), 7n)?
< Vo (in) > W

Mit dem Translationstheorem fiir Kovarianzen, Eg (S(6)) = 0 und der Erwartungstreue von 7, ergibt sich dann

d
Co(5(0), 7n) = %T(f?) (60)
wie unten gezeigt wird. Also gilt
2
Vo (n) > ((ng‘r(Q)) 61
o(Tn) = T (61)

Es bleibt also zu zeigen, dass Cy (S (0), 7) = %7(9). Dies ergibt aber ergibt sich mit
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Cy(S(6), 7n) = Eg(S(0)n) — Eg(S(0)Eg(7n) = Eg(S(6)7n)

= / S(0) *n pg (x) dw

Il
&=
&~
=
>

3
3
8

d
— L(0) 7, da
de

da ) a d
= — [ "npg(z)de = —Eg(7n) = —7(0).
de de de
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Definition (Mittlerer quadratischer Fehler)

X1, ..., X ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M und 7,
ein Schatzer fiir 7. Dann ist der mittlere quadratischer Fehler (engl. mean squared error) von 7,
definiert als

MQF () i= Eo ((#n(X) = 7(6))%) . (63)
Bemerkungen

® Der MQF von #,, ist die erwartete quadrierte Abweichung von 7, (X) von 7(0).
® Die Varianz von 7, ist die erwartete quadrierte Abweichung von 7,, von Eg (7, (X)).
® Eg(7, (X)) kann mit 7(@) tibereinstimmen, muss es aber nicht.
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Theorem (Zerlegung des mittleren quadratischen Fehlers)

Xq,..., X, ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M, 7, sei
ein Schatzer fir 7, und MQF(7,,) sei der mittlere quadratische Fehler von 7,,. Dann gilt

MQF(#,) = B(#n)? + Vo (#s). (64)

Bemerkungen

® MQF = Bias? + Varianz.
® Der MQF kann als Bias-Variance Abwagungskriterium benutzt werden.
® Kleine Schatzerverzerrungen kénnen gegeniber einer groBen Schiatzervarianz praferiert werden.

Wahr
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Beweis
Zur Vereinfachung der Notation seien 7 := 7(0), #r, := 7, (X) und 7, 1= Eg (#n, (X)) zur Vereinfachung der Notation. Dann
gilt:
Eg ((m - T)z) = Eg (<+n — T+ o — 7)2)
N - 2 N = = - 2
=85 ((n = ™) + 26 = T) (70 = 1) + (70 — 1)?)
= 5o ((7n = 7)) + 28 ((7n — T)(7n — ™) + B (7 — D)?)
=Eg (({'n - %n)2) + 2Eg (fnTn — TnT — TnTn + TnT) + Eg ((?n - 7’)2)
_ o = 2 R - = 2
=5 ((7n = 7n)?) + 2 (Fa7n — 7ur) + B ((7n = 1)?)
=5 ((n = ™m)?) + 0+ g ((7n = 1)
=5 ((n = 1) + 29 ((7n — 70)?)

=g (@ (7n) = 1%) +Eg ((7n — Bg(7u))?)
= (Bg(+n) — 1% + Vg (+n)

=B(#)2 + Vg (n).
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Vorbemerkungen zu Asymptotischen Schatzereigenschaften

Dieser Abschnitt ist eine Kurzeinfithrung in die Asymptotische Statistik (AS).
Die AS befasst sich mit dem Verhalten von Statistiken bei groBen Stichproben.
Methoden der AS werden benutzt, um

® qualitative Schatzereigenschaften zu studieren und

® Schatzereigenschaften fiir groBe StichprobengréBen zu approximieren.
Moderne Stichproben sind lblicherweise groB.
Die Methoden der AS sind also praktisch einsetzbar und gerechtfertigt.

Vaart (1998) gibt eine ausfiihrliche Einfithrung in die AS.

Wahr
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Asymptotische Schatzereigenschaften

Ein Schatzer 7, fiir 7 heiBt asymptotisch erwartungstreu, wenn der Erwartungswert von 7, fiir
groBe StichprobengréBen n — oo gleich dem wahren, aber unbekannten, Wert 7(0) ist.

Ein Schatzer 7, fir 7 heiBt konsistent, wenn fiir groBe StichprobengréBen n — oo die Wahrschein-

lichkeit dafiir, dass 7, (X) vom wahren, aber unbekannten, Wert 7(6) abweicht beliebig klein wird.

Ein Schétzer 7,, fir 7 heiBt asymptotisch normalverteilt, wenn fiir groBe StichprobengréBen n — oo,
die Verteilung von 7, durch eine Normalverteilung gegeben ist.

Ein Schétzer 7, fiur 7 heiBt asymptotisch effizient, wenn fiir groBe StichprobengréBen n —

oo die Verteilung von 7, durch eine Normalverteilung mit Erwartungswertparameter 7(6) und
Varianzparameter gleich der Cramér-Rao-Schranke gegeben ist.
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Definition (Asymptotische Erwartungstreue)

X1,..., X, ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M und 7,

sei ein Schatzer fir 7. 7, heiBt asymptotisch erwartungstreu, wenn

lim Eg(#, (X)) = 7(0) fiir alle 0 € ©. (65)

Bemerkungen

® Asymptotisch erwartungstreue Schétzer sind fiir “unendlich groBe” Stichproben erwartungstreu.

® Erwartungstreue Schitzer sind immer auch asymptotisch erwartungstreu.
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Beispiel (Ein asymptotisch erwartungstreuer Schatzer)

Es sei M das Normalverteilungsmodell, also X1, ..., X, ~ N(p, 0'2) und
n
oML 1 N
G5 = — E (X1 — Xn) (66)
n
i=1

sei der ML Schitzer von o2, Mit der Erwartungstreue der Stichprobenvarianz ergibt sich dann

n
oML 1 _\2 1 2 n—1 ,
B, .2 |0 =E, 2 - (Xi - Xn) = ;[E,LYGQ (Xi - Xn) =—>

Also gilt E 521
so gilt H,UQ (Un

n — oo, so dass

ML
) # o2, é‘i ist also ein verzerrter Schitzer von 2. Allerdings gilt (n — 1)/n — 1 fiir

ML n—1 n—1
lim E o <&2 ) = lim o2 =062 lim o2 (67)
"o

n
n— oo n— oo n n— oo n
Im Limit groBer Stichprobenumfénge ist der ML Schatzer des Varianzparameters einer Normalverteilung also erwar-

tungstreu.
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Simulation X1, ..., Xn ~ N(p,02) mit p =1, 02 =2

# Modellformulierung

mu =1 # wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter
sigsqr =2 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

n = seq(1,100, by = 2) # Stichprobengroessen

ns = le3 # Anzahl Simulation pro Stichprobengroesse
sigsqr_ml = matrix( # \hat{\sigma 2} "{ML} Array

rep(NaN, length(n)*ns),
ncol = length(n))

# Stichprobengroesseniterationen
for(i in seq_along(n)){

# Simulationsiterationen
for(s in 1:ns){

# Stichprobenrealisation
x = rnorm(n[i], mu, sqrt(sigsqr))

# \hat{\sigma "2} {ML}
sigsqr_ml[s,i] = ((n[il-1)/n[il)*var(x)

¥

E_sigsqr_ml = colMeans(sigsqr_ml) # Erwartungswertschaetzung
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Simulation X1,..., X,y ~ N(p,02) mit p =1, 02 =2
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Definition (Konsistenz)

X1, ..., Xpn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M und 7,
sei ein Schatzer von 7. Eine Folge von Schitzern 71, 75, ... wird dann eine konsistente Folge von

Schitzern genannt, wenn fiir jedes € > 0 und jedes 6 € O gilt, dass
lim Py (|7, (X) — 7(0)| > €) =0.
n-—oo
Wenn 71, 72, ... eine konsistente Folge von Schatzern ist, dann heiBt 7,, konsistenter Schitzer.

Bemerkungen

Fiir n — oo wird die Wahrscheinlichkeit, dass 7, (X) beliebig nah bei 7(0) liegt, groB.
Fiir n — oo wird die Wahrscheinlichkeit, dass 7, (X)) von 7(0) abweicht, klein.

Diese Eigenschaften gelten fiir alle méglichen wahren, aber unbekannten, Parameterwerte.
Die Konvergenz ist Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Konsistenz von Schatzern kann direkt oder mit Kriterien nachgewiesen werden.
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Theorem (Mittlerer-Quadratischer-Fehler-Kriterium fiir Konsistenz)

X1, ..., Xpn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M und 7,

sei ein Schatzer von 7. Wenn lim,, _, .o MQF(7,) = 0 gilt, dann ist 7, ein konsistenter Schatzer.

Beweis

Mit der Chebychev-Ungleichung folgt, dass

Eg ((#n(X) = 7(6))?)

Py (|7 (X) — 7(0)] = €) < = (68)
Grenzwertbildung ergibt dann
1
lim Py (|7n(X) —7(0)| > €) < — lim Egy ((%n(X) — 7(9))2) . (69)
n— oo €2 n— oo

Wenn also limy, — o Eg ((%n(X) - 7-(6))2) = 0 gilt, dann gilt mit Py (|7, (X) — 7(0)| > €) > 0, dass

lim By (| (X) = 7(0)] 2 ¢) = 0. (70)

n—oo

Also ist 7, ein konsistenter Schatzer.

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 64



Asymptotische Schitzereigenschaften | Konsistenz

Theorem (Bias-Varianz-Kriterium fiir Konsistenz)

X1, ..., Xpn ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M und 7,

sei ein Schatzer von 7. Wenn

lim B(#,) =0und lim Vg(#,) =0 (71)

n— oo n— oo

gilt, dann ist 7,, ein konsistenter Schatzer

Beweis

Wenn n — oo, dann gilt B(7,) — 0, also auch B(i—n)2 — 0. Wenn fiir n — oo sowohl B(-i'n)2 — 0 als auch
Vo (7n) — 0, dann gilt auch limy, o MQF(én) = 0. Also gilt mit dem MQF-Kriterium, dass 7, konsistent ist.

Wahr
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Beispiel (Konsistenz des Stichprobenmittels)

Fir X1, ..., X, ~ N(p,o?) folgt die Konsistenz des Stichprobenmittels als Schatzer fir E(Xo)
aus dem Bias-Varianz-Kriterium durch

_ - 1
B(X,) =0und lim Vg4(X,)= lim —V(Xy)=0. (72)
n

n— oo n— oo
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Simulation X, bei X1,..., Xp ~ N(p,02) mit p=1, 02 =2

# Modellformulierung
1

mu = #w.a.u \mu Wert

sigsqr = 2 # w.a.u. \sigma"2 Wert

n = seq(1,1e3,by = 10) # Stichprobengroesse n

eps = c(0.15, 0.10, 0.05) # \epsilon Werte

ne = length(eps) # Anzahl \epsilon Werte

nn = length(n) # Anzahl Stichprobengroessen
ns = le3 # Anzahl Simulationen

E = array(rep(NaN,nn,ne,ns), # Ereignisindikatorarray

dim = c(nn,ne,ns))

# Simulation
for(e in seq_along(eps)){
for(i in seq_along(n)){
for(s in 1:ns){

\epsilon Iterationen
n Iterationen
Simulationsiterationen

*+ W W

# Stichprobenrealisationen

x = rnorm(n[il, mu, sqrt(sigsqr))

if (abs(mean(x) - mu) >= epsl[el){ # |X_bar - \mu)/ \ge \epsilon
Eli,e,s] = 1

} else { # |X_bar - \mu)/ < \epsilon
Eli,e,s] = 0

}

# Schaetzung von \mathbb{P}(/\hat{\taut_n(X)-\tau(\theta)/ \ge \epsilon)
P_hat = apply(E, c(1,2), mean)
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Simulation X,, bei X1,..., Xn ~ N(p,02) mit p=1, 02 =2
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Definition (Asymptotische Normalitét)

X1, ..., X, ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M und 6,,
sei ein Parameterschatzer fiir 6. Weiterhin sei 6 ~ N (u, 02) eine normalverteilte Zufallsvariable mit
Erwartungswertparameter 1 und Varianzparameter o2. Wenn 0, in Verteilung gegen 6 konvergiert,

dann heiBt 6, asymptotisch normalverteilt und wir schreiben

On ~ N(p,o?). (73)

Bemerkung

® Konvergenz in Verteilung heiBt lim,, — o0 Pn(én) = P(é).
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Definition (Asymptotische Effizienz)

X1,..., X, ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M und én
sei ein Parameterschatzer fiir 6. Weiterhin sei J,, (0) die erwartete Fisher-Information der Stichprobe
X1, ..., Xn. Wenn gilt, dass

0, XN (e, Jn(a)*l) , (74)

dann heiBt 6, asymptotisch effizient.

Bemerkungen

Asymptotische Effizienz impliziert asymptotische Normalitat.

Asymptotische Effizienz impliziert asymptotische Erwartungstreue.

Die Varianz der asymptotischen Verteilung heiBt asymptotische Varianz.

Die Varianz eines asymptotisch effizienten Schatzers ist gleich der Cramér-Rao-Schranke.

Der Begriff der Effizienz wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet.

Wahr
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Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schatzern

Theorem (Eigenschaften von ML Schatzern)

X1, ..., X ~ pg sei die Stichprobe eines parametrischen statistischen Produktmodells M und éxL
sei ein ML Schétzer fir 6. Dann gilt, dass GAZ'L

) nicht notwendigerweise erwartungstreu, aber

) konsistent,

(1

(2

(3) asymptotisch normalverteilt,

(4) asymptotisch erwartungstreu, und
5

) asymptotisch effizient ist.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf Held and Sabanés Bové (2014), Abschnitt 3.4
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Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schatzern

Simulation der asymptotische Effizienz des Bernoulli ML Parametschéatzers

® Essei Xq,..., X, ~ Bern(p).

® Der ML Schéatzer von p ist ﬁ';f" =1 "X,

n i=1
® Die erwartete Fisher-Information der Stichprobe X1, ..., X,, ist
n
Jn(p) = ———. (75)
(1 —p)
® Also gilt
1—
ﬂ?ﬁL <N (#-, %) . (76)
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Eigenschaften von Maximume-Likelihood Schatzern

Simulation der asymptotische Effizienz des Bernoulli ML Parametschatzers

# Modell formulierung

mu =0.4 # w.a.u. Parameterwert

n_all = c(lel,5el,1e2) # Stichprobengroesse n

ns = led # Anzahl der Simulationen

mu_hat_ML = matrix( # ML Schaetzerarray
rep(NaN,

length(n_all)*ns),
= length(n_all))

E

mu_hat_ML_r = le3 # ML Schaetzerraumaufloesung
mu_hat_ML_x = seq(0,1,len = mu_hat_ML_r) # ML Schaetzerraum
mu_hat_ML_p = matrix(rep(NaN, length(n_all)#*mu_hat_ML_r), # ML WDF Array

nrow = length(n_all))

# Stichprobengroesseniterationen
for(i in seq_along(n_all)){

# Simulationsiterationen

for(s in 1:ns){
x = rbinom(n_all[il,1,mu) # Stichprobenrealisation
mu_hat_ML[i,s] = mean(x) # ML Schaetzer

}

# WDF der asymptotischen Verteilung
mu_hat_ML_p[i,] = dnorm(mu_hat_ML_x, mu, sqrt(mu*(i-mu)/n_all[i]))
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Eigenschaften von Maximum-Likelihood Schatzern

Simulation der asymptotische Effizienz des Bernoulli ML Parametschatzers

n=10 n=50

n =100
10 10 10
Histogramm
8 8 8 N 9
6 6 6
4 H H 4 4
2 ﬂ ]_‘ 2 2
[l =]
o R — o T 1 o T T 1
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren und erldutern Sie den Begriff des Parameterpunktschatzers.
2. Definieren Sie die Begriffe der Likelihood-Funktion und der Log-Likelihood Funktion.
3. Definieren Sie den Begriff des Maximum-Likelihood Schatzers.
4. Erlautern Sie das Vorgehen zur ML Schatzung fiir ein parametrisches statistisches Produktmodell.
5. Geben Sie den ML Schatzer fiir den Parameter o des Bernoullimodells an.
6. Geben Sie den ML Schétzer fiir den Parameter 1 des Normalverteilungmodels an.
7. Geben Sie den ML Schitzer fiir den Parameter o2 des Normalverteilungmodels an.
8. eren und erlautern Sie den Begriff der Erwartungstreue eines Schatzers.
9. eren Sie die Begriffe der Varianz und des Standardfehlers eines Schatzers.

10. Definieren Sie den Begriff der Scorefunktion einer Stichprobe.

11. Definieren Sie den Begriff der Fisher-Information einer Stichprobe.

12. Definieren Sie den Begriff der erwarteten Fisher-Information einer Stichprobe.

13. Geben Sie das Theorem zur Cramér-Rao-Ungleichung wieder.

14. Erlautern Sie den Begriff der Cramér-Rao-Schranke.

15. Definieren Sie den Begriff des MQFs eines Schatzers.

16. Geben Sie das Theorem zur Zerlegung des MQFs wieder.

17. Erlautern Sie den Begriff des asymptotischen Erwartungstreue eines Schatzers

18. Erlautern Sie den Begriff der Konsistenz eines Schatzers.

19. Erldutern Sie den Begriff der asymptotischen Normalitit eines Schatzers.

20. Erliutern Sie den Begriff der asymptotischen Effizienz eines Schatzers.

21. Nennen Sie fiinf Eigenschaften eines ML Schatzers.
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Appendix

Beweis der Additivitat der Fisher-Information

Wir zeigen das Resultat fiir die erwartete Fisher-Information, das Resultat fir die Fisher-Information ist dann implizit.
Per definitionem und mit der Linearitit von Ableitungen und Erwartungswerte gilt

a2
JIn () :]Ee - [n(""))

n
—E 771,1 po ;)
6 202 II o(@;
i=1
=E Inpg(z;)
6 < e o (@
(77)
=E, Inpg(zq)
6 < e o(w1

@ 21(6
6 202 1(0)n
a2
=nEy [ ——=21(0
nEg ( 202 1( )))

= nJdn(6).
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Appendix

Beweis von Erwartungswert und Varianz der Scorefunktion

Wir betrachten nur den Fall, dass pg eine WDF ist und zeigen zunichst, dass Eg (S(0)) = 0 ist:

19(5(0) = [ SO)pg(x)dx

CLk”(‘*) (z)d
—5 (O)pg () d=

d
— In L(0)py () da
do

1

L(0)pg (x) d= (78)
L(0) a6

d
— L(0)pg(x) d=
pg(z) db

\\\\\\

d
—L(B) da

:—/pe(w)dwf—lfo.
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Appendix

Mit der Definition der Varianz folgt dann sofort, dass Vy (S(0)) = Eg (5(6)2) ist. Als nachstes zeigen wir, dass

J(0) = Ey (5(9)2) und deshalb V¢ (S(6)) = J(0) ist:

a2
J(0) = Eg (7 202 1nL(9))
Y
de  L(9)

2
. ( L L(0)L(6) — (%L(e)cﬁeue))

L(O)L(0)
2
B\ (o)
- _E By | ——2—
“\ e )T T ee (79)

2

d—22L(9) (%L(Q))

=— [ 4= et | 2L pp(a)da
L(0) (L(6))2

__ @ d rd L(6) ’ yd
=" pg () dx + o) 2 pg(z) dz
d2 d 2
— +/ (d—e 11,L(9)) po(z) do = Eg (s<9)2) .
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Appendix

Beweis der Scorefunktion und Fisher-Information fiir den Bernoulli Parameter

Die Scorefunktion wurde bereits im Kontext der Maximum-Likelihood-Schatzung von p hergeleitet. Wir betrachten
die Fisher-Information einer einzelnen Bernoulli Zufallsvariable X:

2

d
I(p) = —ﬁél(ﬂ)

2

= _m Inpy (z)

2

d
= ] (zlnp+ (1 —x)In(l — p))

d
=—-— (*(:rlnu-k(l—:r)ln(l—u))) (80)
dp

_ 4 <£+<1*x>>

dp \ p 1—pn
_ T 1—x)2
B R R
x +(1—m)2.
1—p
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Appendix

Damit ergibt sich die erwartete Fisher-Information der Zufallsvariable X als

J(p) = Eu(I(n))

X (1—-x)2
:]E;A, 74‘7
Iz 1—p

_ B0 | (1-Eu(X))?

2 1—p. (81)
1- )2
=%+M
I 1—p
_ 1
Top-p)

Mit der Additivitatseigenschaft der Fisher-Information und der Definition der beobachteten Fisher-Information ergibt

sich dann sofort
() nx+n(1—ac)2 a4 T () n 82)
= —+ — , und J, = —
n(p 2 R n (1 =
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Appendix

Beweis der Scorefunktion und Fisher-Information fiir den Erwartungswertparameter der Normalverteilung

Wir erinnern uns, dass die Log-Likelihood-Funktion der Stichprobe X1, ..., X,, ~ N(u, 02) bei bekanntem

Varianzparameter o2 durch
n
n n P 1 P
by :R—=>R,p—ly(p):=——In27r — —lno” — — (g — ). (83)
2 2 202
K

gegeben ist. Damit ergibt sich die Scorefunktion als

n
d 1
Sn(p) = —tn(p) = — E (zi — p) (84)
dp o
i=1
Die Fisher-Information der Stichprobe X1, ..., X,, ergibt sich als
n
) =t =~ L =5 LS z (35)
p)=——5ln(p) = ——58n(p) = —— — Ty —np | = —.
n a2 n dn n o2 dp i 2
=1

Die beobachtete Fisher-Information ist die Fisher-Information an der Stelle des Maximum-Likelihood-Schatzers ﬂML.

Die erwartete Fisher-Information schlieBlich ergibt sich als

o2

Tn () = Eu(In (1) = B, (%) == (86)
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Appendix

Beweis der Scorefunktion und Fisher-Information fiir den Varianzparameter der Normalverteilung

Wir erinnern uns, dass die Log-Likelihood-Funktion der Stichprobe X1, ..., X, ~ N(u, 02) bei bekanntem

Erwartungswert-Parameter p durch

2 2, n n 2
ln :Rsog > R, 0% — £y (%) =——In2r— —Ino? - — (z; — p)°. (87)
2 2 20’2
gegeben ist. Die Scorefunktion ergibt sich also als
n
d 1 2
Sn(o?) = 7‘671(‘7 )__7_‘_7 E (zi —p)*. (88)
202 204
i=1

Die Fisher-Information der Stichprobe X1, ..., X,, ergibt sich als

n

n 1 2

In(o? )——d—zsn(a ) Py (zi — 1)
i=1

(89)
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Appendix

ML
Die beobachtete Fisher-Information ist die Fisher-Information an der Stelle des Maximum-Likelihood-Schatzers &i
n 2
aMLy i (B — 1) n
In(an )_ 2 ML 3 B 2 ML 2
(s2) 2 (e3M)

1 n
- n 2 A 2
H (T ) 2 () g
n n
COREICEY
n
= 2
2 (&ﬁML)
n
T o2eaMLY
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Appendix

Die erwartete Fisher-Information ergibt

In(o?)

sich als

=E_2(In(c?))

= ]Eo_z
n
1
=— E 2
i=1
n
- 1N "2
o6
i=1
no? n
o6 204
n n
o4 204
n
204
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Datum Einheit Thema
14.10.2021 Einfiihrung (1) Einfiihrung
21.10.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (2) Wahrscheinlichkeitsraume
28.10.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (3) Elementare Wahrscheinlichkeiten
04.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (4) Zufallsvariablen
11.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (5) Multivariate Verteilungen
18.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (6) Erwartungswert, Varianz, Kovarianz
25.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (7) Ungleichungen und Grenzwerte
02.12.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (8) Transformationen der Normalverteilung
09.12.2021 Frequentistische Inferenz (9) Grundbegriffe Frequentistischer Inferenz
16.12.2021 Frequentistische Inferenz (10) Parameterschitzung

Weihnachtspause
13.01.2022 Frequentistische Inferenz (11) Konfidenzintervalle
20.01.2022 Frequentistische Inferenz (12) Hypothesentests | Frage-Antwort-Session
27.01.2022 Frequentistische Inferenz Frage-Antwort-Session
31.01.2022 Klausur 16 - 17 Uhr, G44 - H6
Jul 2022 Klausurwiederholungstermin

(12) Hypothesentests ist als Online Vorlesung verfiigbar, der Termin dient als Frage-Antwort-Session.

(13) Einstichproben-T-Tests ist als nicht klausurrelevante Online Vorlesung verfiigbar.

(14) Zweistichproben-T-Tests ist als nicht klausurrelevante Online Vorlesung verfiigbar.
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Modell und Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Modell und Standardprobleme der Frequentistischen Inferenz

Welt

Wabhrer, aber unbekannter,

Datenwissenschaft
Parameterschatzung

O

£
Q
<

0

V.

B Py Datensatz Konfidenzintervall Po([0+¢]306)

@ — X=Xy Xn) — f A.—O]
0 ) 6+¢ )
Hypothesentest 6 €O, vs. O €O,

69 0,
(]
(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

(1) Parameterschatzung

Ziel der Parameterschatzung ist es, einen moglichst guten Tipp fir den wahren, aber unbekannten,
Parameterwert (oder eine Funktion dessen) abzugeben, typischerweise basierend auf der Beobachtung

einer Realisierung von X1, ..., X,, ~ pg.

(2) Konfidenzintervalle

Das Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der Verteilung méglicher
Parameterschatzwerte eine quantitative Aussage liber die mit dem Schatzwert assoziierte Unsicherheit
zu treffen.

(3) Hypothesentests

Das Ziel der Auswertung von Hypothesentests ist es, basierend auf der angenommenen Verteilung
der Beobachtungen X1, ..., X,, in einer mdglichst sinnvollen Form zu entscheiden, ob der wahre,
aber unbekannte Parameterwert, in einer von zwei sich gegenseitig ausschlieBenden Untermengen des
Parameterraumes, welche man als Hypothesen bezeichnet, liegt.

Wahr
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Standardannahmen Frequentistischer Inferenz

M sei ein statistisches Modell mit X1, ..., X, ~ Py. Es wird angenommen, dass ein vorliegender Datensatz eine
der méglichen Realisierungen von X1, ..., X, ~ Pg ist. Aus frequentistischer Sicht kann man die Erhebung von

Datenséatzen unendlich oft wiederholen und zu jedem Datensatz Statistiken auswerten.

Datensatz (1) : =D = (z(ll), zgl), . szl)), Statistik (1): S : R™ — %, =z 5 (z<1))
Datensatz (2) : 2(2) = (ac?),xg), (2)) Statistik (2): S : R™ — %, +2) 5 (ac(2))
Datensatz (3) : =3 = (1(13), 1(23), 3)) Statistik (3): S : R" — %, z® s (z(d))
Datensatz (4) : =) = (x§4),xg4), ) Statistik (4): S : R™ — %, @ 5 (x<4))

Um die Qualitat statistischer Methoden zu beurteilen betrachtet die frequentistische Statistik deshalb die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Statistiken und Schatzern unter der Annahme von X1, ..., X, ~ pyg.

Wenn eine statistische Methode im Sinne der frequentitischen Standardannahmen “gut” ist, dann heiBt das also,
dass sie bei haufiger Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im realen Normalfall nur eines vorliegenden

Datensatzes, kann sie auch “schlecht” sein.
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Modell und Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Modell und Standardprobleme der Frequentistischen Inferenz

Welt Datenwissenschaft

Wabhrer, aber unbekannter,

SN ——s Py Datensatz Konfidenzintervall Po([0+¢]306)
O — X=Xy, Xp) —> — a0
0 c] 0+¢ ¢]

(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert
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Definition

Beispiele

Selbstkontrollfragen

Appendix

istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 8

Wahrscheinli itstheorie und Fr




Definition

Beispiele

Selbstkontrollfragen

Appendix
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Definition

Definition (6-Konfidenzintervall)

Es sei X = X1,..., X,, ~ pg eine Stichprobe, § €]0,1[, und G, (X) und G,(X) seien zwei
Statistiken. Dann ist ein 6-Konfidenzintervall ein Interval der Form K,, := [G.,, G,], so dass

Py (Kpn 2 0) =Py (Gu(X) <0< Go(X)) =6 fir alle 6 € © gilt. (1)
& heiBt das Konfidenzniveau oder die Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Konfidenzintervalls. Die
Statistiken G, (X) und G, (X) sind die unteren und oberen Grenzen des Konfidenzintervalls.
Bemerkungen

® § ist fest, nicht zufallig, und unbekannt.

® K, ist ein zufilliges Intervall, weil G, (X) und G, (X) Zufallsvariablen sind.

® K, 3> 0 bedeutet § € K, aber K, ist zufillig und steht deshalb vorn (cf. P(X = x)).
® Ein §-Konfidenzintervall iiberdeckt den wahren Wert 6 mit Wahrscheinlichkeit §.

® Oft wird § = 0.95 gewiahlt, also 95%-Konfidenzintervalle betrachtet.
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Definition

Zwei Interpretationen von §-Konfidenzintervallen

(1) Wird ein Zufallsvorgang unter gleichen Umstanden haufig wiederholt, so liberdeckt das zu-
gehorige J-Konfidenzintervall den wahren, aber unbekannten Parameterwert in § - 100% der
Falle. Technischer ausgedriickt, fiir unabhidngig gezogene Stichproben einer Verteilung mit
wahrem, aber unbekannten, Parameter 6 iberdeckt ein entsprechendes §- Konfidenzintervall 6
in 6 - 100% aller Falle.

(2) Man betrachte eine Folge von Zufallsvorgédngen mit wahren, aber unbekannten, Parametern
61,02, ... und stelle sich vor J-Konfidenzintervalle fiir eben jene von Folge von wahren, aber
unbekannten Parametern 01, 02, ... zu konstruieren. Dann {iberdecken & - 100% der Konfidenz-
intervalle den wahren, aber unbekannten, Wert 0;,7 = 1,2, ....
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Definition

Definition (Pivot)

Ein Pivot ist eine Funktion einer Stichprobe X1, ..., X,, (also eine Statistik) und eines wahren, aber
unbekannten, Parameters 0, deren Verteilung nicht von 0 abhangt.

Bemerkung

® Ein Pivot ist eine Statistik, die vom wahren, aber unbekannten Parameter 6 abhingt, deren
Verteilung aber nicht von vom wahren, aber unbekannten Parameter € abhangt. Mithilfe von

Pivots kann man Konfidenzintervalle fiir alle Werte von 6 konstruieren.

Wahr
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Definition

Allgemeine Konstruktion von Konfidenzintervallen

1
2

Definition des statistischen Modells

Definition der Konfidenzintervallstatistik

4

(1)
(2
(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik
(4) Etablierung der Konfidenzbedingung

(5)

5) Definition des Konfidenzintervalls
Beispiele

(1) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit bekannter Varianz
(2) Varianzparameter bei Normalverteilung

(3) Erwartungswertparamter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz
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Definition

Beispiele

Selbstkontrollfragen

Appendix
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Beispiele

Allgemeine Konstruktion von Konfidenzintervallen

Definition des statistischen Modells

Definition der Konfidenzintervallstatistik

(1)
(2
(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik
(4) Etablierung der Konfidenzbedingung

(5)

Definition des Konfidenzintervalls
Beispiele

(1) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit bekannter Varianz
(2) Varianzparameter bei Normalverteilung

(3) Erwartungswertparamter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz
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Beispiel (1) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit bekannter Varianz

(1) Definition des statistischen Modells

Es sei X1,..., X, ~ N(u,a2) eine Stichprobe, wobei . unbekannt sei und o2 > 0 bekannt sei.

Wir entwickeln ein d-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter .

(2) Definition der Statistik
Wir betrachten die Z-Konfidenzintervallstatistik
\/7 n
n /- — 1
Z = Y2 (X — p) mit X, 5= = E X;. )
o n
i=1

(3) Analyse der Verteilung der Statistik

Fiir die Z-Konfindenzintervallstatistik gilt Z ~ N(0, 1). Fiir einen Beweis verweisen wir auf den
Appendix. Die Z-Konfindenzintervallstatistik ist eine Funktion der Stichprobe X1, ..., X,, (via X’n)
und p, wahrend ihre Verteilung also nicht von p abhangt. Die Z-Konfindenzintervallstatistik ist
damit ein Pivot. Wir erinnern daran, dass wir die WDF einer Z-Zufallsvariable mit ¢, die KVF einer
Z-Zufallsvariable mit ® und die inverse KVF einer Z-Zufallsvariable mit ® ~! bezeichnen.

Wahr
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Beispiel (1) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit bekannter Varianz

(3) Analyse der Verteilung der Statistik (fortgefiihrt)

# Modellformulierung

mu = 10 w.a.u. Erwartungswertparameter
sigsqr = 4 # wahrer bekannter Varianzparameter
n =12 # Stichprobengroesse
ns = le4 # Anzahl Stichprobenrealisierungen
res = 1e3 # Ausgangsraumaufloesung
# analytische Definitionen und Resultate
x_i = seq(3,17,1en = res) # x_1 Raum
x_bar = seq(3,17,len = res) # z_bar Raum
z = seq(-4,4,len = res) # z Raum
= dnorm(x_i,mu,sqrt(sigsqr)) # x_1 WDF
= dnorm(x_bar,mu,sqrt(sigsqr/n)) # z_bar WDF
= dnorm(z,0,1) # z WDF
# Simulation
X_i = rep(NalN,ns) # X_i Array
X_bar = rep(NaN,ns) # \bar{X}_{12} Array
z = rep(NaN,ns) # Z Array
for(s in 1:ns){ # Simulationsiterationen
X = rnorm(n,mu,sqrt (sigsqr)) # Stichprobenrealisierung
X_i[s] X[1] # X 4
X_bar[s] = mean(X) # Stichprobenmittelrealisierung
# Z-Statistik Realisation
z[s] = sqrt(n)*((X_bar[s] - mu)/sqrt(sigsqr))

heorie und Fre
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Beispiel (1) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit bekannter Varianz

(3) Analyse der Verteilung der Statistik (fortgefiihrt)

Xi~N(10,4),i=1,.,12

0.7

0.6

05

0.4

03

0.2

0.1

0.0

Xy, ~ N(10,1/3)
fl

Wahr

heorie und Fr

Z~N(0,1)
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Beispiel (1) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit bekannter Varianz

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung

1-90 149
zy =@ " (7> und zg 1= & ! (%) 3)

Es gilt dann (1 + 6)/2 — (1 — §)/2 = & und zum Beispiel gilt fir § = 0.95, dass z; =
$71(0.025) = —1.96 und zo = ®71(0.975) = 1.96. Weiterhin gilt mit der Symmetrie von
N(0,1), dass z1 = —z2. Es gilt hier also per Definition P (—z2 < Z < 2z2) = 4.

Fiir 6 €]0, 1], seien

¢ (0]
04 — 1.0 —
(1+9)/2
0.8 —
03
0.6
0.2 —
5 04 —
0.1
0.2
1-3)/2 -z z
- A (1-0) 2 2
0.0 ? T + ] 0.0 18 T ¥ ]
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
z z
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Beispiel (1) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit bekannter Varianz

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)

Mit der Definition von z5 wie oben folgt dann aber
§=P(-22 < Z < z3)

= o
22 < —p < —Xn-‘rﬁzz) (4)

Wir kénnen nun das gesuchte Konfidenzintervall definieren.
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Beispiel (1) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit bekannter Varianz

(5) Definition des Konfidenzintervalls

Es sei X1,..., X, ~ N(p, 02) eine Stichprobe bei bekanntem Varianzparameter o2 und unbekann-
tem Erwartungswertparameter 1, es sei 8 €]0, 1[ und es sei z5 := ®~* (%) Definiere

— o = o
Ky = | Xpn — ﬁzévxn + ﬁzé . (5)

Dann gilt wie oben gezeigt, dass
P(K, 3 u) =34. (6)

Damit ist K,, ein §-Konfidenzintervall fiir 1. Man beachte, dass K, ein zufilliges Intervall ist, weil
X,, eine Zufallsvariable ist.

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 21




Beispiel (1) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit bekannter Varianz

(5) Definition des Konfidenzintervalls (fortgefiihrt)

Simulation

# Modellformulierung

mu s 2

sigsqr =1

sigma = sqrt(sigsqr)
n =12

delta = 0.95

phi_inv = gqnorm((1+delta)/2)

# Simulation

ns = le2
X_bar = rep(NaN,ns)
@ = matrix(rep(NaN,2*ns), ncol = 2)
for(i in 1:ns){
X = rnorm(n,mu,sigma)
X_bar[i] = mean(X)
Ccli,1] = X_bar[i] - (sigma/sqrt(n))*phi_inv
C[i,2] = X_bar[i] + (sigma/sqrt(n))*phi_inv
}

heorie und Fre

# w.a.u. Erwartungswertparameter
# w.a.u. Varianzparameter

# w.a.u. St.Abweichungsparameter
# Stichprobengroesse

# Konfidenzbedingung
#\Phi~{-1}((\delta + 1)/2)

# Anzahl Simulationen
# Stichprobenmittelarray
# Konfidenzintervallarray

# Stichprobenrealisierung
# Stichprobenmittel
# untere KI Grenze

# obere KI Grenze
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Simulationen
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Beispiele

Allgemeine Konstruktion von Konfidenzintervallen

Definition des statistischen Modells

Definition der Konfidenzintervallstatistik

(1)
(2
(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik
(4) Etablierung der Konfidenzbedingung

(5)

Definition des Konfidenzintervalls
Beispiele

(1) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit bekannter Varianz
(2) Varianzparameter bei Normalverteilung

(3) Erwartungswertparamter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz
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Beispiel (2) Varianzparameter bei Normalverteilung

(1) Definition des statistischen Modells

Es sei X1,..., X,, ~ N(pu, 02) eine Stichprobe mit unbekanntem Varianzparameter o2 > 0 und
bekanntem oder unbekanntem Erwartungswertparameter p. Wir entwickeln ein §-Konfidenzintervall

fiir den Varianzparameter o2.

(2) Definition der Statistik
Wir betrachten die U-Konfidenzintervallstatistik
on=1_5 o 1 = \2
U=~ S, mit 5, = E (Xi— %) @)

n—1
i=1

(3) Analyse der Verteilung der Statistik

Fiir die U-Konfidenzintervallstatistik gilt U ~ x2(n — 1). Fiir einen Beweis dieser Tatsache
verweisen wir auf Casella and Berger (2012), Abschnitt 5.3. Die U-Konfidenzintervallstatistik ist
2 abhingt. Die
U-Konfidenzintervallstatistik ist also ein Pivot. Wir erinnern daran, dass wir WDF einer X2—verteilten

eine Funktion von X1, ..., X,, (via Si) und o2, wahrend ihre Verteilung nicht von o

Zufallvariable mit x 2, die KVF einer x2-verteilten Zufallvariable mit = und die inverse KVF einer

x2-verteilten Zufallvariable mit 2~ bezeichnen.
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Beispiel (2) Varianzparameter bei Normalverteilung

(3) Analyse der Verteilung der Statistik (fortgefiihrt)

# Modellformulierung

mu =10
sigsqr = 4
n =12
ns = led
res = 1le3

# analytische Definitionen und Resultate

x_i = seq(3,17,len = res)

x_bar = seq(3,17,len = res)

u = seq(0,30,len = res)

p_x_i = dnorm(x_i,mu,sqrt(sigsqr))
p_x_bar = dnorm(x_bar,mu,sqrt(sigsqr/n))
p_u = dchisq(u,n-1)

# Simulation

X_i = rep(NaN,ns)

X_bar = rep(NaN,ns)

S_sqr = rep(NaN,ns)

U = rep(Nal,ns)

for(s in 1:ns){
X = rnorm(n,mu,sqrt (sigsqr))
X_ils] X[1]
X_bar[s] = mean(X)
S_sqrls] = var(X)

# U-Statistik Realisiation
Uls] = ((n-1)/sigsqr)*S_sqr[s]

wahrer Eruartungswertparameter
wahrer bekannter Varianzparameter
Stichprobengroesse

Anzahl Stichprobenrealisierungen
Ausgangsraunaufloesung

LR

z_1 Raum
z_bar Raum

normalisierte S_n"2 Raum
z_1 WDF

z_bar WDF

u WDF

LR R

X_1 Array
\bar{X} Array
572 Array

U Array

LR

Simulationsiterationen
Stichprobenrealisierung

X
Stichprobenmittelrealisierung
Stichprobenvarianzrealisierung

LR
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Beispiel (2) Varianzparameter bei Normalverteilung

(3) Analyse der Verteilung der Statistik (fortgefiihrt)

Xi~N(10,4),i=1,..12

X12~ N(10,1/3)

05 0.8
0.4 06
03
0.4
0.2 =
- 5
0.1 7 1 02
il [
0.0 T ”ﬂ T T T [‘r? T 00 T T T
4 6 8 10 12 14 16 4 14 16
X
2 112
Si2 U NTSIZ
0.4 0.4
03 0.3
0.2 02
0.1 0.1 ‘Hﬁﬂﬁ‘_‘
00 _— 00 | Al | W‘mw -
5 10 15 20 25 30 0 10 15 20 25 30
sk u

Wahr

heorie und Fr
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Beispiel (2) Varianzparameter bei Normalverteilung

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung

Fiir 6 €]0, 1] seien

)

- 1446
;nfl) und &2 = =2 ! (%;nfl)

(®)

Es gilt dann (1 + §)/2 — (1 — §)/2 = § gilt und zum Beispiel gilt fiir n = 10 und 6 = 0.95,
—1 —1
& =22 (0.025;9) = 2.70 und &5 := =2

P& SU < &) =0.

0.10 4
0.08 —
0.06 —
0.04 —

0.02 —

25 30

(0.975;9) = 19.0. Es gilt hier also per Definition

1.0 &
a+3)2
0.8

0.6

0.4 4

0.2 4

(1-3)2 & &
0.0 T T T T T 1

Wahr

heorie und Fr

istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 28




Beispiel (2) Varianzparameter bei Normalverteilung

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)
Mit der Definition von &1 und &5 wie oben folgt dann aber

§=P(1 SU<€2)

:P<(n71)5i2022(n71)5i) 9
&1 &2
2 2
_p ((n - 1)s7 <o < (n — 1)sn))
&2 &1

:ﬂ»([(n—l)SZ’ <n—1>Si>} 302)
&2 31

Wir kénnen nun das gesuchte Konfidenzintervall definieren.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Fr istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 29



Beispiel (2) Varianzparameter bei Normalverteilung

(5) Definition des Konfidenzintervalls

Es sei X1,..., X, ~ N(pu, 02) eine Stichprobe mit unbekanntem Varianzparameter o2 und be-

kanntem oder unbekanntem Erwartungswertparamter p, und es seien weiterhin § €]0, 1], & :=
Z1 —1

=2 (1;—6, n— 1) und &o 1= B2 (1;—6, n— 1). Definiere

(n=1)S2 (n— 1>Si} , (10)

K, = |: s
&2 31

Dann gilt wie oben gezeigt
P(K, 3 ¢%) = 6. (11)

Damit ist K, ein -Konfidenzintervall fiir 2. Man beachte, dass K, ein zufalliges Intervall ist, weil

Si eine Zufallsvariable ist.
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Beispiel (2) Varianzparameter bei Normalverteilung

(5) Definition des Konfidenzintervalls (fortgefiihrt)

Simulation

# Modellformulierung

mu =2

sigsqr = 2

n = 12

delta =0.95

xi_1 = qchisq((1-delta)/2, n - 1)
xi_2 = qchisq((1+delta)/2, n - 1)

# Simulation

ns = le2
X_bar = rep(NaN,ns)
S2 = rep(NaN,ns)
C = matrix(rep(NaN,2*ns), ncol = 2)
for(i in 1:ns){
X = rnorm(n,mu,sqrt(sigsqr))
S2[i] = var(X)
Cli,1]1 = (n-1)*82[il/xi_2
Cli,2] = (n-1)*S2[il/xi_1
}

W OR W R W

oW OR R OE R R R W%

w.a.u. Erwartungswertparameter
w.a.u. Varianzparameter
Stichprobengroesse
Konfidenzbedingung
\Xi°2((1-\delta)/2; n - 1)
\Xi°2((1+\delta)/2; n - 1)

Anzahl Simulationen
Stichprobenmittelarray
Stichprobenvarianzarray
Konfidenzintervallarray
Simulationsiterationen
Stichprobenrealisierung
Stichprobenvarianz
untere KI Grenze

obere KI Grenze
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Beispiel (2) Varianzparameter bei Normalverte ilung

(5) Definition des Konfidenzintervalls (fortgefiihrt)

n=2,0°=2,n=12 5=0.95

Simulationen




Beispiele

Allgemeine Konstruktion von Konfidenzintervallen

1) Definition des statistischen Modells

2) Definition der Konfidenzintervallstatistik

4

(1)
(2
(3) Analyse der Verteilung der Konfidenzintervallstatistik
(4) Etablierung der Konfidenzbedingung

(5)

5) Definition des Konfidenzintervalls
Beispiele

(1) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit bekannter Varianz
(2) Varianzparameter bei Normalverteilung

(3) Erwartungswertparamter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz
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Beispiel (3) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz

(1) Definition des statistischen Modells

2 > 0 unbekannt seien. Wir

entwickeln ein -Konfidenzintervall fiir den Erwartungswertparameter p.

Es sei X1,...,Xn, ~ N(pu, (72) eine Stichprobe, wobei p und o

(2) Definition der Statistik

Wir betrachten die T-Konfidenzintervallstatistik

vn
Sn

- - 1 1 S
T := (X — p) mit X,, := — E X;und S,, := —" E (X, — Xn)2.  (12)
n n—

i=1 i=

(3) Analyse der Verteilung der Statistik

Fiir die T-Konfidenzintervallstatistik gilt ' ~ t(n — 1), die T-Konfidenzintervallstatistik ist also eine
t-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter n — 1. Fiir einen Beweis verweisen wir auf den
Appendix. Die T-Konfidenzintervallstatistik ist eine Funktion der Stichprobe X1, ..., X,, (via X,, und
Sp), wahrend ihre Verteilung also weder von 1 noch von o2 abhingt. Die T-Konfidenzintervallstatistik
ist also ein Pivot. Wir erinnern daran, dass wir die WDF einer t-verteilten Zufallvariable mit ¢, die
KVF einer t-verteilten Zufallvariable mit 1) und die inverse KVF einer t-verteilten Zufallvariable mit

™1 bezeichnen.
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Beispiel (3) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz

(3) Analyse der Verteilung der Statistik (fortgefiihrt)

# Modellformulierung

mu =10
sigsqr = 4
n = i
ns = led
res = 1le3

# analytische Definitionen und Resultate

# w.a.u. Erwartungswertparameter
wahrer bekannter Varianzparameter
Stichprobengroesse

Anzahl Stichprobenrealisierungen
Ausgangsraunaufloesung

3o R oW

x_i = seq(3,17,len = res) # z_1 Raum
x_bar = seq(3,17,len = res) # z_bar Raum
u = 5eq(0,30,1en = res) # normalisierte s_{12}"2 Raum
t = seq(-4,4,1en = res) # t Raum
p_x_i = dnorm(x_i,mu,sqrt(sigsqr)) # o1 WDF
p_x_bar = dnorm(x_bar,mu,sqrt(sigsqr/n)) # z_bar WDF
p_u = dchisq(u,n-1) # u WDF
Pt = dt(t,n-1) # t WDF
# Simulation
X_i = rep(NalN,ns) # X_1 Array
X_bar = rep(Nal,ns) # \bar{x} Array
U = rep(NaN,ns) # U Array
Tee = rep(NaN,ns) # T Array
for(s in 1:ns){ # Simulationsiterationen
X = rnorm(n,mu,sqrt (sigsqr)) # Stichprobenrealisierung
X_ils] = X[1] # X1
X_bar[s] = mean(X) # Stichprobenmittelrealisierung
Uls] = (n-1)/(sigsqr)*var (X) # U Statistik Realisierung
# T-Statistik Realisierung
Tee[s] = sqrt(n)*((X_bar[s] - mu)/sqrt(var(X)))
3
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Beispiel (3) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz

(3) Analyse der Verteilung der Statistik (fortgefiihrt)

05

0.4

03

0.2

0.1

0.0

Xi~N(10,4),i=1,...,12

X, ~N(10,1/3)

Wahr heorie und Fr
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Beispiel (3) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung

Fiir 6 €]0, 1] seien
1-96 146
ty =t ( 5 ;nfl) und tp =t (%;nfl) (13)

Es gilt dann (1 + §)/2 — (1 — §)/2 = § und zum Beispiel gilt fir n = 5 und § = 0.95,
t; = 1(0.025;4) = —2.57 und to = ¢~ 1(0.975;4) = 2.57. Weiterhin gilt mit der Symmetrie

von t(n — 1), t1 = —to. Es gilt hier also per Definition P (—to < T < t3) = 4.
t v
04 — 10 o
+3)2
08
03
06
02
5 04
01+ |
4 W 02
a2 | -y t
0.0 T T T ] 0.0 T3 T T ]
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
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Beispiel (3) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz

(4) Etablierung der Konfidenzbedingung (fortgefiihrt)
Mit der definition von t2 wie oben folgt dann aber

§ =P (—ta < T < ta)

=P (*tz < Sfﬂ()?n —p) < t2)

Sn

to < Xp — <—Snt
2 = (IS 2
vn " vn

(14)

Wir kénnen nun das gesuchte Konfidenzintervall definieren.
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Beispiele | Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz

(5) Definition des Konfidenzintervalls

Essei X1,..., X, ~ N(p,,a2) mit unbekannten Parametern p und o2, essei § €]0, 1[, und es sei
ts =t (%;n — 1). Definiere

- Sn - Sn
K, = |X, — —t5, X —ts | - 15
n [ n gt Xn + Nl (15)
Dann gilt wie oben gezeigt
P(K, D p) =34. (16)

Damit ist K,, ein d-Konfidenzintervall fiir ;1. Man beachte, dass K, ein zufalliges Intervall ist, weil
X,, und S,, Zufallsvariablen sind.

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 39




Beispiel (3) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz

(5) Definition des Konfidenzintervalls (fortgefiihrt)

Simulation

# Modell formulierung

mu =2

sigsqr =1

sigma = sqrt(sigsqr)
n = 12

delta = 0.95

psi_inv =

# Simulation

qt((1+delta)/2,n-1)

rep(NaN,ns)
rep(NaN,ns)
matrix(rep(NaN,2#*ns), ncol =

2)

rnorm(n,mu,sigma)

mean (X)

sd(X)

X_bar[i] - (S[il/sqrt(n))*psi_inv

ns = le2

X_bar =

s =

c =

for(i in 1:ns){
X =
X_bar[i] =
s[i] =
cli,1] =
cli,2] =

X_bar[i] + (S[i]/sqrt(n))*psi_inv

heorie und Fre

R OR R R W

W R W

W R W R

w.a.u. Erwartungswertparameter
Varianzparameter

w.a.u. St.Abweichungsparameter
Stichprobengroesse
Konfidenzbedingung
\psi~-1((\delta + 1)/2, n-1)

w.a.u.

Anzahl Simulationen
Stichprobenmittelarray
St.Abweichungsarray
Konfidenzintervallarray

Stichprobenrealisierung
Stichprobenmittel
Stichprobenstandardabweichung
untere KI Grenze

obere KI Grenze
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Simulation

Simulationen
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Beispiel (3) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz

(5) Definition des Konfidenzintervalls (fortgefiihrt)
Simulation der zweiten Interpretation eines Konfidenzintervalls

# Anzahl Simulationen mit \theta_1, \theta_2,...
ns = le2 # Anzahl Simulationen

# Modell formulierung

mu = 2 * seq(0,1,len = ns) # w.a.u. Erwartungswertparameter
sigsqr =1 # w.a.u. Varianzparameter

sigma = sqrt(sigsqr) # w.a.u. St.Abweichungsparameter
n =12 # Stichprobengroesse

delta = 0.95 # Konfidenzbedingung

psi_inv = qt((1+delta)/2,n-1) # \psi~-1((\delta + 1)/2, n-1)

# Simulation

X_bar = rep(NaN,ns) # Stichprobenmittelarray
S = rep(NaN,ns) # St.Abweichungsarray
© = matrix(rep(NaN,2*ns), ncol = 2) # Konfidenzintervallarray
for(i in 1:ns){
X = rnorm(n,mu[i],sigma) # Stichprobenrealisierung
X_bar[i] = mean(X) # Stichprobenmittel
S[i] = sd(X) # Stichprobenstandardabweichung
C[i,1] = X_bar[i]l - (S[il/sqrt(n))*psi_inv # untere KI Grenze
Cc[i,2] = X_bar[i] + (S[il/sqrt(n))*psi_inv # obere KI Grenze
¥
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Beispiel (3) Erwartungswertparameter bei Normalverteilung mit unbekannter Varianz

(5) Definition des Konfidenzintervalls (fortgefiihrt)

Simulation der zweiten Interpretation eines Konfidenzintervalls

p=2 6®°=2,n=12,5=0.95




Definition

Beispiele

Selbstkontrollfragen

Appendix
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Definition

Beispiele

Selbstkontrollfragen

Appendix
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren Sie den Begriff des §-Konfidenzintervalls (§-Kls).

2. Geben Sie zwei Interpretationen eines §-Kls.

3. Erlautern Sie die typischen Schritte zur Konstruktion eines §-Kls.

4. Definieren Sie die Z-Konfidenzintervallstatistik und geben Sie ihre Verteilung an.

5. Geben Sie das §-KI fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung bei bekannter Varianz an.
6. Definieren Sie die U-Statistik und geben Sie ihre Verteilung an.

7. Geben Sie das 0-KI fiir den Varianzparameter einer Normalverteilung an.

8. Definieren Sie die T-Konfidenzintervallstatistik und geben Sie ihre Verteilung an.

9. Geben Sie das -KI fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung bei unbekannter Varianz an.
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Definition

Beispiele

Selbstkontrollfragen

Appendix

Wahr heorie und Fr

istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 47




Appendix

Beweis der Verteilung der Z-Konfidenzintervallstatistik

Wir halten zunichst fest, dass mit der Mittelwertstransformation fiir unabhéngig und identisch normalverteilte
Zufallsvariablen gilt, dass X,, ~ N(u, %) (cf. (7) Transformationen der Normalverteilungen). Die Verteilung
der Z-Konfidenzintervallsstatistik folgt dann mit dem WDF Transformationstheorem bei linear-affinen Abbildungen
(cf. ibid.) durch Transformation von X, mit der Funktion

- ~ vn
FiR=R,Zn = f(Tn) = —Zn — 17
o
Fiir die WDF von Z gilt also
2
o o Vv o
pz(z) = —=N|— |2+ —n)ip —
z(2) 7 (\/E ( - M) Ho — )
o 1 1 o N Vn 2
= — exp | — — _
Vn -2 202 \Vn o s "
27— n
o n 1 1n o L 2 (18)
= — — exp| —=—— [ —= -
vn oo 27w 202 \ Vn pm
1 1,
= exp | ——=
V2m 2
= N(z;0,1)
O
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Appendix

Beweis der Verteilung der T'-Konfidenzintervallstatistik

Wir halten zunichst fest, dass

T:\/E(Xn*ll«):Xn*ll«_g\/ﬁ(xn*lt) 4(Xn—ﬂ) 4(5(71_#)

= = = 19

Sn Sn /v a Sn Sn /o 1 g2 (19)
-2 °n

An der rechten Seite obiger Gleichung sehen wir also, dass die T-Konfidenzintervallstatistik als Quotient der

Zufallsvariablen

@()‘(n — ) und s2 (20)

geschrieben werden kann. Dabei hat die Zufallsvariable im Zahler die Form der Z-Konfidenzintervallstatistik, kann

also als

gu‘fn —p) =z (21)

geschrieben werden. Die Zufallsvariable im Nenner dagegen hat die Form der Quadratwurzel einer mit n — 1
multiplizierten U-Konfidenzintervallstatistik, kann also als

Lgz = Porolee o 'y (22)
o2 no n—1 o2 no n—1

geschrieben werden.
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Appendix

Beweis der Verteilung der T-Konfidenzintervallstatistik (fortgefiihrt)

Insgesamt kann die T' Konfidenzintervallstatistik also als

z
T=—"_mitZ~N(O1) undU ~ x3(n—1) (23)
\/ n

geschrieben werden. Casella and Berger (2012) zeigen in Abschnitt 5.3, dass die Zufallsvariablen im Z&hler und

Nenner dieser Formulierung der T-Konfidenzintervallstatistik unabhangig sind.

Es ergibt sich also, dass die T-Konfidenzintervallstatistik als Quotient zweier unabhangiger Zufallsvariablen geschrieben
werden kann, wobei die Zahlerzufallsvariable eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist und die Nennerzufallsva-
riable die Quadratwurzel einer durch die Anzahl ihrer Freiheitsgrade geteilten Xz-verteilten Zufallsvariable ist.

Dann aber folgt mit dem T-Transformationstheorem (cf. (8) Transformationen der Normalverteilung), dass die
T-Konfidenzintervallstatistik eine t-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparameter entsprechend dem Freiheits-
gradparamter der X2—vertei|ten Zufallsvariable, hier also n — 1, ist. Es folgt demnach T" ~ t(n — 1).

O
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Modell und Standardprobleme Frequentistischer Inferenz
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Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

(1) Parameterschatzung

Ziel der Parameterschatzung ist es, einen moglichst guten Tipp fir den wahren, aber unbekannten,
Parameterwert (oder eine Funktion dessen) abzugeben, typischerweise basierend auf der Beobachtung

einer Realisierung von X1, ..., X,, ~ pg.

(2) Konfidenzintervalle

Das Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der Verteilung méglicher
Parameterschatzwerte eine quantitative Aussage liber die mit dem Schatzwert assoziierte Unsicherheit
zu treffen.

(3) Hypothesentests

Das Ziel der Auswertung von Hypothesentests ist es, basierend auf der angenommenen Verteilung
der Beobachtungen X1, ..., X,, in einer mdglichst sinnvollen Form zu entscheiden, ob der wahre,
aber unbekannte Parameterwert, in einer von zwei sich gegenseitig ausschlieBenden Untermengen des
Parameterraumes, welche man als Hypothesen bezeichnet, liegt.

Wahr
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Standardannahmen Frequentistischer Inferenz

M sei ein statistisches Modell mit X1, ..., X, ~ Py. Es wird angenommen, dass ein vorliegender Datensatz eine
der méglichen Realisierungen von X1, ..., X, ~ Pg ist. Aus frequentistischer Sicht kann man die Erhebung von

Datenséatzen unendlich oft wiederholen und zu jedem Datensatz Statistiken auswerten.

Datensatz (1) : =D = (z(ll), zgl), . szl)), Statistik (1): S : R™ — %, =z 5 (z<1))
Datensatz (2) : 2(2) = (ac?),xg), (2)) Statistik (2): S : R™ — %, +2) 5 (ac(2))
Datensatz (3) : =3 = (1(13), 1(23), 3)) Statistik (3): S : R" — %, z® s (z(d))
Datensatz (4) : =) = (x§4),xg4), ) Statistik (4): S : R™ — %, @ 5 (x<4))

Um die Qualitat statistischer Methoden zu beurteilen betrachtet die frequentistische Statistik deshalb die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Statistiken und Schatzern unter der Annahme von X1, ..., X, ~ pyg.

Wenn eine statistische Methode im Sinne der frequentitischen Standardannahmen “gut” ist, dann heiBt das also,
dass sie bei haufiger Anwendung “im Mittel gut” ist. Im Einzelfall, also im realen Normalfall nur eines vorliegenden

Datensatzes, kann sie auch “schlecht” sein.
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Modell und Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Modell und Standardprobleme der Frequentistischen Inferenz
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Vorbemerkungen

Grundlegende Definitionen

Z-Test

p-Werte

Konfidenzintervalle und Hypothesentests
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Vorbemerkungen
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Vorbemerkungen

Grundlegende Logik statistischer Hypothesentests

Man hat einen Datensatz 1, ..., z,, vorliegen und nimmt an, dass es sich dabei um die Realisation einer Stichprobe
handelt, zum Beispiel von X1, ..., Xy, ~ N(pu, 02).

Man berechnet basierend auf dem Datensatz eine Teststatistik, zum Beispiel das anhand der Stichprobenvarianz und

der StichprobengréBe normalisierte Stichprobenmittel \/nZy, /sy, .

Man fragt sich, wie wahrscheinlich es wire, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter der
Annahme eines Nullmodels zu observieren. Dabei meint man mit Nullmodell intuitiv ein Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungsmodell bei dem kein “interessanter Effekt” vorliegt, also zum Beispiel i = 0 gilt. Die Wahrscheinlichkeit ist wie
immer frequentistisch zu verstehen, d.h. als idealisierte relative Haufigkeit, wenn man viele Stichprobenrealisationen
des Nullmodels generieren wiirde.

Ist die betrachtete Wahrscheinlichkeit dafiir, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter
Annahme des Nullmodells zu observieren groB, so sagt man sich “Nunja, dann ist es wohl ganz plausibel, dass das
Nullmodel die Daten generiert hat.” Im Wissenschaftsjargon spricht man von einem “nicht-signifikanten Ergebnis.”

Ist die betrachtete Wahrscheinlichkeit dafiir, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter
Annahme des Nullmodells zu observieren dagegen klein, so sagt man sich “Aha, dann ist es wohl nicht so plausibel,
dass das Nullmodel die Daten generiert hat.” Im Wissenschaftsjargon spricht man von einem “signifikanten Ergebnis.”

Wie immer in der frequentistischen Statistik weiB man nach Durchfiihrung dieser Prozedur nicht, ob im vorliegenden
Fall nun wirklich das Nullmodel oder ein anderes Modell die Daten generiert hat, sondern man weiB nur, wie oft man
bei dieser Prozedur im Mittel richtig oder falsch liegen wiirde, wenn alle Annahmen zutrifen und man diese Prozedur
sehr oft wiederholen wiirde.
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Vorbemerkungen
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Grundlegende Definitionen

Definition (Statistische Hypothesen und Testszenario)

Xi1,...,Xn ~ pp sei eine Stichprobe mit WMF oder WDF pg, X sei der Ergebnisraum des
Zufallsvektors X := (X1, ..., X, ), und © sei der Parameterraum des zugrundeliegenden statistischen
Modells. Weiterhin sei {©¢, ©1} eine Partition des Parameterraumes, so dass © = 6y U ©1 und
©0 N ©1 =  gelten. Eine statistische Hypothese ist dann eine Aussage iiber den wahren, aber
unbekannten, Parameterwert 6 in Hinblick auf die Untermengen ©¢ und ©; des Parameterraums.

Speziell werden die Aussagen
® 0 € Og als Nullhypothese H
® 0 € O, als Alternativhypothese H,

bezeichnet. Die Einheit aus Stichprobe, Ergebnisraum, Parameterraum, und Hypothesen wird im

Folgenden als Testszenario bezeichnet.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Einfache und zusammengesetzte Hypothesen)

Fur statistische Hypothesen ©;,7 = 0, 1 gilt:
® Enthilt ©; nur ein einziges Element, so heiBt ©; einfach.

® Enthalt ©; mehr als ein Element, so heit ©; zusammengesetzt.

Bemerkungen

® Die Nullhypothese ©y = {0} ist ein Beispiel fiir eine einfache Hypothese.
® Bei einer einfachen Hypothese ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X genau festgelegt.
® Bei einer zusammengesetzten Hypothese ist nur die Verteilungsklasse von X festgelegt.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Einseitige und zweiseitige Hypothesen)

© := R sei ein eindimensionaler Parameterraum und 6 sei ein Element von ©. Dann werden
zusammengesetzte Nullhypothesen der Form

B9 =] — 00, ] oder O := [0y, oo (1)
einseitige Nullhypothesen genannt und auch in der Form
Hy : 0 < 0y oder Hg : 0 > 6 (2)
geschrieben. Die entsprechenden Alternativhypothesen haben dabei die Form
©1 :=]0p, o[ oder O1 :=] — 00, [ bzw. Hy : 6 > 6y oder Hy : 6 < 6. 3)
Bei einer einfachen Nullhypothese der Form
B¢ := {00} bzw. Hp : 6 = g (4)
wird die Alternativhypothese
01 := 0\ {00} bzw. Hy : 0 # 0y < O :=] — 00, 0p[ U ]6p, o[ (5)

zweiseitige Alternativhypothese genannt.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Test)
In einem Testszenario ist ein Test ¢ eine Abbildung aus dem Ergebnisraum X nach {0, 1},
é: X = {0,1}, 7 — p(x). (6)

Dabei reprasentiert
® ¢(xz) = 0 den Vorgang des Nichtablehnens der Nullhypothese.

® ¢(x) = 1 den Vorgang des Ablehnens der Nullhypothese.

Bemerkung

® Weil die Stichprobe X ein Zufallsvektor ist, ist ein Test ¢ eine Zufallsvariable.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Standardtest)
Ein Standardtest ist definiert durch die Verkettung einer Teststatistik
v:X >R @)

und einer Entscheidungsregel
6:R — {0,1}. (8)

Ein Standardtest kann also geschrieben werden als

¢p:=06o0v:X — {0,1}. (9)

Bemerkungen

® Weil die Stichprobe X ein Zufallsvektor ist, sind sowohl « als auch & Zufallsvariablen.
® Wir betrachten in der Folge nur Standardtests.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Kritischer Bereich)

Die Untermenge K des Ergebnisraums des Zufallsvektors X := (X1, ..., X,,), fiir die ein Test den
Wert 1 annimmt, heiBt kritischer Bereich des Tests,

K :={z € X|¢(z) =1} C X. (10)
Bemerkungen

® Die Ereignisse ¢(X) = 1 und X € K sind aquivalent.
® Die Ereignisse ¢(X) = 1 und X € K haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Ablehnungsbereich)

Die Untermenge A des Ergebnisraums einer Teststatistik, fiir die der Test den Wert 1 annimmt, heiBt
Ablehnungsbereich des Tests,

A:={v(z) € Rl¢(z) =1} CR. (11)
Bemerkungen

® Die Ereignisse ¢(X) = 1 und v(X) € A sind aquivalent.
® Die Ereignisse ¢(X) = 1 und v(X) € A haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.
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Grundlegende Definitionen

Definition (Kritischer Wert-basierte Tests)

Ein kritischer Wert-basierter Test ist ein Standardtest, bei dem die Entscheidungsregel § von einem
kritischen Wert k € R abhangt. Speziell ist

® cin einseitiger kritischer Wert-basierter Test von der Form

1 ~y(z) 2k
¢: X = {0,1}, 2z = ¢(x) := liy(a)>k} = (12)
0 ~(z)<k
® ein zweiseitiger kritischer Wert-basierter Test von der Form
L y(z)| >k
¢: X = {0,1},z = () := 1{|y(2)|>k) = (13)
0 |v(@)| <k

Bemerkung

® Wir betrachten in der Folge nur kritischer Wert-basierte Tests.

Wahr
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Grundlegende Definitionen

Definition (Richtige Testentscheidungen und Testfehler)

Das Nichtablehnen der Nullhypothese, wenn die Nullhypothese zutrifft werden, sowie das Ablehnen

der Nullhypothese, wenn die Nullhypothese nicht zutrifft, werden richtige Testentscheidungen genannt.

Es konnen weiterhin zwei Arten von Testfehlern auftreten: das Ablehnen der Nullhypothese, wenn
die Nullhypothese zutrifft, heiBt Typ | Fehler, das Nichtablehnen der Nullhypothese, wenn die

Alternativhypothese zutrifft, heiBt Typ /I Fehler.

Die untenstehende Graphik gibt eine Ubersicht.

Testentscheidung

o

9]

g dX) =0 P =1
(9]

©

Richtige

g 0 €0 Entscheidung Typ | Fehler
T

o

§ Richtige
£ 6 €0; Typ Il Fehler Entscheidung
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Grundlegende Definitionen

Definition (Testgiitefunktion)

Fiir einen Test ¢ ist die Testgiitefunktion definiert als
qe : © = [0,1],0 — q4(8) :=Pg(¢p = 1). (14)

Fiir 6 € ©1 heiBt g4 auch Powerfunktion oder Trennscharfefunktion.

Bemerkungen
® Py bezeichnet die Verteilung von ¢ unter der Annahme X1, ..., X,, ~ pg.
® Esgilt Po(p =1) =Pp(X € K) =Py(y € A)
® Fiir jedes 0 € O liefert g4 die Wahrscheinlichkeit, dass Hog durch ¢ abgelehnt wird.
® Bei Poweranalysen betrachtet man g4 als Funktion aller Testszenario und Testparameter.
® Andert sich ¢, z.B. weil sich der kritische Wert von ¢ andert, dann andert sich qs(0).
® |m Idealfall hatte man einen Test ¢ mit

46(0) =Py(¢ =1) = 0 fiir 0 € O und g,(0) = Pa(p=1) =1 fiar 6 € ©;.  (15)

® Die Testentscheidung eines solchen ¢ ware mit Wahrscheinlichkeit 1 richtig.

Wahr
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Grundlegende Definitionen

Intuition zur Testkonstruktion

Im Idealfall hatte man einen Test ¢ mit

4s(0) =Pg(¢p=1) =0 fiir 6 € Op und q,(0) =Py(¢p = 1) =1fiir 6 € ©1.  (16)

= Gut sind kleine Werte von g4 fiir @ € ©¢ und groBe Werte von g, fiir 0 € O1.
Generell gibt es Abhéngigkeiten zwischen den Werten von g, fiir 6 € ©¢ und 6 € O:

Sei zum Beispiel ¢, der Test definiert durch ¢, (X) := O fiir alle X € X, also der Test, der die Nullhypothese,
unabhéngig von den beobachteten Daten, niemals ablehnt. Fiir diesen Test gilt g4, () = O fir & € ©¢. Allerdings
gilt fiir diesen Test auch g4, (6) = 0 fir 6 € ©1.

Andersherum sei ¢, der Test definiert durch ¢}, (X)) := 1 fiir alle X € X, also ein Test, der die Nullhypothese,
unabhéngig von den beobachteten Daten, immer ablehnt. Fir diesen Test gilt d¢y, (6) = 1 fir 6 € ©1. Allerdings
gilt fiir diesen Test auch a4y, (0) =1 fir 6 € Op.

In der Konstruktion eines Tests muss also eine angemessene Balance zwischen kleinen Werten von

q4 fiir 6 € ©¢ und groBen Werten von g, fiir 6 € ©1 gefunden werden.
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Grundlegende Definitionen

Intuition zur Testkonstruktion

Die populérste Methode, eine Balance zwischen zwischen kleinen Werten von ¢ fiir 6 € ©¢ und
groBen Werten von ¢ fiir § € ©; zu finden, ist in einem ersten Schritt ein g € [0, 1] zu wahlen
und sicher zu stellen, dass

qd)(e) < ap fiir alle 6 € Og. (17)

Eine konventionelle Wahl fiir sein solches « ist zum Beispiel aig := 0.05.

Unter allen Tests und statistischen Modellen, die Ungleichung (17) erfiillen, wird man dann einen
Test oder ein statistisches Modell auswihlen, so dass g4 () fiir 6 € ©1 so groB wie méglich ist.

Dieses Vorgehen ist nicht alternativlos, man kann zum Beispiel auch lineare Kombinationen verschie-
dener Fehlerwahrscheinlichkeiten minimieren. Es ist aber das in der Anwendung populdrste Vorgehen.

Wir werden uns deshalb in der Folge auf dieses Vorgehen beschrénken.

Das beschriebene Vorgehen motiviert die folgenden Definitionen der Begriffe des Level-co-Tests, des
Signifikanzlevels g (oft auch als Signifikanzniveau bezeichnet) und des Testumfangs « (auch als
effektives Niveau bezeichnet).
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Grundlegende Definitionen

Definition (Level-a-Test, Signifikanzlevel o, Testumfang «)

gy sei die Testgiitefunktion eines Tests ¢ und es sei cg € [0, 1]. Dann heiBt ein Test ¢, fiir den gilt,

dass
46(8) < ao fir alle § € ©q (18)

ein Level-ag-Test und man sagt, dass der Test das Signifikanzlevel g hat. Die Zahl

o 1= max qe(6) € [0, 1] (19)
000

heiBt der Testumfang von ¢.
Bemerkungen

® « ist die groBtmogliche Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ | Fehler.
® Ein Test ist dann, und nur dann, ein Level-ap-Test, wenn a < «g gilt.

® Bei einer einfachen Nullhypothese gilt fiir den Testumfang, dass a = q4(00) = Pg, (¢ = 1).
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Grundlegende Definitionen

Typ | Fehlerwahrscheinlichkeit vs. Testumfang vs. Signifikanzlevel

Bei einfacher ©g ist der Testumfang gleich der Wahrscheinlichkeit eines Typ | Fehlers

o= max q4(0) = max qg(0) = q4(00) = Py (¢ = 1). (20)
0€0g 0e{00}

Bei zusammengesetzter ©( gibt es je nach Wert von 6§ € O verschiedene Wahrscheinlichkeiten fiir
einen Typ | Fehler. Die groBte dieser Wahrscheinlichkeiten ist der Testumfang

o := max ¢¢(f) = max P@(¢> =1). (21)
0c0) )

Ein Test hat Signifikanzlevel g, wenn der Testumfang kleiner oder gleich « ist.

a = max ¢4(0) < ao (22)
6e0q

Ein Test, bei dem das Signifikanzlevel groBer als der Testumfang ist, heiBt konsvervativ.

Ein Test, bei dem das Signifikanzlevel gleich dem Testumfang ist, heiBt exakt.
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Grundlegende Definitionen

Zur Wahl von Nullhypothese und Alternativhypothese

Das Vorgehen in der Testkonstruktion zunachst durch die Wahl eines Signifikanzniveaus den Testum-
fang zu begrenzen und erst in einem zweiten Schritt dafiir zu sorgen, dass die Wahrscheinlichkeit
von ¢ = 1 bei 0 € ©1 bei diesem Signifikanzniveau méglichst groB ist, induziert eine Asymmetrie in
der Behandlung von Null- und Alternativhypothese. Implizit wichtet man mit diesem Vorgehen Typ |
Fehler als schwerwiegender als Typ Il Fehler.

Dies wiederum impliziert eine mégliche Strategie zur Festlegung von Null- und Alternativhypothese:
Die Nullhypothese ist die Hypothese, hinsichtlich deren assoziierter Testentscheidung man eher keinen
Fehler machen méchte bzw. deren Fehlerwahrscheinlichkeit man primar kontrollieren méchte.

In der wissenschaftichen Anwendung ist es Standard, die falsche Konfirmation der eigenen Theorie
als einen schwerwiegenderen Fehler als die falsche Ablehnung der eigenen Theorie zu werten.

Die falsche Konfirmation der eigenen Theorie sollte also ein Typ | Fehler, das falsche Ablehnen der

eigenen Theorie ein Typ Il Fehler sein.

Damit die falsche Konfirmation der eigenen Theorie einen Typ | Fehler, also das Ablehnen von Hy
bei Zutreffen von Hg, darstellt, muss die eigene Theorie als Alternativhypothese aufgestellt werden.
Die Alternativhypothese falschlichweise Abzulehnen wird damit ein Typ Il Fehler.

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 25




Grundlegende Definitionen

Dirk Ostwalds Meinung zum Hypothesentesten in der Wissenschaft

Frequentistisches Hypothesentesten ist als Entscheidungsproblem ohne klar und explizit definierte
Entscheidungsnutzenfunktion formuliert und deshalb recht miihselig zu analysieren und zu studieren.
Es gibt sehr viel zuganglichere Theorien zu Entscheidungen unter Unsicherheit (vgl. Pratt, Raiffa,
and Schlaifer (1995), Puterman (2005), Ostwald, Starke, and Hertwig (2015), Horvath et al. (2021))

Oberflachlich betrachtet liefern Hypothesentests einfache binire Aussagen der Form “Die Hypothese
(Theorie) ist gegeben die Evidenz abzulehnen oder zu akzeptieren.” Solche Aussagen sind im
Entscheidungskontext hilfreich, denn es muss etwas passieren, also eine Entscheidung getroffen
werden. In der Wissenschaft, also der menschlichen Kommunikationsstruktur iiber die Beschaffenheit
der Welt, muss aber nichts final entschieden, sondern nur das MaB an Unsicherheit iiber den gerade
vorherrschenden Theoriestand quantifiziert und kommuniziert werden. Generell sollten Fragestellungen
der Grundlagenwissenschaften deshalb gerade nicht als Entscheidungsprobleme formuliert werden.

Trotz landlaufiger Meinung das Bayesianische Herangehensweisen wie Positive Predictive Values
oder Bayes Factors hier irgendwie besser sind, ist dem nicht so, so lange die mit einer gewissen
Modellpraferenz assoziierte Unsicherheit nicht klar mitkommuniziert wird.

Und trotz alledem ist frequentistisches Hypothesentesten in der Wissenschaftscommunity weiterhin
sehr populdr (wenn auch vermutlich nicht immer ganz verstanden) und sollte deshalb im Rahmen

eines wissenschaftlichen Studiums wie der Psychologie intellektuell durchdrungen werden.
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Vorbemerkungen

Grundlegende Definitionen

Z-Test

p-Werte

Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen

itstheori ie und Fr
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Z-Test

(1) Statistisches Modell, Hypothesen, Teststatistik, Test
(2) Analyse der Testgiitefunktion
(3) Testumfangkontrolle

(4) Analyse der Powerfunktion
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Z-Test (1) Statistisches Modell, Hypothesen, Teststatistik, Test

Statistisches Modell

X1,...; Xn ~ N(u,0?) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekanntem
Erwartungswertparameter ;. und bekanntem Varianzparameter 02 > 0. Der Parameter dieses

Modells ist & = p und der Parameterraum dieses Modells ist © = R.

Testhypothesen, Teststatistik, Test

Fiir ein po € R betrachten wir die einfache Nullhypothese und die zusammengesetzte Alternativhy-
pothese

Ho:p=po < O :={po}und Hy : p # po < 1 :=R\ {po}, (23)
respektive. Weiterhin betrachten wir die Z-Teststatistik
X, —

Z :=+/n (M) (24)
o

und definieren den zweiseitigen kritischen Wert-basierten Test

1 121>k

. (25)
0 |Z| <k

P(X) =11z = {
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

Theorem (Testgiitefunktion bei zweiseitigem Z-Test, H einfach)

Essei X1,..., Xn ~ N(p, 02) die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekanntem Erwartungswert-
parameter 1 und bekanntem Varianzparameter 2 > 0. Fiir © := R und ein 1o € R sei ein Testszenario durch
Ho:p=po < O :={po}tund Hy : p # po & 01 := R\ {no}, (26)

gegeben. Weiterhin sei mit der Z-Teststatistik

X, —
Z:=+/n (”7”0) (27)
[ed
in diesem Szenario der zweiseitige kritischer Wert-basierte Test
1 |Z| >k
d(X) := 11z} = . (28)
0 |Z| <k

definiert. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben durch
vn Vn
qp iR = [0, 1], 4 — g () ::1—<I>(k— p—no) )+ (k- Lu—no)), (9
o o

wobei @ die KVF der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Wahr
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

Testgiitefunktion gy fiir po = 4,n = 15, 0?2 = 9 und drei zweiseitigen kritischen Wert-basierten
Tests ¢ mit kritischen Werten k = 1, 2, 3 (vgl. DeGroot and Schervish (2012), Abbildung 9.1).

9p(p) =Pu(ed =1)
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beweis
Die Testgiitefunktion des betrachteten Test im vorliegenden Testszenario ist definiert als

a5 1R = [0,1],p = a5 (1) = Pu(d = 1). (30)

Wir sind also an der Wahrscheinlichkeit P, (¢ = 1) mit 1 € R interessiert, d.h. an der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
der betrachtete Test den Wert 1 annimmt, wenn der wahre, aber unbekannte, Parameterwert p ist. Wir hatten oben
festgehalten, dass die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass ein Test den Wert 1 annimmt und dafiir, dass die zugehdrige
Teststatistik im Ablehnungsbereich des Tests liegt, gleich sind.

Um P, (¢ = 1) auswerten zu kdnnen, bendtigen wir also zunachst einmal die Verteilung der Teststatistik fiir 1 € R.
Sei also i € R. Dann betrachten wir im vorliegenden Testszenario die Stichprobe X1, ..., X,, ~ N(p, 02)
mit unbekanntem Erwartungswertparameter p und bekanntem Varianzparameter o2 > 0 und die Z-Teststatistik
Z := /n((Xn — po)/o)). Man beachte, dass hier sowohl 1 = pq als auch u # pg zugelassen sind. Wir
befinden uns also nicht nur im in (11) Konfidenzintervalle betrachteten Szenario p = pq. Es gilt also zunichst, die
Verteilung der Z-Teststatistik fiir ein generelles . € R zu bestimmen.

Dazu folgen wir der in (11) Konfidenzintervalle etablierten Herangehensweise: Wir halten zunachst fest, dass mit der
Mittelwertstransformation fiir unabhangig und identisch normalverteilte Zufallsvariablen gilt, dass X,, ~ N (u, dz/n)
(cf. (8) Transformationen der Normalverteilung). Die Verteilung der Z-Teststatistik folgt dann mit dem WDF
Transformationstheorem bei linear-affinen Abbildungen (cf. ibid.) durch Transformation von X,, mit der Funktion

FiR =R, Zp = f(Tn) = @in - ﬁ#o (31)
o o
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beweis (fortgefiihrt)

2L )+ ( )?)
o — _
—=(n = 1o n— o

))
" 2
Z(h = po) + —5 (b = 10)”)

2
(1 — o) + (i) m—uo)z)))
2
(u—uo)) ))

Nao

o

Wir erhalten
o o Vvn (7'2
(z) = N z + Ko | i m
P z) = S, —
z N N - n
o 1 1 I
= — exp | — — | =+
No ) 202 \ vn
2w 22 n
n
o vm 1 1 n o
= —— exp | —=— | — =z — (r — o)
vn o V2w 202 \ V7
1 1n (o2,
= exp | —— — —_—z" =
V2T 2 o2 n
1 1 n 2 2 n o
= exp| —= [ —=—2° —2— —
Var 2\ o2 n o2 yn
1 1, o VmJm
= exp | —= [ =2 2z —
Var 2 NN
1 1 5 ﬁ( )
= exp [ —= [ 2% — 2z wo— po) +
vam 2 o
1 1 ﬁ( ) 2
= exp | —— |z — — (0 — po
Nors 2 o
Wahrsch heorie und Fr
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beweis (fortgefiihrt)

Wir haben also gefunden, dass fiir die Z-Teststatistik fiir beliebiges 1 € R gilt, dass

Z~N(g(#—uo),1>- (33)
Fiir den Fall, dass o = p ist, die Nullhypothese also zutrifft, folgt Z ~ N (0, 1). Als nichstes bestimmen wir den
Ablehnungsbereich des betrachteten Tests. Per Definition gilt
A:={Z e Rl¢(X) =1} (34)
Es ergibt sich also
A={Z €R|$(X) =1}
={Z eR||Z| = k}

k, Z>0
- Zem’ =
—-Z>k, Z<0
(35)
> k, Z>0
= Z€R|

={Z€ERZ<0,Z<—k}U{ZER|Z>0,Z >k}

=] — oo, —k]U]k, ool.
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Z-Test (2) Analyse der Testgiitefunktion

Beweis (fortgefiihrt)
Mit diesem Ablehungsbereich des betrachteten Tests ergibt sich dann
a6 (p) =Pu(p=1)
=Py (Z €] — o0, —k] U]k, oo)
=Pu(Z €] — o0, —k]) +Pu (Z € [k, o))
=Pu(Z < —k)+Pu(Z > k)

(36)

=Pu(Z < —k)+ (1 —Pu(Z < k)

1-Pu(Z <k)+Pu(Z < —k)

Wir sind also an der Wahrscheinlichkeiten P, (Z < —k) und P;,(Z < —k) interessiert. Dazu halten wir zunichst
fest, dass fir jede normalverteilte Zufallsvariable X ~ N (m, 32) gilt, dass

(Xfm z7m> ( zfm> (zf’m)
PX<z)=P ——< —— | =P < = (37)
s s s s

gilt, wobei & hier die durch (X — m)/s definierte Z-verteilte Zufallsvariable bezeichnet. Im vorliegenden Fall folgt

mit m = @(p,—p.o),s:l
und x = k bzw. z = —k also

qp(p) =1—-Pu(Z <k)+Pu(Z2<-k)=1-2 (k* g(ufuo)) +¢<7k7g(u7uo)>

und wir haben alles gezeigt. m}
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangankontrolle bei zweiseitigem Z-Test, Hy einfach)

Essei Xq,..., Xy, ~ N(p, 02) die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekanntem Erwartungswert-
parameter p und bekanntem Varianzparameter o2 > 0. Fiir © := R und ein 1o € R sei ein Testszenario durch
Ho :p=po < O := {po}und Hy : p # po < O1 :=R\ {po}, (38)

gegeben. Weiterhin sei mit der Z-Teststatistik

Z::\/E(M) (39)

o

in diesem Szenario der zweiseitige kritische Wert-basierte Test

112>k

. (40)
0 (2| <k

o(X) == 1qz|>k} =

definiert. Dann ist ¢ ein Level-ag-Test mit Testumfang g, wenn der kritische Wert k definiert ist durch

—e 1 q1_ 20
k=& (1 2) (41)

Wir bezeichnen diesen kritischen Wert mit kao.

Wahr
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Beweis

Damit der betrachtete Test ein Level-ag-Test ist, muss bekanntlich g4 (1) < g fiir alle p € {ro}, also hier
a4 (po) < g, gelten. Weiterhin ist der Testumfang des betrachteten Tests durch @ = max, (0} 9¢ (w), also
hier durch a = q¢(u0) gegeben. Wir miissen also zeigen, dass die Wahl von

kag == @71 (1 - ap/2) (42)

garantiert, dass ¢ ein Level-axg-Test mit Testumfang g ist. Sei also k := kag - Dann gilt

1= ®(kag) + P(—kag)

1= ®(kag) + (1 — D(kag))
2 — 20 (kag)

=2(1 — B(kag))

2 (1 —® (qfl (1- a0/2)))
2(1 -1+ ao/2)

= 2ap/2

24 (1o0)

(43)

= a0,

wobei die zweite Gleichung mit der Symmetrie der Standardnormalverteilung folgt. Es folgt also direkt, dass bei der
Wahl von k = ka, g4 (10) < ag ist und der betrachtete Test somit ein Level-cg-Test ist. Weiterhin folgt direkt,
dass der Testumfang des betrachteten Tests bei der Wahl von k = kq, gleich ag ist.
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Wahl von ko, := &1 (1 — ap/2) mit o := 0.05 und resultierender Ablehnungsbereich

1-0ay/2 @
1.0 — —
0.8 +
0.6
0.4 —
0.2 H
0.0 T T ¢ \
-4 -2 0 2 4
z K,
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Praktisches Vorgehen

Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz 1, ..., z,, eine Realisation von X1, ..., X,, ~
N(p, &2) mit unbekanntem y und bekanntem Varianzparameter o2 > 0 ist.

Man méchte entscheiden ob fiir ein 19 € R eher Hy : 1 = pup oder Hy : p # po zutrifft.

Man wahlt ein Signifikanzniveau cvo und bestimmt den zugehdrigen kritischen Wert ko, . Zum
Beispiel gilt bei Wahl von ag := 0.05, dass k.05 = ® ' (1 — 0.05/2) ~ 1.96 ist.

Anhand von n, o, o2 und Z,, berechnet man die Realisierung der Z-Teststatistik

T (u) (44)

[oa

Wenn z gréBer-gleich ko, ist oder wenn z kleiner-gleich —k,, ist, lehnt man die Nullhypothese

ab, andernfalls lehnt man sie nicht ab.

Die oben entwickelte Theorie des Z-Tests garantiert dann, dass man in héchstens «g - 100 von
100 Fallen die Nullhypothese félschlicherweise ablehnt.
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Simulation

# Modellspezifikation

mu =B2)

sigsqr = i

n =12

mu_O = mu

alpha_0 = 0.05

k_alpha_0 = gnorm(1 - (alpha_0/2))

# Simulation

n_sim = led

phi = rep(NaN, n_sim)
for(i in 1:n_sim){

X = rnorm(n, mu, sqrt(sigsqr))
A = sqrt(n)*(mean(X) - mu_0)/sqrt(sigsqr)
if (abs(Z) >= k_alpha_0){
philil = 1
} else {
philil = 0
}
T
cat("Geschétzter Testumfang alpha =", mean(phi))

> Geschatzter Testumfang alpha = 0.0517

heorie und Fre

w.a.u. Erwartungswertparameter
bekannter Varianzparameter
Stichprobengrifie

Nullhypothese H_O
Signifikanzniveau

kritischer Wert

HOHE R R R R

*

Anzahl von Stichprobenrealisierung

*

Testergebnisarray

Stichprobenrealisation
Teststatistik

Test 1_{/Z(X) >= k_alpha_0O/}
Ablehnen von H_O

#* oW H W

**

Nicht Ablehnen von H_O

# Ausgabe
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Z-Test (3) Testumfangkontrolle

Simulation
() fiir p =2,0° =2,n =12, o = 2, ap = 0.05
1 - . . . . o
0 e
I I I I I
0 20 40 60 80 100

Simulationen
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

Wir betrachten die Testglitefunktion

%:R%ULWMHHMW%ZI—@<k—%?W—Mw)+@(—k—%?w—uw)(%)

bei bekanntem und festen Wert von o2 > 0, bei festgelegter Nullhypothese, also festem Wert von
po und bei kontrolliertem Testumfang, also fiir k := ko, = &7 1(1 — ap/2) mit festem ap, als
Funktion der iibrigen Testszenarioparameter.

Es ergibt sich die bivariate reellwertige Funktion
7 :RXxN—=[0,1], (p,n) —
Gy = 1= (b = L= 10)) 0 (o = L)) (30)
Bei festgelegten o2 > 0, o, koo hangt fiir u ¢ {po} die Powerfunktion des zweiseitigen Z-Tests

mit einfacher Nullhypothese also vom unbekannten Wert p und von der StichprobengréBe n ab. Wir

visualisieren diese Abhéngigkeiten untenstehend.
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

Powerfunktion fiir 1o = 0 und 02 = 1 bei g = 0.05
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion




Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

Powerfunktionen fiir po = 0 und o2 =1

T(W,n =12), 0y =0.05 T =1,n), ap=0.05
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 H 0.2
0.0 T T T 1 0.0 T T T T 1
-4 -2 0 2 4 10 20 30 40 50
n n
(N =12), ao=0.001 T =1,n), g =0.001
1.0 1.0
0.8 4 0.8
0.6 4 0.6
0.4 4 0.4
02 0.2
0.0 T T T 1 0.0 T T T T 1
-4 -2 0 2 4 10 20 30 40 50
i n
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen

Mit groBerem n steigt die Powerfunktion des Tests an

® Ein groBer Stichprobenumfang ist besser als ein kleiner Stichprobenumfang.

® Kosten fiir die Erhéhung des Stichprobenumfangs werden aber nicht beriicksichtigt.
= Die Theorie statistischer Hypothesentests ist nicht besonders lebensnah.
Die Powerfunktion hdngt vom wahren, aber unbekannten, Parameterwert p ab.
= Wenn man p schon kennen wiirde, wiirde man den Test nicht durchfiihren.

Generell wird folgendes Vorgehen favorisiert

® Man legt das Signifikanzniveau « fest und evaluiert die Powerfunktion.
® Man wahlt einen Mindestparameterwert 1™, den man mit w(n, u) = 8 detektieren méchte.
® Ein konventioneller Wert ist 8 = 0.8.

® Man liest die fiir w(n, u = p*) = B ndtige StichprobengréBe n ab.
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen

# Szenariospezifikation

sigma =1 # bekanntes \sigma

mu_0 =0 # einfache Nullhypothese

n_min =2 # n Minimum

n_max = 50 # n Mazimum

n_res = le2 # n Auflosung

n = seq(n_min,n_max, len = n_res) # n Raum

alpha_ 0 = 0.05 # Signifikanzniveau

k_alpha_0 = gnorm(1 - alpha_0/2) # kritischer Wert

# Poweranalyse

mu_star = .5 # Mindestparameterwert

pi_n = (1-pnorm( k_alpha_O-sqrt(n)/sigma*(mu_star-mu_0)) # Powerfunktion

+pnorm(-k_alpha_O-sqrt(n)/sigma*(mu_star-mu_0)))

beta = 0.8 # gewinschter Powerfunktionswert

i =1 # Indexzinitialisierung

n_min = NaN # minimales n Initialisierung

while(pi_n[i] < beta){ # Solange \pi(n,mu*) < \beta
n_min = n[i] # Aufnahme des minimal nétigen ns
i oal il # und Erhéhung des Indezes

}

cat("Minimal nétiges n =", ceiling(n_min)) # Ausgabe

> Minimal nétiges n = 32
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Z-Test (4) Analyse der Powerfunktion

n(p = =) fiir g =0.05, 6° =1, o =0,u”=0.5
1.0 —

08 4B /

0.4 —

0.2

Nopt

0.0
10 20 30 40 50
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Vorbemerkungen

Grundlegende Definitionen

Z-Test

p-Werte

Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen

itstheori ie und Fr
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p-Werte

Motivation
® Es werde ein zweiseitiger Z-Test mit Signifikanzlevel ag = 0.05 durchgefiihrt.
o Hy wird abgelehnt, wenn |Z| > &~ (1 — 0.05/2) ~ 1.96.

® Nehmen wir an, es werde z = 2.01 beobachtet.

o Das Testergebnis lautet "Hy Ablehnen".

® Nehmen wir an, es werde z = 3.81 beobachtet.

o Das Testergebnis lautet "Hy Ablehnen".

Der alleinige Bericht des Testergebnis supprimiert interessante Information.

=- Neben der Testumfangkontrolle durch z.B. acg = 0.05 ist es daher iblich, alle Werte von «g
anzugeben, fiir die ein Level-cg-Test zum Ablehnen von H fiihren wiirde.
o Bei z = 2.01 wiirde Hy fiir jedes g mit 2.01 > &~ (1 — g /2) abgelehnt werden.
o Bei z = 3.81 wiirde Hy fiir jedes aig mit 3.81 > <I’71(1 — a/2) abgelehnt werden.

® Das kleinste Signifikanzlevel ag, bei dem man H( basierend auf einem Wert der Teststatistik

ablehnen wiirde, wird p-Wert genannt.
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p-Werte

Definition (p-Wert)
¢ sei ein kritischer Wert-basierter Test. Der p-Wert ist das kleinste Signifikanzlevel cg, bei welchem
man die Nullhypothese basierend auf einem vorliegendem Wert der Teststatistik ablehnen wiirde.

Beispiel (Zweiseitiger Z-Test mit einfacher Nullhypothese)

® Bei Z = z wiirde Hy fiir jedes cvo mit |z| > @~ 1(1 — g /2) abgelehnt werden. Fiir diese o
gilt, wie unten gezeigt,
a0 > 2P(Z > |)). (1)

® Das kleinste g € [0, 1] mit ag > 2P(Z > |z|) ist dann g = 2P(Z > |z]), also folgt
p-Wert = 2B(Z > |2]) = 2(1 — (2])). (48)

® Zum Beispiel ist fir Z = 2.01 der p-Wert 0.04, fir Z = —2.01 ist der p-Wert auch 0.04, fir
Z = 3.81 ist der p-Wert 0.0001, und fir Z = —3.81 ist der p-Wert auch 0.0001
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p-Werte

Beispiel (Zweiseitiger Z-Test mit einfacher Nullhypothese, fortgefiihrt)
Es bleibt zu zeigen, dass gilt

Izl > @71 (1 — ag/2) © ag > 2P(Z > |2|) (49)

2] > &t (1 - ﬂ)
2
oz > et (1 - @>
2
o ®(z]) > @ <q>*1 (1 - %))

Wir haben

«@
o o(z) >1— ?O (50)
@
©P(Z§|Z\)Zl—?
o
©721—P(Z§‘ZU
@Q

g o> >P(Z > |2])

S ag > 2P(Z > |z|).
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p-Werte

Beispiel (Zweiseitiger Z-Test mit einfacher Nullhypothese)

Z=2.01, p=0.044 Z=2.95,p=0.003
0.4 — 0.4 4
0.3 0.3
0.1 — 0.1 +
2(1-®(2)
0.0 0.0 ‘ ‘ ‘ |
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
z z
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p-Werte

Bemerkungen

o p-Werte spiegeln die Antwort auf die intuitive Frage wie wahrscheinlich es im frequentistischen
Sinne wére, den beobachteten oder einen extremeren Wert der Teststatistik unter der Annahme

eines Nullmodels zu observieren.
o p-Werte sind ist extrem populér, ihre uninformierte Benutzung ist aber auch sehr umstritten.
— The American Statistician (2019) Statistical Inference in the 21st Century: A World Beyond p < 0.05

o p-Werte werden, wie Hypothesentestergebnisse generell, leider oft liberinterpretiert.

o Es gibt basierend auf dem Gesagten keinen Grund dies anzunehmen, trotzdem vorsorglich:
o p-Werte quantifizieren nicht die Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese wahr ist.

o Aufgrund von p < 0.05 sollte man nicht glauben, dass ein Effekt existiert.
o Aufgrund von p > 0.05 sollte man nicht glauben, dass ein Effekt nicht existiert.
o p-Werte sind eine Mdglichkeit ein Signal-zu-Rauschen Verhiltnis zu quantifizieren.

o p-Werte sind eine Mdglichkeit Unsicherheit zu quantifizieren.
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Vorbemerkungen

Grundlegende Definitionen

Z-Test

p-Werte

Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Theorem (Dualitdt von Konfidenzintervallen und Hypothesentests I)

X = (X1,...,Xn) ~ pg sei eine Stichprobe mit Ergebnisraum X und Parameterraum ©. Weiterhin
sei [G(X), Go(X)] ein §-Konfidenzintervall fiir 6.
Dann ist der Hypothesentest

do : X — (0,1}, 2 5 $(c) = {(1) E“Ez;?g} ZZ (51)

ein Test vom Signifikanzniveau avp = 1 — 9§ fiir die Hypothesen

Op := {06} und ©, := O\ {6}. (52)

Beweis

Aufgrund der einfachen Nullhypothese und somit avg = « folgt

ag = a =Pe(¢(X) =1) =Py([Gu(x), Go(x)] F 0) =1 —Py([Gu(z), Go(x)] 3 0) =1 —45. (53)
Bemerkungen

® 0 bezeichnet hier das Element der einfachen Nullhypothese

® Mit §-Konfidenzintervallen kann man also Tests vom Signifikanzniveau g = 1 — & konstruieren.

Wahr
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Beispiel (Konstruktion eines Hypothesentests aus einem Konfidenzintervall)

Wir haben bereits gesehen, dass fiir eine Stichprobe X1, ..., X,, ~ N(uo, 02) mit unbekanntem Erwartungswert-

parameter 1o und bekanntem Varianzparameter o2 > 0, § €]0, 1[ und z5 := ® ! (71;5),

_ o - o
Cp = | Xy — —25, X+ —2 . 54
n |: n N S5 n N 5:| ( )
ein 5-Konfidenzintervall definiert.

Mit der Dualitat von Konfidenzintervallen und Hypothesentests kénnen wir also folgenden Test fiir die Hypothesen
©0 = {po} und ©1 = R\ pg definieren:

0. [®n— Z2zs. X+ =25 3 mo
¢: X = {0,1},z — ¢(x) := (55)

1, [Xn - ﬁszaXn + ﬁza} 7 no

Dann gilt
Pug (¢(X) =1) =1 = Puy (¢(X) =0)

_ I = o
=1-"Py, (|:Xn — ﬁZ(;,X” + ﬁza] E ,uo) (56)
=1-6.

und wir haben gezeigt, dass ¢ ein Test vom Signifikanzniveau avg = 1 — § ist.
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Simulation

# Modellformulierung

mu_0 S

sigma =1

n =12

delta = 0.95

phi_inv = gnorm((i+delta)/2)
# Simulationssetup

ns = le2

X_bar = rep(NaN,ns)

@ = matrix(rep(NaN,2*ns), ncol = 2)
kfn = rep(NaN,ns)

phi = rep(NaN,ns)

# Simulationsiterationen

fo:

ca

>
>

r(i in 1:ns){

# Datengeneration
X = rnorm(n,mu_0,sigma)

# Konfidenzintervallevaluation

X_bar[i] = mean(X)

Cli,1]1 = X_bar[i] - (sigma/sqrt(n))*phi_inv
C[i,2] = X_bar[i] + (sigma/sqrt(n))#phi_inv

# Uberdeckungsindikatorevaluation
i£(C[i,1] <= mu_0 & mu_0 <= C[i,21){
kfn[i] = 1} else{
kfn[i] = 0}

# Testevaluation
if(C[i,1] <= mu_0 & mu_0 <= C[i,2]){
phili] = 0} else{
1}

philil =
t( "Geschétztes Konfidenzniveau = ", mean(kfn),
"\nGeschitzter Testumfang = ", mean(phi))
Geschétztes Konfidenzniveau = 0.97
Geschétzter Testumfang = 0.03

3 3 W W R 3% R

3

3 3 3

heorie und Fre

w.a.u. Erwartungswertparameter/Nullhypothese
Standardabweichungsparameter
Stichprobengrifie

Konfidenzbedingung

\Phi~{-1}((\delta + 1)/2)

Anzahl Simulationen
Stichprobenmittelarray
Konfidenzintervallarray
Uberdeckungsindikatorarray
Testarray

Stichprobenrealisierung

Stichprobenmittel
untere KI Grenze
obere KI Grenze
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Simulation

Konfidenzintervalle

4
2] I}lulxh}lﬁMIMIHM i }lllll}hllh}ll,H[ll[l[ll[l%lx{wlk[ll{lr{wlyﬂllx{xM{lllhx
) HT igaul HHTHT [ Hp H{ T HHTIHIJIUH IT TII}IU J* TIHHUT TIH il M
0 - T T T T T

0 20 40 60 80 100

Simulationen
Tests

1
0

0 2 w 0 " 100

Simulationen

o
Q
H
o
ul
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Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Theorem (Dualitat von Konfidenzintervallen und Hypothesentests Il)
Unter den gleichen Annahmen wie im vorherigen Theorem sei
@ = {¢e(X)|0 € O} (57)

eine Familie von Tests, so dass ¢¢(X) ein Test mit Signifikanzniveau a fiir die Hypothesen

©¢ := {6} and ©; := © \ {6}. (58)
sei.
Man nehme weiter an, dass die Menge
C, = {0 € O|¢e(X) =0} (59)

als C,, =[Gy (X), Go(X)] fiir entsprechend bestimmte G,,(X) und G,(X) geschrieben werden
kann. Dann ist C,, ein § := 1 — ag Konfidenzintervall fiir 6.

Beweis
Aufgrund der einfachen Nullhypothese und somit avg = « folgt das Level § = 1 — ag des Konfidenzintervalls aus

8§ =Py(Cn 3 0) =Py(¢g(X) =0) =1—Py(dg(X) =1) =1 — ao. (60)
Bemerkung

® Mit Tests von Signifikanzniveau g kann man also 1 — ag-Konfidenzintervalle konstruieren.
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Vorbemerkungen

Grundlegende Definitionen

Z-Test

p-Werte

Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erldutern Sie die grundlegende Logik statistischer Hypothesentests.
2. Geben Sie die Definition statistischer Hypothesen und eines Testszenarios wieder.
3. Definieren Sie die Begriffe der einfachen und zusammengesetzten Hypothesen.
4. Definieren Sie die Begriffe der einseitigen und zweiseitigen Hypothesen.
5. Definieren Sie den Begriff des Tests.
6. Definieren Sie den Begriff des Standardtests.
7. Definieren Sie den Begriff des kritischen Bereichs eines Tests.
8. Definieren Sie den Begriff des Ablehungsbereichs eines Tests.
9. Definieren Sie den Begriff des kritischen Wert-basierten Tests.
10. Definieren Sie richtige Testentscheidungen, Typ | Fehler und Typ Il Fehler.
11. Definieren Sie die Testgiitefunktion.
12. Erlautern Sie die Bedeutung der Testgiitefunktion im Rahmen der Konstruktion statistischer Tests.
13. Definieren Sie die Begriffe des Signifikanniveaus und des Level-cxg-Tests.
14. Definieren Sie den Begriff des Testumfangs.
15. Erlautern Sie die prinzipielle Strategie zur Wahl von Null- und Alternativhypothesen in der Wissenschaft.
16. Nennen Sie vier Schritte in der Konstruktion eines Tests.
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Selbstkontrollfragen

17. Definieren Sie das statistische Modell eines Z-Tests.

18. Definieren Sie die Hypothesen eine Z-Tests mit einfacher Nullhypothese und zweiseitiger Alternativhypothese.
19. Definieren Sie den zweiseitigen Z-Test.

20. Skizzieren Sie qualitativ Testgiitefunktionen eines zweiseitigen Z-Tests fiir verschiedene kritische Werte.

21. Wie muss der kritische Wert eines zweiseitigen Z-Tests definiert sein, damit der Test ein Level-ag-Test ist?
22. Skizzieren Sie qualitativ die Bestimmung des kritischen Wertes ko, bei einem zweiseitigen Z-Test.

23. Erliutern Sie das praktische Vorgehen zur Durchfiihrung eines zweiseitigen Z-Tests.

24. Von welchen Werten hangt die Powerfunktion eines zweiseitigen Z-Tests ab?

25. Skizzieren Sie qualitativ die Powerfunktion des zweiseitigen Z-Tests bei fester StichprobengréBe.

26. Skizzieren Sie qualitativ die Powerfunktion des zweiseitigen Z-Tests bei festem Erwartungswertparameter.
27. Erliutern Sie das favorisierte praktische Vorgehen zur Durchfiihrung einer Poweranalyse.

28. Erlautern Sie die Motivation zur Auswertung von p-Werten.

29. Definieren Sie den Begriff des p-Werts.

30. Geben Sie das erste Theorem zur Dualitdt von Konfidenzintervallen und Hypothesentests wieder.

31. Geben Sie das zweite Theorem zur Dualitit von Konfidenzintervallen und Hypothesentests wieder.

32. Erlautern Sie die Dualitat von Konfidenzintervallen und Hypothesentests.
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T-Teststatistik
Einstichproben-T-Tests

Zweiseitige Einstichproben-T-Tests
Einseitige Einstichproben-T-Tests
Anwendungsbeispiel
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T-Teststatistik
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests
Einseitige Einstichproben-T-Tests
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T-Teststatistik

Definition (T-Teststatistik)

X1, Xn ~ N(p,aQ) sei die Stichprobe eines Normalverteilungmodells, X,, bezeichne das
Stichprobenmittel, S,, bezeichne die Stichprobenstandardabweichung, und es sei o € R. Die

T-Teststatistik ist definiert als B
Xn —
T:=n (37“0) . 1)

Bemerkungen

® |m Gegensatz zur T-Konfidenintervallstatistik muss bei der T-Teststatistik nicht pg = p gelten.
® Intuitiv kann die T-Teststatistik als mit der StichprobengréBe (Evidenz) gewichtetes Verhiltnis von Signal
(sytematischer Variabilitat) zu Rauschen (unsystematischer Variabilitat) verstanden werden:

Signal Xn —
A/ StichprobengroBe _ena ) vn In MO (2)
Rauschen Sn
® Die T-Teststastitik ist eine skalare Deskription des Effekt vs. Variabilitdt Verhiltnisses eines Datensatzes.
® |n der T-Teststatistik wird die EffektgréBe in Einheiten der Stichprobenstandardabweichung gemessen:
o T=1% Vn(Xn — po) = 15n
o T=2c n(Xn —po) =28,

Wahr
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T-Teststatistik

Definition (Nichtzentrale ¢-Zufallsvariable)

T sei eine Zufallsvariable mit Ergebnisraum R und WDF
p:R — Rsg,t— p(t) :=

RO | 1 3 ?
X T 2 exp I exp | —= | ¢t (Z -4 dr.  (3)
o 2 2 n

Dann sagen wir, dass T' einer nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter § und

Freiheitsgradparameter n unterliegt und nennen T eine nichtzentrale t-Zufallsvariable mit Nicht-
zentralititsparameter 6 und Freiheitsgradparameter n. Wir kiirzen dies mit ¢(§, n) ab. Die WDF
einer nichtzentralen t-Zufallsvariable bezeichnen wir mit ¢(7'; §, n). Die KVF und inverse KVF einer

nichtzentralen ¢-Zufallsvariable bezeichnen wir mit ¢ (-; §,n) und ¢~ (-; 8, n), respektive.

Bemerkungen
® Eine nichtzentrale t-Zufallsvariable mit § = O ist eine t-Zufallsvariable.

® Esgilt also t(T;0,n) = t(T;n).
® Die funktionale Form der WDF findet sich zum Beispiel in Lehmann (1986), Seite 254, Gl. (80).
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T-Teststatistik

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen nichtzentraler ¢-Verteilungen

t(T;8,n)
04 - ,
\ — 5=0, n=5
-- 0=0, n=30
" — 5=5, n=5
0.3 " ‘. - - 8=5 n=30
- 5=15,n=5
[ 3=15,n=30
) )
0.2 \
\
d U
1
J
01 - X \
1 \
1 \
4 YN
0.0 == I =7 T T T 1
-5 0 5 10 15 20 25 30
T
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T-Teststatistik

Theorem (Nichtzentrale T-Transformation)

X ~ N(u,1) sei eine normalverteilte Zufallsvariable, U ~ x2(n) sei eine x> Zufallsvariable
mit Freiheitsgradparameter n, und X und U seien unabhingige Zufallsvariablen. Dann ist die

Zufallsvariable
X
T:= ——— (4)
U/n
eine nichtzentrale ¢-Zufallsvariable mit Nichtzentralitdtsparameter p und Freiheitsgradparameter n,

es gilt also T' ~ t(u, n)

Bemerkung

® Wir verzichten auf einen Beweis.

heorie und Fr istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 8

Wahr




T-Teststatistik

Nichtzentrale T-Transformation

2
X~N(5,1) U-~x5) T=XHWUIn ~1(5,5)
05 0.20 0.30
04 0.25 -
0.15
0.20
0.3
0.10 0.15
0.2
0.10
0.05
014 0.05
0.0 0.00 0.00
0 2 4 6 8 10 5 10 15 20 0 5 10 15 20
X u t

Wahrscheinlichkeitstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 9



T-Teststatistik

Theorem (Verteilung der T-Teststatistik)

X1, Xn ~ N(p, 0'2) sei die Stichprobe eines Normalverteilungmodells, X, sei das Stichproben-
mittel, S,, sei die Stichprobenstandardabweichung, und es sei po € R. Dann ist die T-Teststatistik

X, —
T;:\/ﬁ(in ”0) (5)
STI,
eine nichtzentrale ¢-Zufallsvariable mit Nichtzentralitdtsparameter
d:ﬁ(L“O) (6)
[ea

und Freiheitsgradparameter n — 1, es gilt also T' ~ t(d,n — 1)

Bemerkung

® Wir verzichten auf einen Beweis.
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T-Teststatistik

T-Teststatistik bei n =12, 1 = 3,02 =2, 40 =0

X~ pold
T =4nEF——-/rt(d,n-1)
0Ss O

0.30 0.25

0.25

0.15

0.10

0.05

0.00
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T-Teststatistik
Einstichproben-T-Tests
Zweiseitige Einstichproben-T-Tests
Einseitige Einstichproben-T-Tests
Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Einstichproben-T-Tests

Anwendungsszenario

® Eine Stichprobe experimenteller Einheiten.

® Annahme der unabhingigen und identischen Normalverteilung N (u, 02) der Daten.
® ;i und o2 unbekannt.
.

Quantifizieren der Unsicherheit beim inferentiellen Vergleich von p1 mit ;1o beabsichtigt.

Anwendungsbeispiele

® Gruppenanalysen mit Wechsler Adult Intelligence Scale

O p # po = 100 = Evidenz fiir iiber- oder unterdurchschnittliche WAIS Performanz
® BDI Score Datenanalyse einer Gruppe psychiatrischer Patient:innen

o p > po := 18 = Kilinisch auffallige Gruppe
® Gruppenanalysen in der funktionellen Kernspintomographie

O p > po := 0 = Evidenz fiir regionale Gehirnaktivierung
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Einstichproben-T-Tests

Hypothesenszenarien

Einfache Nullhypothese, einfache Alternativhypothese Hy : = po, H1 : = p1

® Theoretisch wichtiges Szenario (Neymann-Pearson Lemma)

® Praktische Relevanz eher gering
Einfache Nullhypothese, zusammengesetzte Alternativhypothese Ho : = po, H1 : pu # po

® Zweiseitiger Einstichproben-T-Test mit ungerichteter Hypothese

® Ungerichtete Fragestellung nach einem Unterschied
Zusammengesetzte Nullhypothese/Alternativhypothese Ho : 1 < po, H1 : o > po

® Einseitiger Einstichproben-T-Test mit gerichteter Hypothese

® Gerichtete Fragestellung nach einem positiven Unterschied
Zusammengesetzte Nullhypothese/Alternativhypothese Ho : 1 > po, Hy : o < po

® Gerichtete Fragestellung nach einem negativen Unterschied

® Qualitativ dquivalente Theorie zum umgekehrten Fall
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Einstichproben-T-Tests

Im Folgenden naher betrachtete Hypothesenszenarien

Einfache Nullhypothese, zusammengesetzte Alternativhypothese Ho : = po, H1 : pu # po

® Zweiseitiger Einstichproben-T-Test mit ungerichteter Hypothese

® Ungerichtete Fragestellung nach einem Unterschied
Zusammengesetzte Nullhypothese/Alternativhypothese Ho : v < po, H1 : o > po

® Einseitiger Einstichproben-T-Test mit gerichteter Hypothese

® Gerichtete Fragestellung nach einem positiven Unterschied
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Einstichproben-T-Tests

Gliederung

(1) Statistisches Modell in klassischer Form
(2) Statistisches Modell in generativer Form
(3) Testhypothesen, Teststatistik, Test

(4) Analyse der Testgiitefunktion

(5) Testumfangkontrolle

(6) p-Werte

(7) Analyse der Powerfunktion

Wahr
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T-Teststatistik

Einstichproben-T-Tests

Zweiseitige Einstichproben-T-Tests
Einseitige Einstichproben-T-Tests
Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(1) Statistisches Modell in klassischer Form

X1, Xn ~ N(u, 02) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekanntem

2

Erwartungswertparameter p und unbekanntem Varianzparameter o > 0. Als Parameter von

Interesse betrachten wir 6 = i, so dass sich der Parameterraum von Interesse zu © = R ergibt.

(2) Statistisches Modell in generativer Form

Es sei
Xi=p+e mite; ~N©O,0%) firi=1,..,n ()
wobei
® X,;,7=1,...,n beobachtbare Zufallsvariablen,

® 1 € R den festen identischen Erwartungswertparameter iiber Stichprobenvariablen, und

® ¢;,%=1,...,n unabhidngige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen

bezeichnen.
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(2) Statistisches Modell in generativer Form (fortgefiihrt)

Die generative Form betont, dass im vorliegenden Modell beobachtete Daten durch einen systemati-
schen deterministischen Prozess (hier 1) unter dem additiven Einfluss einer Vielzahl unabhingiger
und deshalb in der Summe normalverteilter Stérprozesse (hier €;,7 = 1, ..., n) erzeugt konzipiert
werden.

Beweis

Die Aquivalenz beider Modellformen folgt direkt aus der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen durch
linear-affine Funktionen (cf. (6) Transformationen der Normalverteilung). Speziell gilt im vorliegenden Fall fiir

e; ~ N(0,02), dass
Xi=flei) mit f:R =R, e; > fe;) :=€; + p. (8)

Mit den WDF Transformationstheorem bei linear-affinen Abbildungen folgt dann

(1) = — ik
Px; (i) = Tpe; T

=N (zl 7;1,;0,0'2)

1 1 5
= ———ex ——(x; —p—0 9

— p( 2oz (i — >)

1 1 ( )2
=——exp| ——5(z; —n

V2ro? 202
2

= N(iip, 02),

also X; ~ N(p,02).
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(3) Testhypothesen, Teststatistik, Test

Fiir ein po € R betrachten wir die einfache Nullhypothese und die zusammengesetzte Alternativhy-
pothese

Ho:p=po < Oo :={po} und Hy : pp # po & O1:= R\ {po}, (10)

respektive. Weiterhin betrachten wir die T-Teststatistik

X, —
T:=+n (”7“0) (11)
S7L
und definieren den zweiseitigen kritischen Wert-basierten Test
1 |T|>k
O(X) == 1>k} = . (12)
0 |T|<k

Wahr
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(4) Analyse der Testgiitefunktion

Theorem (Testgiitefunktion)
¢ sei der im obigen Testszenario definierte Test. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben durch
4 R —=[0,1], p > q¢(p) =1 —P(k;dy,n — 1) + ¢(=k;dy,n — 1) (13)

wobei 9 (-;d,, n — 1) die KVF der nichtzentralen ¢-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter

d, = V7 (m) (14)

[oa

und Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

Wahr
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(4) Analyse der Testgiitefunktion

Testgiitefunktion g fiir o = 9,0 =4,m=12und k =1,2,3.

a¢(n) =Pu(é=1)
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(4) Analyse der Testgiitefunktion
Die Testgiitefunktion des betrachteten Test im vorliegenden Testszenario ist definiert als
ap R = [0,1], p = qp(p) :=Pu(d =1). (15)

Da die Wahrscheinlichkeiten fiir ¢ = 1 und dafiir, dass die zugehorige Teststatistik im Ablehnungsbereich des Tests
liegt gleich sind, benétigen wird die also zunichst die Verteilung der Teststatistik. Wir haben oben bereits gesehen,
dass die T-Teststatistik

X, —
7= yu [ 2 K0 (16)
STI,
unter der Annahme X1, ..., X,y ~ N (i, 02) nach einer nichtzentralen t-Verteilung t(d, n — 1) mit Nichtzentra-
litatsparameter
d=n (M) an
o

verteilt ist. Der Ablehnungsbereich des zweiseitigen T-Tests ergibt sich, wie in dhnlicher Form bei der Betrachtung
des zweiseitigen Z-Tests gesehen, zu
A=]—oco,—k]U]k, co[. (18)
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(4) Analyse der Testgiitefunktion
Beweis (fortgefiihrt)
Mit diesem Ablehungsbereich ergibt sich dann
96 (p) =Pu(e=1)
= ]P;L (T €] — oo, —k] U]k, o)
=Py (T €] — o0, —k]) + P (T € [k, 2]
=P (T < —k) + P (T > k) (19)
=P (T < —k)+ (1 —Pu(T < k))
=1-Pu, (T <k)+Pu(T < —k)
=1—d(kidu,n — 1) + P(—kidy,n — 1),
wobei 9 (+; dy,n — 1) die KVF der nichtzentralen T-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter dy, und Freiheits-
gradparameter n — 1 bezeichnet.

[m]
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(5) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle)

¢ sei der im obigen Testszenario definierte Test. Dann ist ¢ ein Level-ap-Test mit Testumfang ap,
wenn der kritische Wert definiert ist durch

kag =9 (1—%;%1), (20)

wobei ¢ "1 (:;n — 1) die inverse KVF der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ist.
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(5) Testumfangkontrolle
Beweis

Damit der betrachtete Test ein Level-ao-Test ist, muss bekanntlich gy (1) < g fir alle p € {ro}, also hier
a4 (ko) < ap, gelten. Weiterhin ist der Testumfang des betrachteten Tests durch o = max, e {0} a4 (1),
also hier durch a@ = q¢(,ug) gegeben. Wir miissen also zeigen, dass die Wahl von kq, garantiert, dass ¢ ein
Level-crg-Test mit Testumfang « ist. Dazu merken wir zunachst an, dass fiir © = pq gilt, dass

ap (o) =1 —P(kidug,n —1) +p(=k;dug,n — 1)
=1—¢(k;0,n —1) +¢(—k;0,n —1) (21)
=1—(kin —1) +¢(=kin —1),

wobei ¢ (-;d,n — 1) und ¥ (-; n — 1) die KVF der nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter d
und Freiheitsgradparameter n — 1 sowie der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1, respektive, bezeichnen.
Sei nun also k := ka(. Dann gilt

1= lkag,n — 1) + $(—kag,n — 1)

1= Wlkag,n — 1) + (1 — (kag),n — 1)
= 2(1 — W(kag.n — 1))

2(1-v (v A -ao/2n-1),n-1))
2(1—1+4 ag/2)

= @,

a4 (ro)

(22)

wobei die zweite Gleichung mit der Symmetrie der t-Verteilung folgt. Es folgt also direkt, dass bei der Wahl von
k=kag, Q¢<HO> < g ist und der betrachtete Test somit ein Level-cxg-Test ist. Weiterhin folgt direkt, dass der
Testumfang des betrachteten Tests bei der Wahl von k = kq, gleich cvg ist.
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(5) Testumfangkontrolle

Wahl von kg := w_l(l — ap/2;n — 1) mit n = 12, ag := 0.05 und Ablehnungsbereich

1-ay2 v

.0 3 —

0.8

0.4

0.2

0.0 T T T 1
-4 -2 0 2 4
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(5) Testumfangkontrolle
Praktisches Vorgehen
® Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz x1, ..., x,, eine Realisation von X1, ..., X,, ~
N (u, 02) mit unbekannten Parametern p und o2 > 0 ist.
® Man mdchte entscheiden ob fiir ein g € R eher Hg : = po oder Hy : pu # po zutrifft.

® Man wahlt ein Signifikanzniveau oo und bestimmt den zugehérigen Freiheitsgradparameter-
abhangigen kritischen Wert ko . Zum Beispiel gilt bei Wahl von g := 0.05 und n = 12, also
Freiheitsgradparameter 11, dass ko.o5 = w_l(l —0.05/2;11) = 2.20 ist.

® Anhand von n, po, Z, und s, berechnet man die Realisierung der T-Teststatistik
x —_
t=vn ("‘7"") (23)
Sn

® Wenn t groBer-gleich ko, ist oder wenn ¢ kleiner- gleich —k, ist, lehnt man die Nullhypothese
ab, andernfalls lehnt man sie nicht ab.

® Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man in hdchstens a - 100 von 100 Fallen
die Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(6) p-Werte

Bestimmung des p-Wertes
® Per Definition ist der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel g, bei welchem man die Nullhypothese
basierend auf einem vorliegendem Wert der Teststatistik ablehnen wiirde.

® Bei T =t wiirde Hy fiir jedes g mit [t] > 9~ 1(1 — ap/2;n — 1) abgelehnt werden. Fiir

diese ap gilt, wie unten gezeigt,
ag > 2P(T > [t]). (24)
® Das kleinste g € [0, 1] mit ag > 2P(T > |¢]) ist dann g = 2P(T > |¢]), also folgt
p-Wert = 2B(T > [t]) = 2(1 — w(|t|;n — 1)). (25)
® |Im Gegensatz zum Z-Test hiangt bei T-Tests der p-Wert auch von der StichprobengroBe ab.

® Zum Beispiel ist fiir T = 2.00 und n = 10 der p-Wert 0.076, fir 7" = 2.00 und n = 100 ist
der p-Wert dagegen 0.048.
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

Bestimmung des p-Wertes

® Es bleibt zu zeigen, dass gilt

[t >~ (1 = ao/2n — 1) & ag > 2P(T > [t]) (26)

X (17%;n71)
@wﬂt\;n—l)zw(w*l (h%;nfl) ;n—l)

® Dies aber folgt aus

ag

<:>’¢)(|t\?"*1>21*7
ag (27)

<:>P(T§\t|>21*7

g

<:>? >1-PFT < [t])
g

& 2KT 2 th

& ag > 2P(T > |t]).
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(7) Analyse der Powerfunktion

Wir betrachten die Testglitefunktion
06 R = [0, 1], 1 a6 (1) 1= 1 — Y(kagsdusn — 1) + Y(—kagidu,n — 1) (28)

bei kontrolliertem Testumfang, also fiir ko 1= 1/)71(1 — ap/2;n — 1) mit festem oo als Funktion
des Nichtzentralitdtsparameters und des Stichprobenumfangs. Namentlich hangt hier ko, auch von
n ab.

Es ergibt sich die bivariate reellwertige Funktion
m:RxN=[0,1],(d,n) = 7(d,n) := 1 = P(kag;d,n — 1) + b(=kag;d,n — 1) (29)

Bei festgelegten ap héngt die Powerfunktion des zweiseitigen T-Tests mit einfacher Nullhypothese also
vom unbekannten Wert d und von der StichprobengréBe n ab. Wir visualisieren diese Abhangigkeiten
untenstehend.
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(7) Analyse der Powerfunktion

Powerfunktion fiir «g = 0.05

%)

R

’;::‘s;::\::g:i&%;i{\\\\\\\\\\i\\\\
DO
P

2
200
%0

%
%

Z7
Z 7%
Z 75

ZZ5
Z7

==
7

"=
Z=

==

e

0.8

7

Z——=
=

===

>

—4
S

=

—

Z—=

_——”

=

e

N
i @
W\

—

W
L
LR
AR
it
IR
I
|I|,.t:,..:$¢a

itstheorie und Fre tische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 32




Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(7) Analyse der Powerfunktion

Powerfunktion fiir g = 0.001
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(7) Analyse der Powerfunktion

Powerfunktionen fiir o = 0

m(d,n =12), ay=0.05 T(d =3,n), ap=0.05
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 T T T T T 0.0 T T T T 1
-4 -2 0 2 4 10 20 30 40 50
d n
Ti(d,n = 12), 6 = 0.001 (d =3,n), ap = 0.001
1.0 1.0
0.8 0.8
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d n
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(7) Analyse der Powerfunktion
Praktisches Vorgehen

Mit groBerem n steigt die Powerfunktion des Tests an

® Ein groBer Stichprobenumfang ist besser als ein kleiner Stichprobenumfang.

® Kosten fiir die Erhdhung des Stichprobenumfangs werden aber nicht beriicksichtigt.
= Die Theorie statistischer Hypothesentests ist nicht besonders lebensnah.
Die Powerfunktion héngt vom wahren, aber unbekannten, Parameterwert d = /n(u — po)/o ab.
= Wenn man d schon kennen wiirde, wiirde man den Test nicht durchfiihren.

Generell wird folgendes Vorgehen favorisiert

® Man legt das Signifikanzniveau « fest und evaluiert die Powerfunktion.
® Man wahlt einen Mindestparameterwert d*, den man mit w(d, n) = 3 detektieren méchte.
® Ein konventioneller Wert ist 8 = 0.8.

® Man liest die fiir 7(d = d*, n) = 3 ndtige StichprobengréBe n ab.

Wahr
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Zweiseitige Einstichproben-T-Tests

(7) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen

1i(d =3,n) fir ag =0.05, po =0
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T-Teststatistik
Einstichproben-T-Tests

Zweiseitige Einstichproben-T-Tests
Einseitige Einstichproben-T-Tests
Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen

Wahrscheinli itstheori ie und Fr

istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 37




Einseitige Einstichproben-T-Tests

(1) Statistisches Modell in klassischer Form

X1, Xn ~ N(u, 02) sei die Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekanntem
Erwartungswertparameter p und unbekanntem Varianzparameter 2 > 0. Als Parameter von

Interesse betrachten wir 6 = i, so dass sich der Parameterraum von Interesse zu © = R ergibt.

(2) Statistisches Modell in generativer Form

Es sei
Xi=p+4e mite; ~N(0,6%) firi=1,...n (30)
wobei
® X,;,7=1,...,n beobachtbare Zufallsvariablen,

® 1 € R den festen identischen Erwartungswertparameter iiber Stichprobenvariablen, und

® ¢,;,7=1,...,n unabhingige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen

bezeichnen.
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(3) Testhypothesen, Teststatistik, Test

Fiir ein o € R betrachten wir die zusammengesetzte Nullhypothese
Ho : pp < po < ©p :=] — 00, pio] (31)
und die zusammengesetzte Alternativhypothese
Hyi:p > po & O1:= Jpo, oof. (32)

Weiterhin betrachten wir die T-Teststatistik

X, —
T o= v (7"“) (33)
Sn
und definieren den einseitigen kritischen Wert-basierten Test
1 T>k
H(X) = 1yr>py = . (34)
0 T<k
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(4) Analyse der Testgiitefunktion

Theorem (Testgiitefunktion)
¢ sei der im obigen Testszenario definierte Test. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben durch
g 1R = [0,1], n = g () := 1 — p(k;dy,n — 1) (35)

wobei 9 (-;d,,,n — 1) die KVF der nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter

dy = n (m) (36)

g

und Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.

Wahr
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(4) Analyse der Testgiitefunktion

Testgiitefunktion g fiir o2 =09, po =4,n=12und k =1,2,3.

a6 (1) =Pu(e =1)

0.8 —

0.6 —

0.0 ‘
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(4) Analyse der Testgiitefunktion
Beweis
Die Testgiitefunktion des betrachteten Test im vorliegenden Testszenario ist definiert als
ap R = [0,1], p = qp(p) :=Pu(d =1). (37)

Da die Wahrscheinlichkeiten fiir ¢ = 1 und dafiir, dass die zugehérige Teststatistik im Ablehnungsbereich des Tests
liegt gleich sind, ben&tigen wird die also zunachst die Verteilung der Teststatistik. Wir haben oben bereits gesehen,
dass die T-Teststatistik

X, —
7=y 2 K0 (38)
Sn
unter der Annahme X1, ..., X, ~ N (p, 02) nach einer nichtzentralen t-Verteilung t(d, n — 1) mit Nichtzentra-
litatsparameter
d=m (M) (39)
(e

verteilt ist. Mit dem Ablehungsbereich des einseitigen T-Tests A :=]k, co| ergibt sich dann
93 (1) =Pu(¢=1) =P, (T €]k, 00)) =P (T 2 k) =1 - Pu(T < k) =1 —¢(k;d,n — 1), (40)

wobei 1 (-; d,n — 1) weiterhin die KVF der nichtzentralen T-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter d und

Freiheitsgradparameter n — 1 bezeichnet.
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(5) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle)

¢ sei der im obigen Szenario definierte Test Dann ist ¢ ein Level-ag-Test mit Testumfang g, wenn
der kritische Wert k definiert ist durch

kog = Pt (1—-ap;n—1), (41)

wobei ¥~ (:;n — 1) die inverse KVF der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ist.
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(5) Testumfangkontrolle
Beweis

Damit der betrachtete Test ein Level-cg-Test ist, muss bekanntlich g (1) < a fiir alle u €] — 0o, uo] gelten.
Weiterhin ist der Testumfang des betrachteten Tests durch @ = maxj_ oo, 0] qd,(/,L) gegeben. Mit der Monotonie
von g, die wir hier als selbstevident voraussetzen, gilt a = qd)(,ug). Wir miissen also zeigen, dass die Wahl von
ka( garantiert, dass ¢ ein Level-cg-Test mit Testumfang « ist. Dazu merken wir zunachst an, dass fiir © = pg
gilt, dass
ap(po) =1 —P(ksduy,n —1)

=1-9(k;0,n—1) (42)

=1—9¢(k;n—1)
wobei ¢ (-;d,n — 1) und ¥ (-; n — 1) die KVF der nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralititsparameter d

und Freiheitsgradparameter n — 1 sowie der t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n — 1, respektive, bezeichnen.
Sei nun also k := ka. Dann gilt

ag (ko) =1 — YP(kag)
1-9 (v (1= a0)

1—14ag

(43)

= a0,

Es folgt also direkt, dass bei der Wahl von k = kag, q¢(,ug) < «g ist und der betrachtete Test somit ein
Level-cvg-Test ist. Weiterhin folgt direkt, dass der Testumfang des betrachteten Tests bei der Wahl von k = kq
gleich o ist.
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(5) Testumfangkontrolle

Wahl von kq( = zp_l(l — ap;n — 1) mit n = 12 ag := 0.05 und resultierender Ablehnungsbereich

1-ao v t
1.0 5 _— 0.4
0.8
0.3
0.6
0.2
0.4 —
0.2 o1
' \\\ P(T>=Kq,)
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t t
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(5) Testumfangkontrolle
Praktisches Vorgehen
® Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz x1, ..., x,, eine Realisation von X1, ..., X,, ~
N(u, 0?) mit unbekannten Parametern v und o2 > 0 ist.
® Man mochte entscheiden ob fiir ein g € R eher Hy : p < po oder Hy : p > po zutrifft.

® Man wahlt ein Signifikanzniveau oo und bestimmt den zugehérigen Freiheitsgradparameter-
abhéngigen kritischen Wert kq,. Zum Beispiel gilt bei Wahl von a¢ := 0.05 und n = 12, also
Freiheitsgradparameter 11, dass ko.o5 = w71(1 — 0.05;11) ~ 1.80 ist.

® Anhand von n, po, Z, und s, berechnet man die Realisierung der T-Teststatistik

ti= 7 (M) (a4)

Sn
® Wenn t groBer-gleich ko ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls nicht.

® Die oben entwickelte Theorie garantiert dann, dass man in héchstens a - 100 von 100 Féllen

die Nullhypothese félschlicherweise ablehnt.
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(6) p-Werte

Bestimmung des p-Wertes
® Per Definition ist der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel g, bei welchem man die Nullhypothese
basierend auf einem vorliegendem Wert der Teststatistik ablehnen wiirde.

® Bei T' =t wiirde Hy fiir jedes ccg mit ¢t > 1[1_1(1 — ag;n — 1) abgelehnt werden. Fiir diese
ag gilt, wie unten gezeigt,
ap 2 P(T > t). (45)

® Das kleinste g € [0, 1] mit a9 > P(T > t) ist dann a9 = P(T > t), also folgt
p-Wert = P(T > t) =1 — ¢(t;n — 1). (46)

® Im Gegensatz zum zweiseitigen T-Tests ergeben sich fiir negative Werte von t sehr groBe
p-Werte.

® Zum Beispiel ist fiir 7' = 2.00 und n = 10 der p-Wert 0.038, fiir 7' = —2.00 und n = 10 ist
der p-Wert dagegen 0.961.
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(6) p-Werte

Bestimmung des p-Wertes

® Es bleibt zu zeigen, dass gilt
t>¢ (1 —ag;n—1) & ag > 2P(T > t) (47)
® Dies aber folgt aus
t>97 (1 —aosn —1)
@ p(tin-1)>v (v (1-agn—1);n—1)
S YP(tin—1)>1—ag (48)
SPT<t)>1—ap
Sag>1-P(T<t)
S oo >2P(T >1t)

Wah inli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 48




Einseitige Einstichproben-T-Tests

(7) Analyse der Powerfunktion

Wir betrachten die Testgiitefunktion
g : R — [0,1], n — qp(p) :zlfw(kao;du,nfl) (49)

bei kontrolliertem Testumfang, also fiir ko := 1/171(1 — ap;n — 1) mit festem g als Funktion
des Nichtzentralitatsparameters und des Stichprobenumfangs. Namentlich hangt hier ko, auch von

n ab.
Es ergibt sich die bivariate reellwertige Funktion
m:RXN=[0,1],(d,n) = 7(p,n) := 1 = P(kay;d,n — 1) (50)

Bei festgelegten ag hdngt die Powerfunktion des einseitige T-Tests mit zusammengesetzter Nullhy-
pothese also vom unbekannten Wert d und von der StichprobengréBe n ab. Wir visualisieren diese
Abhéangigkeiten untenstehend.

Wahrscheinli itstheorie und Fre istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 49




Einseitige Einstichproben-T-Tests

0.05

Powerfunktion fiir ag
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

Powerfunktion fiir g = 0.001
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

Powerfunktionen fiir 10 = 0

n(d,n=12), a,=0.05

(d,n =12), ao=0.001

Wahrscheil heorie und Fre

(d=3,n), ap=0.05

10 20 30 40 50

(d =3,n), o =0.001
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(7) Analyse der Powerfunktion
Praktisches Vorgehen

Mit groBerem n steigt die Powerfunktion des Tests an

® Ein groBer Stichprobenumfang ist besser als ein kleiner Stichprobenumfang.

® Kosten fiir die Erhdhung des Stichprobenumfangs werden aber nicht beriicksichtigt.
= Die Theorie statistischer Hypothesentests ist nicht besonders lebensnah.

Die Powerfunktion héngt vom wahren, aber unbekannten, Parameterwert d = /n(u — po)/o ab.

= Wenn man d schon kennen wiirde, wiirde man den Test nicht durchfiihren.
Generell wird folgendes Vorgehen favorisiert

® Man legt das Signifikanzniveau « fest und evaluiert die Powerfunktion.
® Man wahlt einen Mindestparameterwert d*, den man mit w(d, n) = 3 detektieren méchte.
® Ein konventioneller Wert ist 8 = 0.8.

® Man liest die fiir 7(d = d*, n) = 3 ndtige StichprobengréBe n ab.
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Einseitige Einstichproben-T-Tests

(7) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen

1i(d =3,n) fir ag=0.05, po =0
1.0
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T-Teststatistik
Einstichproben-T-Tests

Zweiseitige Einstichproben-T-Tests
Einseitige Einstichproben-T-Tests
Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen

Wahrscheinli itstheori ie und Fr
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T-Teststatistik
Einstichproben-T-Tests

Zweiseitige Einstichproben-T-Tests
Einseitige Einstichproben-T-Tests
Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen

Wahrscheinli itstheori ie und Fr
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Selbstkontrollfragen

1. Definieren Sie die T-Teststatistik.

2. Erlautern Sie die T-Teststatistik.

3. Geben Sie das Theorem zur nichtzentralen T-Transformation wieder.

4. Geben Sie das Theorem zur Verteilung der T-Teststatistik wieder.

5. Erlautern Sie das Anwendungsszenario eines Einstichproben-T-Tests.

6. Erlautern Sie mégliche Hypothesenszenarien eines Einstichproben-T-Tests.

7. Geben Sie das statistische Modell eines Einstichproben-T-Tests in klassischer Form an.

8. Geben Sie das statistische Modell eines Einstichproben-T-Tests in generativer Form an.

9. Erlautern Sie die Bedeutung des eines statistischen Modells in generativer Form.
10. Definieren Sie den zweiseitigen Einstichproben-T-Test.
11. Skizzieren Sie die Testgiitefunktion eines zweiseitigen Einstichproben-T-Test
12. Geben Sie die Definition des kritischen Werts fiir einen zweiseitigen Level-ag-Einstichproben-T-Test wieder.
13. Erlautern Sie das praktische Vorgehen bei Durchfiihrung eines zweiseitigen Level-ag-Einstichproben-T-Tests.
14. Geben Sie die Definition des p-Wertes Werts fiir einen zweiseitigen Einstichproben-T-Test wieder.
15. Von welchen Werten hangt die Powerfunktion eines Einstichproben-zweiseitigen T-Tests ab?
16. Skizzieren Sie die Powerfunktion des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests bei fester StichprobengréBe.

17. Skizzieren Sie die Powerfunktion des zweiseitigen Einstichproben-T-Tests bei festem Nichtzentralitdtsparameter.
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(14) Zweistichproben-T-Tests



Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben

Zweistichproben-T-Tests bei abhangigen Stichproben

Anwendungsbeispiele

Selbstkontrollfragen
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Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben
Zweistichproben-T-Tests bei abhangigen Stichproben
Anwendungsbeispiele

Selbstkontrollfragen
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben

Anwendungsszenario

® Zwei Stichproben experimenteller Einheiten
® Annahme unabhangiger identischer Normalverteilungen N (p1, %) und N(us2,o2)
. ul,ug,af,ag unbekannt.

® Quantifizieren der Unsicherheit beim inferentiellen Vergleich von 11 mit o beabsichtigt.

Anwendungsbeispielee

® BDI Score Datenanalyse bei zwei Gruppen psychiatrischer Patient:innen
o Gruppe 1 Psychoanalyse, Gruppe 2 Kognitive Verhaltenstherapie
o w1 # pao ? < Welche Therapie ist besser?

® Forcierte Schwimmtestdatenanalyse bei zwei Gruppen genmanipulierter Mause
o Gruppe 1 Wildtyp, Gruppe 2 Serotoninrezeptormutation

o w1 # po ? < Tragt Serotoninrezeptor zum Schwimmtestverhalten bei?
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben

Modellszenarien

® Annahme identischer Varianzen
® Annahme eines bekannten Varianzverhaltnisses

® Keine Annahmen zu Varianzen

Hypothesenszenarien

® Ho:py =p2und Hy g # po
® Ho:pyp <pgund Hy:py > pe

® Ho:pr > p2und Hy o py < pe

Wir betrachten hier exemplarisch Ho : 1 = p2 und Hy @ p1 # pe
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben

Modellszenarien

® Annahme identischer Varianzen
® Annahme eines bekannten Varianzverhiltnisses

® Keine Annahmen zu Varianzen

Hypothesenszenarien

® Ho:pr = p2 und Hy & g1 # p2
® Ho:pr <pzund Hy :py > p2

® Ho:pyr > p2und Hy @ py < p2
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(1) Statistisches Modell in klassischer Form

X1ty Xing ~ N(H1,02) sei eine Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekann-
tem Erwartungswertparameter p11 und unbekanntem Varianzparameter o2 > 0. Xo1, ey Xong ~
N(#Q,Uz) sei eine weitere Stichprobe eines Normalverteilungsmodells mit unbekanntem Erwar-
tungswertparameter (1o und unbekanntem Varianzparameter 2 > 0. Die Varianzparameter beider
Stichproben werden also als identisch vorausgesetzt. Der Parameter von Interesse ist (1, p2), der
Parameterraum des Modells ist © := R2.

(2) Statistisches Modell in generativer Form

Es sei
Xij = pi +eij mit ey ~ N(0,6%) firi=1,2und j =1, ..., n; (1)

wobei

® ; die Stichproben indiziert,

® j die experimentellen Einheiten indiziert,

® n,; die StichprobengréBen sind,

® X;; beobachtbare Zufallsvariablen sind,

® 1; feste Erwartungswertparameter der Stichprobenvariablen sind, und
.

€;; unabhangige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen sind.

Wahr
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(3) Testhypothesen, Teststatistik, Test

Wir betrachten die einfache Nullhypothese

Ho : p1 = p2 & Op = {(p1, p2) € R?|u1 = po} (2)
und die zusammengesetzte Alternativhypothese

Hi:py # p2 < O1 i= {(p1, p2) € R? |y # po}. (3)

Weiterhin betrachten wir die Zweistichproben-T-Teststatistik
X - X
Py (#) )
ni + ng S12

1(X1j - X1)2+ Z;lil(ij — X2)?2

1
o >t
X; = — § X, und Sip = = 5
n; g und e \/ (n1—1)+ (n2 —1) ®)
j=1

die Stichprobenmittelwerte und die gepoolte Stichprobenstandardabweichung, respektive, bezeichnen.

wobei fiir i = 1,2

SchlieBlich definieren wir den zweiseitigen kritischen Wert-basierten Test

&(X) == L7183 - (6)
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(4) Analyse der Testgiitefunktion

Theorem (Testguitefunktion)

Es sei ¢ der im obigen Modell formulierte Zweistichproben-T-Test. Dann ist die Testgiitefunktion von ¢ gegeben
durch

46t B? = [0,1], (41, p2) = ag(p1, p2)
=1l — "/‘(hdul,uQv"l + ng — 2) +w(7k;du1,“2,n1 + ng — 2) 7)

wobei (- Ay g, 1 +n2 — 2) die KVF der nichtzentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter

ning  p1 — U2
Apypg =) ——— (8)
ni + n2 o

und Freiheitsgradparameter n1 + ng — 2 bezeichnet.

Bemerkungen
® qg ist eine bivariate reellwertige Funktion.

® g4 kann alternativ als univariate reellwertige Funktion von A := p1 — po konzipiert werden.
® Im Vergleich zum Einstichprobenszenario gelten

ning
n < nig +ny—2, Ve [ ——, Bo— o = p1 — p2 9)
ni + n2

® Fiir einen Beweisansatz, sieche DeGroot and Schervish (2012) Seite 591.
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(4) Analyse der Testgiitefunktion

12.

12, ng

Testgiitefunktion gy fiir 02=9n
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(5) Testumfangkontrolle

Theorem (Testumfangkontrolle)

¢ sei der im obigen Testszenario definierte Test. Dann ist ¢ ein Level-ap-Test mit Testumfang «q,

wenn der kritische Wert definiert ist durch

kog = 1[)_1 (17%;n1+n272), (10)

wobei ¥ "1 (:;n1 + no — 2) die inverse KVF der t-Verteilung mit ny 4+ no — 2 Freiheitsgraden ist.

Bemerkungen

® Das Resultat folgt in Analogie zum Einstichproben-T-Test.
® |Im Vergleich zum Einstichproben-T-Testfall gilt lediglich

n—1<ny +ng —2. (11)
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(5) Testumfangkontrolle
Praktisches Vorgehen
® Man nimmt an, dass zwei vorliegende Datensitze x11, s Ting und x21, s T2ng Realisationen von

X1ty Xing ~ N(,ul,o'Z) und Xo1, ..., Xopy, ~ N(y.g,o'z) mit unbekannten Parametern

w1, p2, o2 sind.
® Man mochte entscheiden, ob eher Hg : 1 = po oder Hy : py1 # po zutrifft.

® Man wahlt ein Signifikanzniveau «g und bestimmt den zugehdrigen Freiheitsgradparameter-abhéangigen
kritischen Wert ko‘()' Zum Beispiel gilt bei Wahl von g := 0.05 und n1 = 12,n3 = 12, also
Freiheitsgradparameter 12+12-2 = 22, dass kg.o5 = 1})71(1 — 0.05/2;22) =~ 2.07 ist.

® Anhand von ni,n2,Z1, T2 und der gepoolten Stichprobenstandardabweichung sj2 berechnet man die

Realisierung der Zweistichproben-T-Teststatistik

ning 1 — T2
t= _ — (12)
ni + n2 s12
® Wenn t groBer-gleich kao ist oder wenn t kleiner- gleich _kO‘O ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls

lehnt man sie nicht ab.

® Die oben entwickelte Theorie des Zweistichproben-T-Tests garantiert dann, dass man in héchstens ag - 100
von 100 Féllen die Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(6) p-Werte

Bestimmung des p-Wertes

® Per Definition ist der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel g, bei welchem man die Nullhypothese

basierend auf einem vorliegendem Wert der Teststatistik ablehnen wiirde.

® Bei T =t wiirde Hy fiir jedes cg mit || > ¢~ (1 — g /2; n1 + no — 2) abgelehnt werden.
Fiir diese g gilt, wie bereits mehrfach gezeigt,

a0 > 2B(T > |t)). (13)
® Das kleinste g € [0, 1] mit ag > 2P(T" > |¢]) ist dann g = 2P(T > |¢]), also folgt
p-Wert = 2P(T > [t]) = 2(1 — ¥ (|t]; n1 + n2 — 2)). (14)

® Im Vergleich zum Einstichprobenfall gilt lediglich n < nq1 + na — 2.
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(7) Analyse der Powerfunktion

Wir betrachten die Testgiitefunktion

2
g R* = [0, 1], (p1, p2) = q¢ (1, p2)
=1 —=(k;dug ug,n1 +n2 —2) +P(=k;duy uy,n1 +n2 —2)  (15)
als Funktion des Nichtzentralitdtsparameters und der Summe der Stichprobenumfinge n := ny 4+ no

bei kontrolliertem Testumfang, also fiir ko := 1/)71(1 — ap/2;n — 2) mit festem ap.

Es ergibt sich die multivariate reellwertige Funktion

m:R x N? = [0,1], (d, n) —
m(d,n) :=1—1p(kag;d,n — 2) + Y(—kag;d,n —2) (16)

Bei festgelegten g hangt die Powerfunktion des zweiseitigen T-Tests mit einfacher Nullhypothese
also vom unbekannten Wert d und von der Summe der StichprobengréBen n ab. De-facto handelt es
sich also um die gleiche Powerfunktion wie beim zweiseitigen Einstichproben-T-Test mit dem einzigen
Unterschied, dass fiir den Freiheitsgradparameter n — 2 anstelle von n — 1 gilt. Wir verzichten auf

eine erneute Visualisierung.

Wahr
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(7) Analyse der Powerfunktion
Praktisches Vorgehen
Mit groBerem n = ni + no steigt die Powerfunktion des Tests an
® FEin groBer Stichprobenumfang ist besser als ein kleiner Stichprobenumfang.

® Kosten fiir die Erhdhung des Stichprobenumfangs werden aber nicht beriicksichtigt.
® Ungleichgewichte zwischen n1 und na werden durch die Tatsache ausglichen, dass Datenpunkte
einer Stichproben auch zur Varianzschitzung in der anderen Stichprobe beitragen, da eine
identische Varianz vorausgesetzt wurde.
Die Powerfunktion hiangt vom wahren, aber unbekannten, Parameterwert d = /n(u1 — po)/o ab.

= Wenn man d schon kennen wiirde, wiirde man den Test nicht durchfiihren.
Generell wird folgendes Vorgehen favorisiert

® Man legt das Signifikanzniveau « fest und evaluiert die Powerfunktion.
® Man wahlt einen Mindestparameterwert d*, den man mit w(d, n) = 3 detektieren méchte.
® Ein konventioneller Wert ist 8 = 0.8.

® Man liest die fiir m(d = d*, n) = 3 ndtige StichprobengréBe n ab.

Wahr
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben unter Annahme identischer Varianzen

(7) Analyse der Powerfunktion

Praktisches Vorgehen
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1(d = 3,n) fur ag=0.05

Nopt

10 15 20

Wahr
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben

Modellszenarien

® Annahme identischer Varianzen
® Annahme eines bekannten Varianzverhiltnisses

® Keine Annahmen zu Varianzen

Hypothesenszenarien

® Ho:pi =p2und Hy @y # pe
® Ho:pr <pzund Hy :py > p2

® Ho:pyr > p2und Hy @ py < p2
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben bei bekanntem Varianzverhéltnis

Uberblick

® Die obige Theorie kann fiir eine bekannte Konstante k > 0 auf den Fall des statistischen
Modells
X11, eeey Xlnl ~ N(Nh 0’%) und le, cey X2n2 ~ N(p,27 ]CO'%) (17)

erweitert werden.

® In diesem Fall hat die Zweistichproben-T-Teststatistik definiert durch (cf. DeGroot and Schervish
(2012), S. 593)
1 /- _
(n1 +n2 —2)2 (X1 — X2)
T := (18)

1 6 \5 (2, 53 3
(& + %) (Sl+7>

mit den jeweiligen Stichprobenmittelwerten X1 und X5, sowie den Stichprobenvarianzen Sf

und Sg eine nichtzentrale t-Verteilung mit Freiheitsgradparameter n; 4+ ngy — 2.

® Wir wollen diesen Fall hier nicht weiter vertiefen.
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben

Modellszenarien

® Annahme identischer Varianzen
® Annahme eines bekannten Varianzverhiltnisses

® Keine Annahmen zu Varianzen

Hypothesenszenarien

® Ho:pi =p2und Hy @y # pe
® Ho:pr <pzund Hy :py > p2

® Ho:pyr > p2und Hy @ py < p2

Wahr
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Zweistichproben-T-Test bei unabhangigen Stichproben ohne Varianzannahmen

Uberblick

® Wenn im Rahmen des statistischen Modells
2 2
X11, s X1ny ~ N(p1,07) und Xo1, ..., Xon, ~ N(p2,03) (19)

alle vier Parameter pu1, p2, a%, crg sowie das Varianzverhaltnis k = ag/a% als unbekannt vorausgesetzt
werden, kann obige Theorie nicht auf diesen Fall angewendet werden. Das Problem der statistischen Inferenz

wird in diesem Fall als Behrens-Fisher Problem bezeichnet.

Eine populdre Methode zur statistischen Inferenz im Behrens-Fisher Problem geht auf Welch (1938) zuriick.
Diese Methode bedient sich der Teststatistik

52 52 1/2
To= (%X - X 1 2 , 20
( B 2)/ <n1(n1—1) R ' @0

wobei Sf und Sg die Stichprobenvarianzen bezeichnen. Die Verteilung von T ist unbekannt, kann aber mit

einer (nichtzentralen) t-Verteilung approximiert werden.

Der Freiheitsgradparameter dieser approximierenden (nichtzentralen) t-Verteilung ergibt sich dabei mithilfe der

beobachteten Werte s% und sg von Sf und 5’2, respektive, zu

52 s2 $2\ 2 21\ 2
. 51 " 2 / L hETR (2 L ()
ny(ny — 1) ng(ng — 1) (n1 —1)3 ny (ng — 1)3 no

® Wir wollen die theoretische Begriindung dieses Vorgehens hier nicht weiter vertiefen.
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Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben

Zweistichproben-T-Tests bei abhangigen Stichproben

Anwendungsbeispiele

Selbstkontrollfragen
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

Anwendungsszenario

® Zwei Messungen an einer Gruppe experimenteller Einheiten.
® Annahme “abhingiger” Normalverteilungen N (u1,0%) und N(p2,03)
. ;Ll,ug,af,ag unbekannt.

® Quantifizieren der Unsicherheit beim inferentiellen Vergleich von 11 mit o beabsichtigt.

Anwendungsbeispielee

® BDI Datenanalyse bei Psychotherapie
o Erste Messung vor Psychotherapie, zweite Messung nach Psychotherapie

o w1 # pa? < Hat Psychotherapie einen Einfluss auf BDI?

® Reaktionszeitdatenanalyse zur visuellen Wahrnehmung
o Bedingung 1: Hoher Kontrast, Bedingung 2: Niedriger Kontrast

o w1 # p2? < Hat Stimuluskontrast Einfluss auf perzeptuelle Entscheidungen?
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form
Es sei

Xij = pi + By + €15 mit B; ~ N(0,03) und €55 ~ N(0,02) firi=1,2,j=1,...,n, (22)
wobei

¢ die Messungen (abhangige Stichproben) und j die experimentellen Einheiten indizieren,
Xi; beobachtbare Zufallsvariablen sind,

1, feste Erwartungswertparameter der Messungen sind,

f; unabhangige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen sind, und

€45 unabhangige normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen sind.

Alle 8; und €;; werden als voneinander unabhangig vorausgesetzt.

Die X;; modellieren Datenpunkte,

die p; modellieren feste Messungs-abhangige Effekte,

die 3; modellieren zufallige experimentelle Einheits-abhangige Effekte,
die £;; modellieren (wie immer) zuféllige Storeffekte.

Lineare Modelle mit festen Effekten (fixed effects) und zufilligen Effekten (random effects) heiBen
gemischte Modelle (linear mixed models).
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form

Datengeneration
# Modellspezifikation
n =12 # Stichprobengrife
mu = ¢(10,12) # feste Effektparameter \mu_1, mu_2
sigsqr_beta = 5 # zufilliger Effektparameter \sigsgqr_\beta
sigsqr_veps = 1 # Storvariablenparameter \sigsqr_\varepsilon
# Datengeneration
X = data.frame( # Datensatzinitialisierung
mu_1 = rep(NaN,n), # \mu_1
mu_2 = rep(NaN,n), # \mu_2
beta_j = rep(NaN,n), # \beta_j,
= rep(NaN,n), # \varepsilon_{15},
vep = rep(NaN,n), # \varepsilon_{25},
X_1j = rep(NaN,n), # X {15}, j = 1,
X_2j rep(NaN,n)) # X {25}, j=1,...
# Iterationen tber ezperimentelle Einheiten
for(j in 1:n){
beta_j = rnorm(1,0,sqrt(sigsqr_beta)) # zufilliger exzperimenteller Einheits-abhdingiger Effekt
X[[j,31] = beta_j # \beta_j
# Iterationen uber Messungen
for(i in 1:2){
eps_ij = rnorm(1,0,sqrt(sigsqr_veps)) # zufilliger Storvariablenwert
X[03,1i1] = mu[i] # \mu_1
X[[j,3+i1] = eps_ij # \varepsilon_{ij}
X[[j,5+i]] = muli] + beta_j + eps_ij # X_{ij} = \mu_i + \beta_j + \varepsilon_{ij}
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form

Datenbeispiel

mu_1 mu_2 beta_j veps_1_j veps_2_] X_1j X_2j

10 12 -3.131 0.255 -2.437 7.12 6.43
10 12 -0.012 0.622 1.148 10.61 13.14
10 12 -4.074 -0.247 -0.244 5.68 7.68
10 12 -0.632 -0.554 0.629 8.81 12.00
10 12 4.618 -1.631 0.512 12.99 17.13
10 12 -4.166 -0.522 -0.053 531 7.78
10 12 1.214 -0.914 0.468 10.30 13.68
10 12 0.812 -1.305 0.738 9.51 13.55
10 12 4.223 -0.097 -0.936 14.12 15.29
10 12 -0.036 -0.827 -1.512 9.14 10.45
10 12 2.092 0.176 0.244 12.27 14.34
10 12 3.630 0.112 -0.134 13.74 15.50

Wahr
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form

Datenbeispiel

18
o)
. %g
14 - 8 9
o/g
12 © o
8%0
10 —
8
8 e
O%o
¢ 8
i
X]_j XZ]

Wahr
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form

Theorem (Verteilung der Differenzvariablen)

Das oben formulierte statistische Modell eines Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben
sei gegeben und fiir j = 1,...,n sei X; := X ;2 — X1 die Differenzvariable der Zufallsvariablen

X1 und X ;2. Dann gilt

X1,y Xy ~ N(p,02%) mit g := po — pq und o2 := 20?. (23)

Bemerkungen

® Hinsichtlich der Differenzvariablen X ; handelt es sich um das Einstichproben-T-Testszenario.

® Die Hypothesen des Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben hinsichtlich der Erwartungswertpa-
rameter 1 und po lbertragen sich wie folgt auf die Einstichproben-T-Test Hypothesen in bezug auf den

Erwartungswertparameter fi:

Zweistichproben-T-Test
Ho : p1 = p2 Hi :p1 # p2
Ho @ p1 < pa Hy :py > pa
Ho : p1 > p2 Hy:pr < p2

L4l

Einstichproben-T-Test
Hp:p=0 Hy:p#0
Hgp:p >0 Hy:p<O0
Hg:p <0 Hy:p>0
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form
Beweis

Wir halten zunichst fest, dass

Xj = Xaj — Xy

w2 + Bj +e25 —p1 — Bj — €1y

(24)
= p2 — H1 t ez — €15
=ptej,
wobei wir p := pg — p1 und €5 = €g5 — €1 definiert haben.

In Generalisierung des Summentransformationtheorems fiir normalverteilte Zufallsvariablen (cf. (6) Transformationen
der Normalverteilung) halten wir weiterhin fest, dass fiir unabhangige Zufallsvariablen X; ~ N(u;, Uiz),i =

1, ..., n und Koeffizienten a;,i = 1, ..., n gilt, dass
n n n
S i n [ wn Y ale? (25)
i=1 i=1 =1
Mit a1 := 1 und ag := —1 folgt dann aus €;; ~ N (0, 0c), ¢ = 1, 2 direkt, dass
gj~N (0, 205) (26)

Mit der Definition o2

Transformation folgt das Resultat dann direkt.

= 20’? und dem Transformationstheorem fiir normalverteilte Zufallsvariablen bei linear-affiner
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(1) Statistisches Modell in generativer Form

Visualisierung des Zweistichproben-T-Test Theorems

n =12, = 10, pu2 :12,0% :5,0’? =1

Xy Xy X
0.25 0.25 0.35
0.30
0.20 0.20 Th
0.25 o /
0.15 0.15 020 4 [
0.10 0.10 015 [ 1
0.10
0.05 0.05 f
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Xaj X X
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(3) Praktisches Vorgehen

® Man nimmt an, dass ein vorliegender Datensatz von Messpaaren x11 und 21, 12 und x22,
..., T1n und T2, eine Realisation von X;;,7 =1,2,5 = 1,...,n wie in der Beschreibung des

generativen Modells definiert ist.
® Man bildet die Differenzwerte £1 = 21 — T11, T2 = T22 — T12, ..., Tn = T2y — Tin-

= Man nutzt die Theorie des Einstichproben-T-Tests zum Testen der Hypothesen des
Zweistichproben-T-Tests mit abhangigen Stichproben.

Wahrscheinli itstheorie und Fr istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 31




Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(3) Praktisches Vorgehen

Datenbeispiel

mu_1 mu_2 beta_j veps_1_j veps_2_j X_1j X_2j X_j
10 12 -4.271 -0.279 -0.313 5.45 7.42 1.966
10 12 2.387 0.070 -0.639 12.46 13.75 1.2091
10 12 -0.112 -0.251 0.445 9.64 12.33 2.696
10 12 6.161 0.047 0.578 16.21 18.74 2.531
10 12 0.264 -1.912 0.862 8.35 13.13 4.774
10 12 -0.544 -0.206 0.019 9.25 11.47 2.225
10 12 0.066 0.550 -2.274 10.62 9.79 -0.824
10 12 5.998 -0.361 0.213 15.64 18.21 2.575
10 12 2.402 -0.665 1.114 11.74 15.52 3.779
10 12 -0.550 -1.178 -0.976 8.27 10.47 2.202
10 12 2.382 0.132 0.489 12,51 14.87 2.357
10 12 -3.800 -1.471 0.284 4.73 8.48 3.755

= Einstichproben-T-Test basierend auf X;,5 =1,...,n

Wahr
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Zweistichproben-T-Test bei abhangigen Stichproben

(3) Praktisches Vorgehen

Datenbeispiel

20

15

10

Rohdatenwerte

Y

Differenzwerte

5 7 o

4 o

3 —

2- g

1 4 o

0 —
-1 - °
-2

= Einstichproben-T-Test basierend auf X;,j =1,...,n
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Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben

Zweistichproben-T-Tests bei abhangigen Stichproben

Anwendungsbeispiele

Selbstkontrollfragen
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Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben

Zweistichproben-T-Tests bei abhangigen Stichproben

Anwendungsbeispiele

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Erldutern Sie das Anwendungsszenario eines Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben.
2. Nennen Sie drei Modellszenarien fiir Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben.

3. Geben Sie das statistische Modell eines Zweistichproben-T-Tests bei unabhéngigen Stichproben in klassischer

Form an.

4. Geben Sie das statistische Modell eines Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben in generativer

Form an.
5. Definieren Sie die gepoolte Stichprobenstandardabweichung.
6. Definieren Sie die Zweistichproben-T-Teststatistik.

7. Definieren Sie den kritischen Wert fiir einen zweiseitigen Level-ag-Zweistichproben-T-Tests bei unabhéangigen
Stichproben.

8. Erlautern Sie das praktische Vorgehen bei Durchfiihrung eines zweiseitigen Level-ag-Zweistichproben-T-Tests
bei unabhingigen Stichproben.

9. Erliutern Sie das Szenario eines Zweistichproben-T-Tests bei unabhangigen Stichproben mit bekanntem

Varianzverhaltnis.

10. Definieren Sie das Behrens-Fisher Problem.

11. Erlautern Sie das Anwendungsszenario eines Zweistichproben-T-Tests bei abhingigen Stichproben.

12. Geben Sie das statistische Modell eines Zweistichproben-T-Tests bei abhangigen Stichproben in generativer
Form an.

13. Geben Sie das Theorem zur Verteilung der Differenzvariablen im Zweistichproben-T-Tests bei abhangigen
Stichproben wieder.

14. Erlautern Sie das praktische Vorgehen bei Durchfiihrung eines Zweistichproben-T-Tests bei abhingigen
Stichproben.
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