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Datum Einheit Thema

14.10.2021 Einfilhrung (1) Einfithrung

21.10.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (2) Wahrscheinlichkeitsraume

28.10.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (3) Elementare Wahrscheinlichkeiten

04.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (4) Zufallsvariablen

11.11.2021 Wahrscheinlichkeitstheorie (5) Multivariate Verteilungen

18.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (6) Erwartungswert und Kovarianz

25.11.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (7) Ungleichungen und Grenzwerte

02.12.2021 Wabhrscheinlichkeitstheorie (8) Normalverteilungstransformationen

09.12.2021 Frequentistische Inferenz (9) Modelle, Statistiken und Schatzer

16.12.2021 Frequentistische Inferenz (10) Schatzereigenschaften
Weihnachtspause

06.01.2022 Frequentistische Inferenz (11) Konfidenzintervalle

13.01.2022 Frequentistische Inferenz (12) Hypothesentests

20.01.2022 Frequentistische Inferenz (13) Einstichproben-T-Tests

27.01.2022 Frequentistische Inferenz (14) Zweistichproben-T-Tests

31.01 2022 Klausur 16 - 17 Uhr, G44 - H6

Jul 2022 Klausurwiederholungstermin
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Reprasentation zentraler Eigenschaften

Modellierun,
% g

Modell Realitat

Wahrscheinlichkeitstheorie Zufallsvorgange

popstitiscresocel Phanomene, die von Menschen

Q,AP),X: Q>R nicht mit absoluter Sicherheit
Wahrscheinlichkeitsrechnung vorhergesagt werden kénnen.

Px(8) = P(X71(5)

Quantifizierung von Unsicherheit
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Wir nehmen an, dass die BDI Scores der Proband:innen Realisierungen
unabhéngiger und identisch normalverteilter Zufallsvariablen sind.

% Modellierung

Modell Realitat

Zufallsvorgang

Wahrscheinlichkeitstheorie 4

Klinische Studie zum Vergléi'ch éer Effekte von

X ~N(u,0%),j=1,..,n
Y (0%, 2 Klassischer und Onlirie PT bei Depression

Xaj ~ N(uz,02),j = 1,...,m,
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Definition

Definition (Zufallsvektor)

(22, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, S) sei ein n-dimensionaler Messraum. Ein n-
dimensionaler Zufallsvektor ist definiert als eine Abbildung

X1(w)
X: Qo X w— X(w):= : (1)
Xn(w)
mit der Messbarkeitseigenschaft
{we QX (w) € S} € Afiralle S € S. (2)
Bemerkungen
X ist messbar, wenn die Komponentenfunktionen X7, ..., X,, messbar sind.

Die Komponentenfunktionen eines Zufallsvektors sind Zufallsvariablen.

L]
°
® Ein n-dimensionaler Zufallsvektor ist die Konkatenation von n Zufallsvariablen.
® Fiir einen Zufallsvektor schreiben wir auch hiufig X := (X1, ..., X,,).

.

Fiir n := 1 ist ein Zufallsvektor eine Zufallsvariable.
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Definition

Xy (w)

Q,A,P) X:Q-X, 0w X(w):= :
Xp(w)

(X'S' ]PX)

P(X71(S)) = P({w € Q|X(w) € S}) =:Px(S)
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Multivariate Verteilungen

Definition (Multivariate Verteilung)
(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, S) sei ein n-dimensionaler Messraum und
X:Q > X, w— X(w) (3)
sei ein Zufallsvektor. Dann heiBt das WahrscheinlichkeitsmaB Px, definiert durch
Px : S = [0,1],8 = Px(S) :i= B(X'(5)) = P({w € QX (w) € S}) Q)

die multivariate Verteilung des Zufallsvektor X .

Bemerkungen

® Der Einfachheit halber spricht man oft auch nur von “der Verteilung des Zufallsvektors X ."
® Die Notationskonventionen fiir Zufallsvariablen gelten fir Zufallsvektoren analog, z.B.
Px(X €S)=P{X € S}) =P({w € Q|X(w) € S})
Px (X =a):=P({X = }) =P ({w € Q|X(w) = a}) “
Px(X <z):=P({X <2}) =P({w € Q[X(v) < =})
Px(z1 £ X S z2):=P({z1 < X <a2}) =P({w € Qlz1 < X(w) < z2})

® Relationsoperatoren wie < werden hier komponentenweise verstanden.

Zum Beispiel heift z < y fir z,y € R™, dass z; < y; firallei =1,...,n.
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Multivariate Verteilungen

Definition (Multivariate kumulative Verteilungsfunktionen)
X sei ein Zufallsvektor mit Ergebnisraum X. Dann heiBt eine Funktion der Form
Px : X - [0,1], z — Px(z) :=Px(X < z) (6)

multivariate kumulative Verteilungsfunktion von X.

Bemerkung

® Multivariate kumulative Verteilungsfunktionen kénnen zur Definition von multivariaten Vertei-
lungen genutzt werden, haufiger ist allerdings die Definition multivariater Verteilungen durch
multivariate Wahrscheinlichkeitsmasse- oder Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen.
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Multivariate Verteilungen

Definition (Diskreter Zufallsvektor, multivariate WMF)

(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — X ein Zufallsvektor. X heiBt diskreter
Zufallsvektor, wenn der Ergebnisraum X endlich viele oder héchsten abzéhlbar viele Elemente
z;,1 = 1,2, ... enthalt. Die multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion (WMF) eines diskreten

Zufallsvektors X wird mit px bezeichnet und ist definiert durch

px : X - [0,1],z — px (z) :=Px (X = z). ()

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WMF ist analog zum Begriff der WMF.
® Man spricht oft einfach von der WMF eines Zufallsvektors.
® Wie univariate WMFen sind multivariate WMFen nicht-negativ und normiert.
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Multivariate Verteilungen

Beispiel (Multivariate Wahrscheinlichkeitsmassefunktion)

Wir betrachten einen zweidimensionalen Zufallsvektor X := (X1, X2) der Werte in X := X; X X2
annimmt, wobei X7 := {1, 2,3} und X> = {1, 2, 3,4} seien.

Eine exemplarische bivariate WMF der Form
px :{1,2,3} x {1,2,3,4} — [0,1], (z1, ®2) = px (v1,22) (©)

ist dann durch nachfolgende Tabelle definiert.

px(z1,@2) | T2 =1 2=2 22=3 z2=4
r1 =1 0.1 0.0 0.2 0.1
Ty =2 0.1 0.2 0.0 0.0
r] =3 0.0 0.1 0.1 0.1

Man beachte, dass Zilzl Zizzl px(z1,z2) = 1.

heorie und Fr istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 14

Wahr




Multivariate Verteilungen

Definition (Kontinuierlicher Zufallsvektor, multivariate WDF)

Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Zufallsvektor der Form X : € — R™ heiBt kontinuierlicher
Zufallsvektor. Die multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) eines kontinuierlichen Zufallsvektors X ist
eine Funktion

px :R" = Rxq,z — px(z), (9)
mit den Eigenschaften

W [, rx@de=1

(@) Bx(ay < X mp) = [78 - [730 px(er, o n)doy - den

1y Tlp

Bemerkungen

® Der Begriff der multivariaten WDF ist analog zum Begriff der WDF.
® Man spricht haufig auch einfach von der WDF eines Zufallsvektors
® Wie univariate WDFen sind multivariate WDFen nicht-negativ und normiert.
® Wie fiir kontinuierliche Zufallsvariablen gilt fiir kontinuierliche Zufallsvektoren
1 Tn
Px(X =2)=Px(z< X <z)= px(s1,...,8p)dst - -dsp, =0 (10)

T Ty
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Marginalverteilungen

Definition (Univariate Marginalverteilung)

(£2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, S) sei ein n-dimensionaler Messraum, X : Q@ — X sei
ein Zufallsvektor, Px sei die Verteilung von X, X; C X sei der Ergebnisraum der iten Komponente
X; von X, und S; sei eine o-Algebra auf X;. Dann heiBt die durch

Px, :Si = [0,1],S = Px (X1 X -+ X X1 X S X Xip1 X -+ x Xy) fir S€S;  (11)
definierte Verteilung die ite univariate Marginalverteilung von X .
Bemerkungen

® Univariate Marginalverteilungen sind die Verteilungen der Komponenten eines Zufallsvektors.
® Univariate Marginalverteilungen sind Verteilungen von Zufallsvariablen.
® Die Festlegung der multivariaten Verteilung von X legt auch die Verteilungen der X; fest.

Wahr
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Marginalverteilungen

Theorem (Marginale Wahrscheinlichkeitsmasse- und dichtefunktionen)

(1) X = (X1, ..., Xn) sei ein n-dimensionaler diskreter Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsmassefunktion p x
und Komponentenergebnisraumen X7, ..., X),. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsmassefunktion der iten

Komponente X; von X als

px; : X — [0,1],z; = px, (@) :=

Z ZZ pr($1,< STG_15 Ty Tifds e Tn)  (12)

Ti—1 %41

(2) X = (X1, ..., Xpn) sei ein n-dimensionaler kontinuierlicher Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
px und Komponentenergebnisraum R. Dann ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der iten Komponente
X, von X als

px; R = R>q, 2y = px, (@) 1=

feae J S px(®1, 0 Ti—1, @4, Tt 1, oo, Tn) dor .. doi 1 dTiqg .. don. (13)
z1 Tj_1 T4l Tn
Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Die WMFen der univariaten Marginalverteilungen diskreter Zufallsvektoren ergeben sich durch Summation.
® Die WDFen der univariaten Marginalverteilungen kontinuierlicher Zufallsvektoren ergeben sich durch Integration.
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Marginalverteilungen

Beispiel (Marginale Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor X := (X, X2) der Werte in X :=
Xy X Xz annimmt, wobei Xy := {1,2,3} und X5 = {1, 2, 3,4} seien.

Basierend auf der oben definierten WMF ergeben sich folgende marginalen WMFen px, und px,

px(a}l,ZQ) I2:1 I2:2 :L’2:3 w2:4 pxl(ml)
=1 0.1 0.0 0.2 0.1 0.4
T =2 0.1 0.2 0.0 0.0 0.3
r1 =3 0.0 0.1 0.1 0.1 0.3
pxy(T2) 0.2 0.3 0.3 0.2

Man beachte, dass Zzlzlpxl (z1) =1 und Zi2:1 PXo (z2) = 1 gilt.

Wahr

heorie und Fr istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 19




Definition

Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen

Wahr

heorie und Fr

istische Inferenz | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 20




Bedingte Verteilungen

Vorbemerkungen

Wir erinnern uns, dass fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und zwei Ereignisse A, B € A
mit P(B) > 0 die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B definiert ist als

P(AN B)

P(A|B) = )

(14)

Analog wird fiir zwei Zufallsvariablen X1, X2 mit Ereignisrdumen X, X2 und (messbaren) Mengen
S1 € X1,S2 € Xy die bedingte Verteilung von X gegeben X5 mithilfe der Ereignisse A :=
{X1 € S1} und B := {X3 € Sz} definiert.

So ergibt sich zum Beispiel die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass X; € S; gegeben dass X5 € S>
unter der Annahme, dass P({X2 € Sa2}) > 0, zu

P({X1 € S1} N {X2 € S2})
P({X2 € S2}) ’

P({X; € S1}|{X2 € S2}) = (15)

In der Folge betrachten wir zunichst durch die WMFen/WDFen zweidimensionaler Zufallsvektoren
definierte bedingte Verteilungen.
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Bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WMF, diskrete bedingte Verteilung)

X := (X1, X2) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X := X1 X X2, WMF px = PX{,Xo und
marginalen WMFen PXq und PXoy- Die bedingte WMF von X gegeben X9 = zg ist dann fiir PXq (z2) >0
definiert als

PX1,Xo (71, 22)

PXq|Xg=ag : X1 = [0,1], 21 = Px, | xg=ay (®1]22) = (16)
11Xo==2 11 X2=a2 px, (z2)
Analog ist fur PX, (z1) > 0 die bedingte WMF von X5 gegeben X1 = x1 definiert als
PX1,Xo (71, 22)
Pyl xymay X2 = [0,1], @2 = x| xy map (@1 ]22) 1= A2 2 (17)

px, (w1)

Die bedingten Verteilungen mit WMFen PXq|Xg=zq und PXq|X1=x1 heiBen dann die diskreten bedingten
Verteilungen von X1 gegeben Xo = xo und Xo gegeben X1 = x1, respektive.

Bemerkungen

® |n Analogie zur Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit von Ereignissen gilt also

» (21]22) = PXy x5 (F1,2) P{X1 =21} N {Xz = 22}) (18)
X112 Px,(22) P({X2 = x2})

® Bedingte Verteilungen sind (lediglich) normalisierte gemeinsame Verteilungen.
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Bedingte Verteilungen

Beispiel (Bedingte Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor X := (X1, X2) der Werte in X :=
Xy X X3 annimmt, wobei X; := {1,2,3} und X5 = {1, 2, 3,4} seien.

Basierend auf der oben definierten WMF und den entsprechenden oben evaluierten marginalen

WMFen ergeben sich folgende bedingte WMPFen fiir px, | x; =a;

\begin{table}

PXl\Xz(I1712) To =1 To =2 To =3 To =4
Pxglx =1(z2lt1 =1) | 35 =025 82 =000 §5=050 35 =025
Pxyix,=2(T2lz1 =2) | 34 =033 32=066 2=000 $3=0.00
Pxyxy=3(x2|lz1 =3) | 33 =000 3£+=033 31=033 3I1=033
\end{table}
Bemerkungen

4
® Man beachte, dass Zw2:1 PXo|X1=xz1 (z2|z1) = 1 firallez; € X7.

® Man beachte die qualitative Ahnlichkeit der WMFen PX1,Xo (z1,2z2) und PXq|Xq (z2|x1).

® Bedingte Verteilungen sind (lediglich) normalisierte gemeinsame Verteilungen.
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Bedingte Verteilungen

Definition (Bedingte WDF, kontinuierliche bedingte Verteilungen)

X := (X1, X2) sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R?, WDF px = DX1,Xo
und marginalen WDFen px, und px, . Die bedingte WDF von X; gegeben X5 = 3 ist dann fiir
pxq(x2) > 0 definiert als

Pxq, X, (T1,22)

PXq|Xg=ay P R = R>0,21 = Px | xp=a, (T1|22) := (19)
11 Xo2=z2 > 1| X2=zo Py (T2)
Analog ist fiir px, (1) > 0 die bedingte WMF von X> gegeben X; = z; definiert als
Pxq, X, (T1,22)
PxXalX1=c1 R = Rx0, @2 = pxy X, —ay (T2]71) 1= ——2—— (20)

pPx;y (ml)

Die Verteilungen mit WDFen px,|x,=z, Und px,|x; =z, heiBen dann die kontinuierlichen be-
dingten Verteilungen von X1 gegeben Xo = xo und X2 gegeben X1 = x1, respektive.

Bemerkung

® Im kontinuierlichen Fall gilt zwar P(X = z) = 0, aber nicht notwendig auch px (z) = 0.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (Unabhéngige Zufallsvariablen)

(22, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X := (X1, X2) ein zweidimensionaler Zufallsvektor.
Die Zufallsvariablen X1, X2 mit Ergebnisrdumen X7, X5 heiBen unabhingig, wenn fir alle S; C X3
und Sz C X gilt, dass

Px(Xl € 51,X2 € SQ) = lPXl (X1 S Sl)sz(XQ S S2) (21)

Bemerkungen

® Die Definition besagt, dass die Ereignisse { X1 € S1} und {X2 € S2} unabhingig sind.

® Es gilt also auch, dass P({X1 € S1})[{X2 € S2}) = P({X1 € S1}).

® Wissen um das Ereignis {X2 € S2} verandert die Wahrscheinlichkeit von {X; € S1} nicht.
® Einen formaleren Zugang bietet das Konzept der Produktwahrscheinlichkeitsrdume.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Theorem (Unabhangigkeit und Faktorisierung der WMF /WDF)

(1) X := (X1, X2) sei ein diskreter Zufallsvektor mit Ergebnisraum X; X X2, WMF px und
marginalen WMFen px, ,px,. Dann gilt

X3 und X> sind unabhéngige Zufallsvariablen <
px (z1,T2) = px; (T1)px, (w2) fur alle (1, 22) € X1 X Xz (22)

(2) X := (X1, X2) sei ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Ergebnisraum R?, WDF px und
marginalen WMFen px,,px,. Dann gilt

X1 und X5 sind unabhingige Zufallsvariablen <

px (z1,w2) = px; (T1)px, (z2) fir alle (z1,xz2) € R2. (23)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Die Produkteigenschaft px (1, z2) = px; (z1)px, (x2) heiBt auch Faktorisierung.
® Unabhingigkeit zweier ZVen entspricht der Faktorisierung ihrer gemeinsamen WMF /WDF.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Beispiel (Unabhéngige diskrete Zufallsvariablen)

Wir betrachten erneut den zweidimensionalen Zufallsvektor X := (Xl, X5), der Werte in {1, 2, 3} X

{1,2, 3,4} annimmt, und dessenn gemeinsame und marginale WMFen die untenstehende Form

haben
px(xl,ZEQ) mg:l IQ:Q I2i3 12:4 pxl(rl)
=1 0.10 0.00 0.20 0.10 0.40
r =2 0.10 0.20 0.00 0.00 0.30
1 =3 0.00 0.10 0.10 0.10 0.30
pxy(T2) 0.20 0.30 0.30 0.20

Da hier gilt, dass

px(1,1) = 0.10 # 0.08 = 0.40 - 0.20 = px, (1)px, (1)

sind die Zufallsvariablen X; und X5 nicht unabhéngig.

Wahr

heorie und Fr

(24)
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Unabhangige Zufallsvariablen

Beispiel (Unabhingige diskrete Zufallsvariablen)

Die gemeinsame Verteilung von X1 und X2 unter der Annahme der Unabhangigkeit von X1 und Xo bei gleichen
Marginalverteilungen ergibt sich zu

px(z1,®2) | 2o =1 x9=2 23=3 =x3=4 | px,(x1)
x1 =1 0.08 0.12 0.12 0.08 0.40
xr] =2 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
x1 =3 0.06 0.09 0.09 0.06 0.30
px, (22) 0.20 0.30 0.30 0.20

Weiterhin ergeben sich im Falle der Unabhangigkeit von X1 und X2 zum Beispiel die bedingten Wahrscheinlichkeits-
massefunktion px, | x, zu

Pxq X (T1,2) g =1 zg =2 xzg =3 zy =4
Pxy|x,=t(z2ler =1) | 398 =02 S92 -03 $I2=03 Q98 -—02
Pxyxy—2(z2ler =2) | §88 =02 388 —-03 §88=03 g =02
Pxyxy=3(@2le1 =3) | §38 =02 JIP—03 L38=03 JJ =02

Im Falle der Unabhingigkeit von X1 und Xo &ndert sich die Verteilung von X2 gegeben (oder im Wissen um) den
Wert von X1 also nicht und entspricht jeweils der Marginalverteilung von X 5. Dies entspricht natiirlich der Intuition
der Unabhangigkeit von Ereignissen im Kontext elementarer Wahrscheinlichkeiten.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (n unabhangige Zufallsvariablen)

X := (X1, ..., Xy) sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum X = x['_, X;. Die n
Zufallsvariablen X1, ..., X,, heiBen unabhingig, wenn fiir alle S; € X;,i =1, ..., n gilt, dass

n
Px(X;1 € S1,...,Xn € Sp) = HPXi(Xq‘, € S;). (25)
i=1

Wenn der Zufallsvektor eine n-dimensionale WMF oder WDF px mit marginalen WMFen oder
WDFen px,,% = 1,...,n besitzt, dann ist die Unabhangigkeit von X7, ..., X, gleichbedeutend mit
der Faktorisierung der gemeinsamen WMF oder WDF, also mit

n

Px (1,00 T0) :pri(m. (26)

=1

Bemerkung

® Es handelt sich um eine direkte Generalisierung des zweidimensionalen Falls.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition (Unabhangig und identisch verteilte Zufallsvariablen)
n Zufallsvariablen X1, ..., X,, heiBen unabhingig und identisch verteilt (u.i.v.), wenn
(1) X1, ..., X,, unabhingige Zufallsvariablen sind, und

(2) die Marginalverteilungen der X; iibereinstimmen, also gilt, dass

px; =PX; firalle 1 <i4,5 <n. (27)

Wenn die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhangig und identisch verteilt sind und die ite Marginal-
verteilung Px := IP’Xj ist, so schreibt man auch

X1, .., Xn ~Px. (28)

Bemerkungen

Man sagt kurz, dass X1, ..., X,, u.i.v. sind.
Im Englischen spricht man von independent and identically distributed (i.i.d) Zufallsvariablen.
In der Statistik werden Stichproben meist mit u.i.v. Zufallsvariablen modelliert.

L]
L]
L]
® n u.i.v. normalverteilte ZVen werden als X1, ..., X,, ~ N(p, 02) geschrieben.
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Multivariate Verteilungen

Marginalverteilungen

Bedingte Verteilungen

Unabhangige Zufallsvariablen

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

10.

11.

. Definieren Sie den Begriff des Zufallsvektors.

. Definieren Sie den Begriff der multivariaten Verteilung eines Zufallsvektors.

. Definieren Sie den Begriff der multivariaten WMF.

. Definieren Sie den Begriff der multivariaten WDF.

. Definieren Sie den Begriff der univariaten Marginalverteilung eines Zufallsvektors.

. Wie berechnet man die WMF der iten Komponente eines diskreten Zufallsvektors?

. Wie berechnet man die WDF der iten Komponente eines kontinuierlichen Zufallsvektors?
. Definieren Sie den Begriff der Unabhangigkeit zweier Zufallsvariablen.

. Wie erkennt man an der gemeinsamen WMF oder WDF eines zweidimensionalen Zufallsvektors,

ob die Komponenten des Zufallsvektors unabhangig sind oder nicht?
Definieren Sie den Begriff der Unabhangigkeit von n Zufallsvariablen.

Definieren Sie den Begriff n unabhidngig und identisch verteilter Zufallsvariablen.
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