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Vorbemerkungen

Struktur der Prädiktiven Modellierung
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Figure 1
Generalizability assessment using cross-validation (CV). (a) Generalizability can be assessed and optimized using k-fold CV, which
simulates the application of the model to new individuals by separating a sample into folds consisting of training and test sets. In the
simplest scheme, one test fold is left out, and models are trained in the remaining data. The models are then applied to the left-out
individuals to finally assess the sensitivity and specificity of the model performance. This process is repeated for all folds. (b) Once the
models are created in retrospective, labeled data, they can be prospectively applied to new individuals to make a prediction.
(c) Generalizability can be assessed in a hierarchy where models are applied in progressively more diverse selections of individuals,
contexts (e.g., temporal and geographical), and populations (e.g., genetic, cultural, diagnostic, or otherwise). Single-site CV (bottom) is
most common and involves the creation and assessment of models using CV in a single location (e.g., a single hospital or clinic), thus
measuring the degree of generalizability across different individuals in the respective catchment area. Pooled multisite CV involves
combining subjects from multiple sites to create and assess models and is a simple test of model generalizability across individuals and
contexts. Leave-site-out CV is a much more stringent test of context generalizability that involves explicitly separating experimental
sites during the training and testing process. In this framework, one site is left out as a test site, models are trained in the remaining
sites, and the models are assessed in the left-out site, thus more effectively assessing the degree to which a model will generalize to new
contexts and populations. External validation is a technique used when models have been previously generated (using CV or otherwise)
and are applied to new data from a different study (e.g., different individuals, contexts, and often study protocols). Prospective
validation involves the application of pre-existing models to new individuals either in a clinical trial or in real-life circumstances.

Feature: a single
variable (e.g., age)
usually from a larger
feature set

used, and while authors recommend 5- or 10-fold CV (Breiman & Spector 1992) or statistical
criteria (Hastie et al. 2009, James et al. 2015), it largely depends on the sample size, the number
of variables, the machine learning algorithms used, and whether other procedures are being used
(e.g., feature selection).

A k-fold design is flexible and adaptations to the technique have allowed the optimization of
generalizability (Filzmoser et al. 2009, Konig et al. 2007, Stone 1974). The current gold-standard
scheme is nested (or double) CV, which includes a CV cycle within another, superordinate CV
cycle that is ultimately used to assess the generalizability of the models (Filzmoser et al. 2009,
Stone 1974). The nested CV design is powerful because parameters or features that optimize
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Generalizability assessment using cross-validation (CV). (a) Generalizability can be assessed and optimized using k-fold CV, which
simulates the application of the model to new individuals by separating a sample into folds consisting of training and test sets. In the
simplest scheme, one test fold is left out, and models are trained in the remaining data. The models are then applied to the left-out
individuals to finally assess the sensitivity and specificity of the model performance. This process is repeated for all folds. (b) Once the
models are created in retrospective, labeled data, they can be prospectively applied to new individuals to make a prediction.
(c) Generalizability can be assessed in a hierarchy where models are applied in progressively more diverse selections of individuals,
contexts (e.g., temporal and geographical), and populations (e.g., genetic, cultural, diagnostic, or otherwise). Single-site CV (bottom) is
most common and involves the creation and assessment of models using CV in a single location (e.g., a single hospital or clinic), thus
measuring the degree of generalizability across different individuals in the respective catchment area. Pooled multisite CV involves
combining subjects from multiple sites to create and assess models and is a simple test of model generalizability across individuals and
contexts. Leave-site-out CV is a much more stringent test of context generalizability that involves explicitly separating experimental
sites during the training and testing process. In this framework, one site is left out as a test site, models are trained in the remaining
sites, and the models are assessed in the left-out site, thus more effectively assessing the degree to which a model will generalize to new
contexts and populations. External validation is a technique used when models have been previously generated (using CV or otherwise)
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nach Dwyer, Falkai, and Koutsouleris (2018)

Rhetorik der Prädiktiven Modellierung

Daten Trainingsdaten und Testdaten
Statistisches Modell Modell, Machine Learning Algorithmus
Schätzen von Parametern Trainieren des Modells, Lernen von Parametern, Supervised Learning
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Vorbemerkungen

Neuronale Netze (Neural Networks)

• AKA Künstliche Neuronale Netze (Artificial Neural Networks).
• Keine Modelle für biologische neuronale Netze.
• Mathematische Modelle zur Approximation multivariater vektorwertiger Funktionen.

Typische Visualisierungen

∑

Neteingabe

Schwellenwert

Aktivierungsfunktion

𝜎

Aktivierung

Gewichtungen

Eingaben
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Vorbemerkungen

Zur Geschichte neuronaler Netze
Anfänge

• McCulloch and Pitts (1943) | Analyse der mit biologischen Neuronen möglichen logischen Operationen.
• Rosenblatt (1958) | Implementation eines Mustererkennungsalgorithmus in einem frühen Computer.
• Minsky and Papert (1969) | Mathematische Analyse der logischen Stärken und Schwächen eines Perzeptrons.

⇒ Erster Winter Neuronaler Netze

Erste Renaissance

• Hopfield (1982) | Mehrschichtige neuronale Netze beleben das Interesse an neuronalen Netzen erneut.
• Rumelhart, Hinton, and Williams (1986) | Popularisierung des Backpropagation Algorithmus.
• Hauptinteresse in den 1990er und 2000er Jahren im Machine Learning gilt aber SVMs und Bayesian Inference.

⇒ Zweiter Winter Neuronaler Netze

Zweite Renaissance

• 2009 - 2012 | Schmidhuber (2015) gewinnen Klassifikationswettbewerbe mit neuronalen Netzen.
• LeCun, Bengio, and Hinton (2015) | Neuronale Netze unter dem Label “Deep Learning” wieder sehr in Mode.
• 2015 - 2022 | Viele Menschen verwechseln die Begriffe “Künstliche Intelligenz” und “Neuronales Netz”.
• Ostwald and Usée (2021) | Beweis der Validität des Backpropagation Algorithmus in Matrixform.
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Vorbemerkungen

Neuronale Netze und Prädiktive Modellierung

𝑋
unabhängige Variablen

Beobachtbare

𝑌
abhängige Variablen

BeobachtbareUnbeobachtbare

wahre Funktion

𝜙

Explanatorische Modellierung ⇔ Wissenschaft

Prädiktive Modellierung ⇔ Anwendung

Bestimmung von ෠𝜙 ≔ argmin ෠𝜙 − 𝜙

Bestimmung von 𝑓 ≔ argmin ሚ𝑓∈𝐹 𝑌 − ሚ𝑓(𝑋)

⇒ Neuronale Netze zur Approximation multivariater vektorwertiger Funktionen im prädiktiven Sinn.
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Vorbemerkungen

Universelle Approximationstheoreme

Topologische Aussagen über die Dichten von Funktionenräumen (cf. Friedman (1970)).

Neuronale Netze können eine Vielzahl von Funktionen sehr genau approximieren, wenn

• die Anzahl der Neurone gegen Unendlich geht (arbitrary width case) bzw.

• die Anzahl der Neuronenschichten gegen Unendlich geht (arbitrary depth case).

Arbitrary width case ⇒ Cybenko (1989), Hornik (1991), Leshno et al. (1993), Pinkus (1999)

Arbitrary depth case ⇒ Lu et al. (2017), Hanin and Sellke (2018), Kidger and Lyons (2020)

Universelle Approximationstheoreme sind Existenzaussagen, keine Konstruktionsaussagen.

⇒ Parameter neuronaler Netze müssen durch Gradientenverfahren gelernt werden.
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Vorbemerkungen

Universelle Approximationstheoreme
Beispiel

Theorem (Universelles Approximationstheorem nach Kidger (2020))
X sei eine kompakte Teilmenge von Rm, σ : R → R sei eine nicht-affine stetige und zumindest in einem Punkt
stetig differenzierbare Funktion mit einer von Null verschiedenen Ableitung in diesem Punkt. F sei die Menge der
neuronalen Netze f mit Inputdimension m, Outputdimension nk und einer beliebigen Anzahl verdeckter Schichten
mit jeweils m + nk + 2 Neuronen und Aktivierungsfunktion σ, sowie der Identitätsabbildung als Aktivierungsfunktion
der Outputschicht. Dann existiert zu jeder stetigen multivariaten vektorwertigen Funktion

g : X → Rnk , x 7→ g(x) (1)

ein neuronales Netz f ∈ F , so dass für ein beliebig kleines ϵ > 0 gilt, dass

sup
x∈X

∥f(x) − g(x)∥ < ϵ. (2)

Bemerkungen

• Das Supremum sup kann intuitiv als Maximum verstanden werden.
• ∥ · ∥ bezeichnet eine Metrik (Abstandsfunktion) auf Rnk .
• Für jedes x ∈ X wird der Abstand zwischen dem Wert von g und dem Wert von f also beliebig klein.
• Man sagt dazu auch, dass F im Raum der stetigen multivariaten vektorwertigen Funktionen dicht ist.
• Man kann das Theorem sicherlich noch präziser formulieren und sollte es beweisen.
• Wir verzichten hier darauf und führen das Theorem nur als “intuitives Beispiel” auf.
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Funktionale Architektur

Definition (Potentialfunktionen)
W ∈ Rm×(n+1) sei eine Matrix, die wir Wichtungsmatrix nennen und a ∈ Rn sei ein Vektor, den wir
Aktivierungsvektor nennen. Dann nennen wir eine Funktion der Form

Φ : Rm×(n+1) × Rn → Rm
, (W, a) 7→ Φ(W, a) := W ·

(
a

1

)
(3)

eine bivariate Potentialfunktion. Für ein festes a ∈ Rn nennen wir eine Funktion der Form

Φa : Rm×(n+1) → Rm
, W 7→ Φa(W ) := Φ(W, a) (4)

eine Wichtungsmatrix-variate Potentialfunktion. Weiterhin nennen wir für eine feste Matrix W ∈ Rm×(n+1) eine
Funktion der Form

ΦW : Rn → Rm
, a 7→ ΦW (a) := Φ(W, a) (5)

eine Potentialfunktion. Schließlich nennen wir z := ΦW (a) einen Potentialvektor.

Definition (Aktivierungsfunktion)
Wir nennen eine multivariate vektorwertige Funktion der Form

Σ : Rn → Rn
, z 7→ Σ(z) := (σ(z1), ..., σ(zn))T

, (6)

mit
σ : R → R, zi 7→ σ(zi) =: ai für alle i = 1, ..., n, (7)

eine komponentenweise Aktivierungsfunktion und die univariate reellwertige Funktion σ eine Aktivierungsfunktion.
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Funktionale Architektur

Typische Aktivierungsfunktionen und ihre Ableitungen

Name Definition Ableitung

Standard logistic σ(zi) := 1
1+exp(−zi) σ′(zi) = exp(zi)

(1+exp(zi))2

Hyperbolic tangent σ(zi) := tanh(zi) σ′(zi) = 1 − tanh2(zi)

ReLU σ(zi) := max(0, zi) σ′(zi) =





0, zi < 0

∅, zi = 0

1, zi > 0

Leaky ReLU σ(zi) :=

{
0.1zi, zi ≤ 0

zi, zi > 0
σ′(zi) =

{
0.01, zi ≤ 0

1, zi > 0
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Funktionale Architektur

Typische Aktivierungsfunktionen und ihre Ableitungen
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Funktionale Architektur

Definition (k-schichtiges neuronales Netz)
Eine multivariate vektorwertige Funktion

f : Rn0 → Rnk , x 7→ f(x) =: y (8)

heißt k-schichtiges neuronales Netz, wenn f von der Form

f : Rn0
Φ1

W 1
−−−−→ Rn1 Σ1

−−→ Rn1
Φ2

W 2
−−−−→ Rn2 Σ2

−−→ Rn2
Φ3

W 3
−−−−→

· · ·
Φk−1

W k−1
−−−−−−→ Rnk−1 Σk−1

−−−−−→ Rnk−1
Φk

W k
−−−−→ Rnk

Σk

−−→ Rnk , (9)

ist, wobei für l = 1, ..., k

Φl

W l : Rnl−1 → Rnl , a
l−1 7→ Φl

W l (a
l−1) := W

l ·
(

al−1

1

)
=: z

l (10)

Potentialfunktionen und
Σl : Rnl → Rnl , z

l → Σl(z
l) =: a

l (11)

komponentenweise Aktvierungsfunktionen sind. Für ein x ∈ Rn0 nimmt ein k-schichtiges neuronales Netz den Wert

f(x) := Σk(Φk

W k (Σk−1(Φk−1
W k−1 (Σk−2(· · · (Σ1(Φ1

W 1 (x)) · · · )))))) ∈ Rnk . (12)

an.
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Funktionale Architektur

Bemerkungen

• Die Vektoren al = (al
1, ..., al

nl
)T ∈ Rnl , l = 0, 1, ..., k heißen Aktivierungsvektoren der lten Schicht.

• Die Komponenten al
i ∈ R, i = 1, ..., nl, l = 0, 1, ..., k heißen Aktivierungen der lten Schicht.

• Die Schicht mit Index l = 0 und Dimension n0 heißt Inputschicht.

• Der Aktivierungsvektor mit Index l = 0 heißt Input und wird mit x := a0 bezeichnet.

• Die Schicht mit Index l = k und Dimension nk heißt Outputschicht

• Der Aktivierungsvektor mit Index l = k heißt Output und wird mit y := ak bezeichnet.

• Die Schichten mit den Indizes l = 1, ..., k − 1 heißen verdeckte Schichten (hidden layers).

• wl
ij ∈ R sei der ijte Eintrag der lten Wichtungsmatrix, d.h.

W
l = (w

l
ij )1≤i≤nl,1≤j≤nl−1+1 ∈ Rnl×(nl−1+1) für l = 1, ..., k. (13)

• wl
ij heißt (synaptisches) Gewicht der Verbindung von Neuron j in Schicht l − 1 and Neuron i in Schicht l.

• Für i = 1, ..., nl heißt wi,nl−1+1 Bias von Neuron i in Schicht l.

• Die letzte Spalte von W l enkodiert also die Biases für die Neuronen in Schicht l.
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Funktionale Architektur

Bemerkungen

Auf der Ebene einzelner Neurone ergibt sich damit folgende Nomenklatur:

• Das Potential von Neuron i in Schicht l für i = 1, ..., nl und l = 1, ..., k ist gegeben durch

z
l
i =

nl−1∑

j=1

w
l
ij a

l−1
j

+ wi,nl−1+1 ∈ R. (14)

• Die Aktivierung von Neuron i in Schicht l für i = 1, ..., nl und l = 1, ..., k ist gegeben durch

a
l
i = σ

(
nl−1∑

j=1

w
l
ij a

l−1
j

+ wi,nl−1+1

)
∈ R, (15)

• Die Aktivierung al
i kann als die mittlere Feuerungsrate des iten Neuron in der lten Schicht verstanden werden.
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Funktionale Architektur

σ𝑗=1
𝑛𝑙−1

Neteingabe

Schwellenwert

Aktivierungsfunktion

𝜎 𝑧𝑖
𝑙

Aktivierung

Gewichtungen

Eingabe 𝑎𝑙

𝑎1
𝑙−1

𝑎2
𝑙−1

𝑎3
𝑙−1

𝑎𝑛𝑙−1
𝑙−1

𝑤𝑖1
𝑙

𝑤𝑖2
𝑙

𝑤𝑖3
𝑙

𝑤𝑖𝑛𝑙−1
𝑙

𝑤𝑖,𝑛𝑙−1+1
𝑙

𝑎𝑖
𝑙
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Funktionale Architektur

Beispiel

k = 3, n0 = 2, n1 = 3, n2 = 3, n3 = 2

For l = 1, ..., k, the last column of W l thus encodes the biases of the neurons in layer l. The
potential of neuron i in layer l for i = 1, ..., nl and l = 1, ..., k is given by

zl
i =

nl−1∑

j=1
wl

ija
l−1
j + wi,nl−1+1 ∈ Rnl . (12)

Finally, based on the functional form of the component-wise activation function, the activation
of neuron i in layer l for i = 1, ..., nl and l = 1, ..., k is given by

al
i = σ




nl−1∑

j=1
wl

ija
l−1
j + wi,nl−1+1


 ∈ Rnl , (13)

and may be conceived as the mean firing rate of the ith neuron in layer l.

Example 1. To illustrate the definitions above, we specify the key components of a 3-layered
neural network (k = 3) with a two-dimensional input layer (n0 = 2), two three-dimensional
hidden layers (n1 = 3, n2 = 3), and a two-dimensional output layer (n3 = 2) below. Note that
x = a0 and a3 = y. Exemplary constituents of this neural network for a given input x ∈ R2 are
visualized in Figure 2A.

(
a0

1

)
=



a0

1
a0

2
1




(
a1

1

)
=




a1
1
a1

2
a1

3
1




(
a2

1

)
=




a2
1
a2

2
a2

3
1


 a3 =

(
a3

1
a3

2

)

W 1 =



w1

11 w1
12 w1

13
w1

21 w1
22 w1

23
w1

31 w1
32 w1

33


 W 2 =



w2

11 w2
12 w2

13 w2
14

w2
21 w2

22 w2
23 w2

24
w2

31 w2
32 w2

33 w2
34


 W 3 =

(
w3

11 w3
12 w3

13 w3
14

w3
21 w3

22 w3
23 w3

24

)

z1 =



z1

1
z1

2
z1

3


 z2 =



z2

1
z2

2
z2

3


 z3 =

(
z3

1
z3

2

)

Σ1(z1) =



σ(z1

1)
σ(z1

2)
σ(z1

3)


 Σ2(z2) =



σ(z2

1)
σ(z2

2)
σ(z2

3)


 Σ3(z3) =

(
σ(z3

1)
σ(z3

2)

)

•
Definition 3 conceives a neural network as a function of an input x for a given set of fixed

weight matrices W l, l = 1, ..., k. Neural network training, however, requires monitoring the
output of a neural network for fixed input x as a function of variable weight matrices W l, l =
1, ..., k. To formalize this fundamental change of perspective, we use the following definitions.
Definition 4 (Weight matrix-variate neural network functions). Let f denote a k-layered neural
network and let x denote an input of f . Then the weight matrix-variate neural network function
fx of f is defined as the function

fx : Rn1×(n0+1) × · · · × Rnk×(nk−1+1) → Rnk , (W 1, ...,W k) 7→ fx(W 1, ...,W k)
:= Σk(Φk(W k,Σk−1(Φk−1(W k−1, · · · (W 2,Σ1(Φ1(W 1, x))) · · · )))), (14)

5

Es gilt x = a0 und a3 = y.
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Funktionale Architektur

Beispiel

k = 3, n0 = 2, n1 = 3, n2 = 3, n3 = 2
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Es gilt x = a0 und a3 = y.
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Funktionale Architektur

Beispiel

k = 3, n0 = 2, n1 = 3, n2 = 3, n3 = 2

𝑛0 = 2 𝑛1 = 3 𝑛2 = 3 𝑛3 = 2

• Die Biases sind hier nicht visualiert.
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Vorbemerkungen
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Lernen

Überblick

Anhand eines Trainingsdatensatzes werden die Parameter eines neuronalen Netzes wie folgt gelernt:

• Zunächst wird eine Funktion definiert, die misst, inwiefern sich bei einem gegebenen Inputvektor
und Zielvektor der Output des neuronalen Netzes basierend auf einem Wert der Parameter
unterscheidet. Diese Funktion nennt man eine Kostenfunktion oder Zielfunktion.

• Der summierte Wert der Kostenfunktion über alle Trainingsdatenpunkte wird dann durch
Veränderung der Parameter minimiert, so dass Parameterwerte gefunden werden, für die die
Abweichung zwischen Zielvektor und Output des neuronalen Netzes bei gegebenemen Inputvektor
möglichst gering ist.

• Zur Minimierung der Kostenfunktion wird üblicherweise ein Gradientenverfahren benutzt.

• Zur Berechnung der in diesem Verfahren auftretenden Zielfunktionsgradienten wird ein kompu-
tational effizienter Algorithmus eingesetzt, der die spezielle Struktur neuronaler Netze ausnutzt
und unter dem Namen Backpropagation Algorithmus bekannt ist.

In der Folge wollen wir die Aspekte dieses Lernprozesses genauer betrachten.
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Lernen

Definition (Trainingsdatensatz)
Ein Trainingsdatensatz für ein neuronales Netz ist eine Menge

D := {(x
(i)

, y
(i))}n

i=1, (16)

wobei x(i) ∈ Rn0 Featurvektor und y(i) ∈ Rnk Zielvektor genannt werden.

Bemerkungen

• Im Kontext der zuvor betrachteten multivariaten Verfahren gilt hier n0 = m.

• Typische Zielvektorformate beim Training neuronaler Netze sind
y(i) ∈ {0, 1} für binäre Klassifikationsprobleme,

y(i) ∈ {0, 1}nk mit
∑nk

i=1
yi = 1, nk > 1 für nk-fache Klassifikationsprobleme,

y(i) ∈ Rnk , nk > 1 für Regressionsprobleme.
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Lernen

Definition (Trainieren eine neuronalen Netzes)
f sei ein k-schichtiges neuronales Netz und D sei ein Trainingsdatensatz. Dann bezeichnet der Begriff
des Trainierens den Prozess der Adaptation der Wichtungsmatrizen W 1, ..., W k des neuronalen
Netzes mit dem Ziel, ein Abweichungskriterium zwischen der Ouptutaktivierung f(x(i)) und dem
assoziierten Wert des Zielvektors y(i) über alle Trainingsdatenpunkte (x(i), y(i)), i = 1, ..., n des
Trainingsdatensatzes D hinweg zu minimieren.

Bemerkungen

• Wir erinnern an das Ziel f := argminf̃∈F ∥Y − f̃(X)∥ der prädiktiven Modellierung.
• Das erwähnte Abweichungskriterium wird in Form von Kostenfunktionen definiert.
• Wir benötigen noch den Begriff der Wichtungsmatrix-variaten neuronalen Netzfunktion.

Multivariate Datenanalyse | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 25



Lernen

Definition (Wichtungsmatrix-variate neuronale Netzfunktion)
f sei ein k-schichtiges neuronales Netz und x sei ein Input von f . Dann ist Wichtungsmatrix-variate neuronale
Netzfunktion fx von f definiert als die Funktion

fx : Rn1×(n0+1) × · · · × Rnk×(nk−1+1) → Rnk , (W
1

, ..., W
k) 7→ fx(W

1
, ..., W

k)

:= Σk(Φk(W
k

, Σk−1(Φk−1(W
k−1

, · · · (W
2

, Σ1(Φ1(W
1

, x))) · · · )))), (17)

wobei für l = 1, ..., k, Φl die bivariate Potentialfunktion bezeichnet, die der Potentialfunktion Φl

W l
in der Definition

des neuronalen Netzes entspricht. Weiterhin definieren wir für l = 1, ..., k, die Wichtungsmatrix-variate neuronale
Netzfunktion der lten Schicht fl

x für festes fixed W ℓ ∈ Rnℓ×(nℓ−1+1)m mit ℓ = 1, ..., k und ℓ ̸= l als

f
l
x : Rn1×(nl−1+1) → Rnk , W

l 7→ f
l
x(W

l) := f
l
x(W

1
, ..., W

k). (18)

Bemerkungen

• Die Definition von f in der Definition eines k-schichtiges neuronales Netzes ist eine Funktion des Inputs x bei
festen Wichtungsmatrizen W 1, ..., W l. Zum Trainieren eines neuronalen Netzes ist es aber entscheidend, bei
festem Input den Output des neuronalen Netzes bei Variation der Parameter W 1, ..., W l zu monitoren. Dies
motiviert den Begriff der Wichtungsmatrix-variaten neuronalen Netzfunktion: Die Definition von fx in (17) ist
eine Funktion der Wichtungsmatrizen W 1, ..., W l bei festem Input x.
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Lernen

Definition (Output-spezifische Kostenfunktionen)
f sei ein k-schichtiges neuronales Netz und y sei ein Zielvektor von f . Dann wird eine multivariate reelwertige
Funktion der Form

cy : Rnk → R, a
k 7→ cy(a

k) (19)

Output-spezifische Kostenfunktion genannt.

Bemerkung

• Eine Output-spezifische Kostenfunktion cy misst die Abweichung des Outputs ak eines neuronalen Netzes von
einem Zielvektor y. Untenstehende Tabelle führt zwei typische Beispiele für Output-spezifische Kostenfunktionen
und ihre Gradienten, die in der Folge wichtig werden, auf.

Quadratische Kostenfunktion

Definition Gradient

cy(ak) := 1
2

∑nk

j=1
(ak

j − yj )2 ∇cy(ak) :=
(

ak
j − yj

)
j=1,...,nk

Cross-entropy Kostenfunktion

Definition Gradient

cy(ak) := −
∑nk

i=1
yj ln ak

j + (1 − yj ) ln(1 − ak
j ) ∇cy(ak) :=

(
− yj

ak
j

+
1−yj

1−ak
j

)
j=1,...,nk
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Lernen

Output-spezifische Kostenfunktionswerte für y = (0, 1)T bei logistischer Aktivierungsfunktion
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• Beide Funktionen haben ihr Minimum bei a = y.
• Die Pfeile bilden die skalierten Gradientenwerte der jeweiligen Funktion ab.
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Lernen

Definition (Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktionen)
f sei ein k-schichtiges neuronales Netz, fx sei die zugehörige wichtungsmatrix-variate neuronale Netzfunktion, x und
y seien Inputs und Outputs des neuronalen Netzes, D sei ein Trainingsdatensatz und cy sei eine Output-spezifische
Kostenfunktion. Dann heißt eine multimatrixvariate reellwertige Funktion der Form

cxy : Rn1×(n0+1) × · · · × Rnk×(nk−1+1) → R,

(W
1

, ..., W
k) 7→ cxy(W

1
, ..., W

k) := cy(fx(W
1

, ..., W
k)) (20)

Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktion.

Bemerkung

• Eine Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktion cxy misst die Abweichung des Outputs ak eines neuro-
nalen Netzes von einem Zielvektor y mithilfe einer Output-spezifischen Kostenfunktion cy für einen festen
Input x als Funktion der (also bei variablen) Wichtungsmatrizen.
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Lernen

Definition (Gewichtsvektor)
f sei ein k-schichtige neuronales Netz mit nl × nl−1 + 1-dimensionalen Gewichtsmatrizen W l, l = 1, .., k und
es sei

p :=

nk∑

l=1

nl(nl−1 + 1). (21)

die Anzahl der Gewichtsparameter des neuronalen Netzes. Dann heißt

W :=
(

vec
(

W l
))

1≤l≤k
∈ Rp (22)

der Gewichtsvektor des neuronalen Netzes.

Bemerkung

• Die Vektorisierung und Konkatenation der Wichtungsmatrizen im Sinne des Gewichtsvektors erlaubt es,
dass Trainieren eines neuronalen Netzes als ein Standardoptimierungsproblem einer multivariaten (nicht
multimatrixvariaten) reellwertigen zu formulieren.
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Lernen

Definition (Additive Kostenfunktion)
D sei ein Trainingsdatensatz und cxy sei eine Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktion. Dann nennt man eine
multivariate reellwertige Funktion der Form

cD : Rp → R, W 7→ cD(W) :=
1
n

n∑

i=1

c
x(i)y(i) (W

1
, ..., W

k) (23)

eine additive Kostenfunktion.

Bemerkung

• Die additive Kostenfunktion ist die zentrale Zielfunktion beim Trainierung eines neuronalen Netzes.

• cD ist eine multivariate reellwertige Funktion, es liegt also ein Standardoptimierungsproblem vor.

• Wir nehmen dabei stillschweigend an, dass die sinnvolle Aufteilung des Gewichtsvektors W auf die Wichtungs-
matrizen W 1, ..., W k in der Auswertung der Funktion cD geschieht.
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Lernen

Definition (Batch Gradientenverfahren für neuronale Netze)
f sei ein k-schichtiges neuronales Netz mit Gewichtsvektor W, D sei ein Trainingsdatensatz bestehend aus n

Trainingsdatenpunkten, und cD sei eine additive Kostenfunktion mit assoziierter Trainingsexemplar-spezifischer
Kostenfunktion cxy . Dann ist ein Gradientenverfahren zur Minimierung der additiven Kostenfunktion cD (und damit
zum Lernen der Parameter von f) definiert durch
Initialisierung

Wahl eines Startpunktes W(0) und einer Lernrate α > 0.
Iterationen
Für j = 1, 2, ... setze

W(j) := W(j−1) −
α

n

n∑

i=1

∇c
x(i)y(i) (W

1
, ..., W

k), (24)

wobei
∇c

x(i)y(i) (W
1

, ..., W
k) =

(
∇

W l c
x(i)y(i) (W 1, ..., W k)

)
1≤l≤k

(25)

für i = 1, ..., n den Gradienten der iten Trainingsexemplar-spezifischen Kostenfunktion bezeichnet

Bemerkungen

• W(j) wird in (22) in die negative Richtung des Gradientenmittelwerts über Trainingsdatenpunkte adaptiert.
Wird der Gradientenmittelwert dagegen nur über eine zufällig gewählte Teilmenge der Trainingsdatenpunkte
berechnet, so spricht man von einem stochastischen Gradientenverfahren.
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Backpropagation

Wesen und Motivation des Backpropagation Algorithmus
Der Backpropagation (BP) Algorithmus dient der numerischen Bestimmung der Komponenten

∂

∂wl
ij

cxy(W
1
, ..., W

k) für alle i = 1, ..., nl, j = 1, ..., nl−1 + 1, und l = 1, ..., k. (26)

des Gradienten ∇c
x(i)y(i) (W 1, ..., W k) der iten Trainingsexemplar-spezifischen Kostenfunktion.

Prinzipiell können diese partiellen Ableitungen numerisch durch

∂

∂wl
ij

cxy(W
1
, ..., W

k) ≈
cxy(W 1, ..., W̃ l, ..., W k) − cxy(W 1, ..., W l, ..., W k)

ϵ
, (27)

mit

• W̃ l := W l + 1l
ijϵ ,

• einer Matrix 1l
ij ∈ Rnl×(nl−1+1) aus 0en mit einer 1 an der wl

ij Stelle in W l und
• einem Schrittweitenparameter ϵ > 0

approximiert werden (vgl. Definition der partiellen Ableitung).
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Backpropagation

Wesen und Motivation des Backpropagation Algorithmus

Dieses Vorgehen würde für jede Iteration des Gradientenverfahren und für jeden Trainingsdatenpunkt

K := 1 +
k∑

l=1

nl(nl−1 + 1) (28)

Auswertungen der Trainingsdatenpunkt-spezifischen Kostenfunktion cxy und somit von f erfordern.
Man nennt die Auswertung von f für einen Trainingsdatenpunkt x einen Forward Pass.

Die zentrale Eigenschaft des Backpropagation Algorithmus ist es, für die Auswertung von ∇cxy die
Anzahl der notwendigen Forward Passes pro Gradientenverfahrensiteration von K auf 1 zu reduzieren.

Um dies zu erreichen, nutzt der Backpropagation Algorithmus einen sogenannten Backward Pass, der
die gleiche komputationale Komplexität wie der Forward Pass hat und auf einer multivariate Version
der Kettenregel der Differentialrechnung sowie der repetitiven funktionalen Architektur neuronaler
Netze beruht.

Der Backpropagation Algorithmus reduziert die Anzahl nötiger Passes zur Auswertung von ∇cxy

also von K Forward Passes auf 1 Forward Pass und 1 Backward Pass.
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Backpropagation

Theorem (Backpropagation Algorithmus)
f sei ein k-schichtiges neuronales Netz, W l

• ∈ Rnl×nl−1 seien für l = 1, ..., k Matrizen, die durch
das Entfernen der letzten Spalte der Wichtungsmatrizen W l ∈ Rnl×nl−1+1 entstehen, cxy sei eine
Trainingsdatenpunkt-spezifische Kostenfunktion, ∇cy(ak) sei der Gradient der Output-spezifischen Kostenfunktion,
Σ̃l(zl) := (σ′(zl

1), ..., σ′(zl
nl

))T sei der Vektor der Aktivierungsfunktionenableitungen ausgewertet an der Stelle
zl und Σl(zl) die komponentenweise Aktivierungsfunktion evaluiert an der Stelle zl. Dann können die partiellen
Gradienten von cxy hinsichtlich der Wichtungsmatrizen W l für l = k, k − 1, ..., 1 mit folgendem Algorithmus
berechnet werden:

Initialisierung

Setze W k+1 := (1 0) und δk+1 := ∇cy(ak).

Iterationen

Für l = k, k − 1, k − 2, ..., 1, setze

δ
l :=
((

W
l+1
•

)T
· δ

l+1
)

◦ Σ̃l(z
l) (29)

und
∇

W l cxy(W
1

, ..., W
k) := vec

(
δ

l ·
(

Σl−1(zl−1)T 1
))

, (30)

mit Rekursionstermination durch Σ0(z0) := xT und dem Hadamard-Produkt ◦.

Für weitere Details und einen Beweis verweisen wir auf Ostwald and Usée (2021).
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Anwendungsbeispiele

Simulation und Analyse mit Matlab Implementation (Ostwald and Usée (2021))

• Neuronales Netz mit k = 3, n0 = 2, n1 = 3, n2 = 3, n3 = 2.
• Trainingsdatensatz anhand eines LDA Modells simuliert.
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Anwendungsbeispiele

Prädiktive Modellierung von studienerfolg.sav mit neuralnet() (Günther and Fritsch (2010))

⇒ Eine verdeckte Schicht mit zwei Neuronen

# R Pakete
library(foreign)
library(neuralnet)

# Einlesen der Studienerfolgdaten und Fokus auf binäre Klassifikation
D = read.spss(file.path(getwd(), "9_Daten", "studienerfolg.sav"),

to.data.frame = T)
D = D[D[,1] != "befriedigend",] # Binärisierung des Datensatzes
D$Intelligenz = D$X1 # Variablenbennenung
D$Mathematik = D$X2 # Variablenbenennung
D$Erfolg = c(rep(0,15), rep(1,15)) # Recoding der Binärisierung

# Trainieren eines neuronalen Netzes mit 2 Hidden Neurons
set.seed(7) # Der Algorithmus ist nicht deterministisch!
nn = neuralnet(Erfolg ~ Intelligenz + Mathematik, # yˆ{(i)}, xˆ{(i)} Definitionen

data = D, # Datensatz
hidden = 2, # 2 Neurone in 1 verdeckte Schicht
err.fct = "ce", # Cross Entropie Kostenfunktion
linear.output = FALSE) # Sigmoide Aktivierungsfunktion

# Resultatsaufbereitung
R = data.frame(nn$covariate, nn$response, nn$net.result[[1]], as.numeric(nn$net.result[[1]] > 0.5))
colnames(R) = c("Intelligenztest", "Mathematiktest", "Erfolg", "Output", "Prädiktion")
print(sprintf("Prädiktionsakkuratheit = %0.2f", mean(R$Prädiktion == R$Erfolg)))

> [1] "Prädiktionsakkuratheit = 0.80"
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Anwendungsbeispiele

Prädiktive Modellierung von studienerfolg.sav mit neuralnet() (Günther and Fritsch (2010))

⇒ Eine verdeckte Schicht mit zwei Neuronen

Intelligenztest Mathematiktest Erfolg Output Prädiktion
1 54 44 0 0.0 0
2 60 20 0 0.0 0
3 67 36 0 0.7 1
4 41 39 0 0.0 0
5 66 57 0 0.8 1
6 51 28 0 0.0 0
7 51 46 0 0.0 0
8 37 46 0 0.0 0
9 57 54 0 0.0 0
10 47 12 0 0.0 0
11 50 67 0 0.6 1
12 42 63 0 0.1 0
13 60 64 0 0.2 0
14 36 64 0 0.0 0
15 60 71 0 0.2 0
31 71 41 1 1.0 1
32 65 28 1 0.4 0
33 67 76 1 0.9 1
34 68 54 1 0.9 1
35 75 33 1 1.0 1
36 71 82 1 1.0 1
37 68 64 1 0.9 1
38 63 72 1 0.6 1
39 48 54 1 0.4 0
40 53 86 1 0.8 1
41 62 71 1 0.5 0
42 69 25 1 0.8 1
43 67 72 1 0.9 1
44 74 92 1 1.0 1
45 76 75 1 1.0 1
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Anwendungsbeispiele

Prädiktive Modellierung von studienerfolg.sav mit neuralnet() (Günther and Fritsch (2010))

⇒ Eine verdeckte Schicht mit zwei Neuronen
plot(nn)
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Anwendungsbeispiele

Prädiktive Modellierung von studienerfolg.sav mit neuralnet() (Günther and Fritsch (2010))

⇒ Zwei verdeckte Schichten mit drei Neuronen

# R Pakete
library(foreign)
library(neuralnet)

# Einlesen der Studienerfolgdaten und Fokus auf binäre Klassifikation
D = read.spss(file.path(getwd(), "9_Daten", "studienerfolg.sav"),

to.data.frame = T)
D = D[D[,1] != "befriedigend",] # Binärisierung des Datensatzes
D$Intelligenz = D$X1 # Variablenbennenung
D$Mathematik = D$X2 # Variablenbenennung
D$Erfolg = c(rep(0,15), rep(1,15)) # Recoding der Binärisierung

# Trainieren eines neuronalen Netzes mit 2 Hidden Neurons
set.seed(7) # Der Algorithmus ist nicht deterministisch!
nn = neuralnet(Erfolg ~ Intelligenz + Mathematik, # yˆ{(i)}, xˆ{(i)} Definitionen

data = D, # Datensatz
hidden = c(3,3), # 3 Neurone in 2 verdeckten Schichten
err.fct = "ce", # Cross Entropie Kostenfunktion
linear.output = FALSE) # Sigmoide Aktivierungsfunktion

# Resultstatsaufbereitung
R = data.frame(nn$covariate, nn$response, nn$net.result[[1]], as.numeric(nn$net.result[[1]] > 0.5))
colnames(R) = c("Intelligenztest", "Mathematiktest", "Erfolg", "Output", "Prädiktion")
print(sprintf("Prädiktionsakkuratheit = %0.2f", mean(R$Prädiktion == R$Erfolg)))

> [1] "Prädiktionsakkuratheit = 0.97"
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Anwendungsbeispiele

Prädiktive Modellierung von studienerfolg.sav mit neuralnet() (Günther and Fritsch (2010))

⇒ Zwei verdeckte Schichten mit drei Neuronen

Intelligenztest Mathematiktest Erfolg Output Prädiktion
1 54 44 0 0.1 0
2 60 20 0 0.1 0
3 67 36 0 0.1 0
4 41 39 0 0.1 0
5 66 57 0 0.1 0
6 51 28 0 0.1 0
7 51 46 0 0.1 0
8 37 46 0 0.1 0
9 57 54 0 0.1 0
10 47 12 0 0.1 0
11 50 67 0 0.1 0
12 42 63 0 0.1 0
13 60 64 0 0.1 0
14 36 64 0 0.1 0
15 60 71 0 0.1 0
31 71 41 1 1.0 1
32 65 28 1 1.0 1
33 67 76 1 1.0 1
34 68 54 1 1.0 1
35 75 33 1 1.0 1
36 71 82 1 1.0 1
37 68 64 1 1.0 1
38 63 72 1 1.0 1
39 48 54 1 0.1 0
40 53 86 1 1.0 1
41 62 71 1 1.0 1
42 69 25 1 1.0 1
43 67 72 1 1.0 1
44 74 92 1 1.0 1
45 76 75 1 1.0 1
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Anwendungsbeispiele

Prädiktive Modellierung von studienerfolg.sav mit neuralnet() (Günther and Fritsch (2010))

⇒ Zwei verdeckte Schichten mit drei Neuronen
plot(nn)
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−2066.97322
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00

82
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Erfolg

5.81409
3.46021

−4.6053

1

87.34295

−183.72774

19.45286

1
9.50011

1

Error: 3.741125   Steps: 21496
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Vorbemerkungen

Funktionale Architektur

Lernen

Backpropagation

Anwendungsbeispiel

Selbstkontrollfragen



Selbstkontrollfragen

1. Erläutern Sie die zentralen Ideen Universeller Approximationstheoreme im Kontext neuronaler Netze.

2. Nennen Sie die Formel für das Potential zl
i eines Neurons i in einer Schicht l eines neuronalen Netzes und

erläutern Sie die verschiedenen Komponenten dieser Formel und ihre intuitive Bedeutung.

3. Skizzieren Sie die Standard Logistic und ReLU Aktivierungsfunktionen und ihre Ableitungen.

4. Nennen Sie die Formel für die Aktivierung al
i eines Neurons i in einer Schicht l eines neuronalen Netzes und

erläutern Sie ihre Bestandteile und deren intuitive Bedeutung.

5. Erläutern Sie das prinzipielle Vorgehen zum Trainieren eines neuronalen Netzes.

6. Definieren Sie die (Output-spezifische) Quadratische Kostenfunktion und erläutern Sie ihre Bestandteile.

7. Geben Sie das Batch Gradientenverfahren zum Trainieren neuronaler Netze wieder.

8. Differenzieren Sie die Begriffe Batch und Stochastischen Gradientenverfahren zum Trainieren neuronaler Netze.

9. Erläutern Sie Wesen und Motivation des Backpropagation Algorithmus.

10. Lesen Sie den Datensatz studienerfolg.sav mit R ein und bestimmen Sie den Trainingsdatenprädiktionsfehler
nach Trainieren eines neuronalen Netzes mithilfe des R Pakets neuralnet zur prädiktiven Modellierung des
Studienerfolgs (gut, ungenügend) basierend auf (1) den Intelligenztestdaten, (2) den Intelligenz- und Mathema-
tiktestdaten und (3) den Intelligenztest-, Mathematiktest-, und Gewissenhaftigkeitsdaten. Wiederholen Sie Ihre
Analyse zur Bestimmung des Generalisierungsfehlers im Rahmen einer Leave-One-Out Kreuzvalidierung.
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