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(2) Matrizen



Definition

Motivation

Matrizen sind die Worte der Sprache der multivariaten Datenanalyse.

Vektoren sind nur spezielle Matrizen.

Matrizen kénnen als Tabellen der Datenreprasentation dienen.

Matrizen kénnen lineare Abbildungen reprasentieren.

Matrizen kénnen Vektorrdaume reprasentieren.

Ein sicherer Umgang mit Matrizen ist fiir

das Verstandnis multivariater Verfahren unverzichtbar.
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Definition

Definition (Matrix)

Eine Matrix ist eine rechteckige Anordnung von Zahlen, die wie folgt bezeichnet wird

ail

a21

Am1

Bemerkungen

a2

a22

Am2

QA1n
a2n
= (i) 1<icn, 1<5<m: 1)

Amn

® Matrizen bestehen aus Zeilen (rows) und Spalten (columns).

® Die Matrixeintrége a;; werden mit einem Zeilenindex i und einem Spaltenindex j indiziert.

® Zum Beispiel gilt fir A :=

© O 00 N

S S SEEN]

= o ot v

N O DN

, dass ago = 4.
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Definition

Bemerkungen (fortgefiihrt)

® Die GréBe oder Dimension einer Matrix ergibt sich aus der Anzahl ihrer Zeilen m € N und Spalten n € N.

® Matrizen mit m = n heiBen quadratische Matrizen.

In der Folge bendtigen wir nur Matrizen mit reellen Eintrdgen, also a;; € RVi=1,...,m,j =1,...,n.
® Wir nennen die Matrizen mit reellen Eintrage reelle Matrizen.
]Rm, Xn

® Die Menge der reellen Matrizen mit m Zeilen und n Spalten bezeichnen wir mit

® Aus dem Ausdruck A € R2%3 lesen wir ab, dass A eine reelle Matrix mit zwei Zeilen und drei Spalten ist.

RrRLIx1

Wir identifizieren die Menge mit der Menge R.

Wir identifizieren die Menge R”** ! mit der Menge R™.

® Reelle Matrizen mit einer Spalte und m Zeilen sind also dasselbe wie m-dimensionale reelle Vektoren.
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Operationen

Matrixoperationen

Man kann mit Matrizen rechnen.

In der Folge betrachten wir folgende grundlegende Matrixoperationen

® Addition und Subtraktion von Matrizen gleicher GréBe (Matrixaddition und Matrixsubtraktion)
® Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar (Skalarmultiplikation)

® Vertauschen der Zeilen- und Spaltenanordnung (Matrixtransposition)

® Multiplikation einer Matrix mit einer passenden zweiten Matrix (Matrixmultiplikation)

® “Teilen” durch eine Matrix (Matrixinversion)
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Operationen

Definition (Matrixaddition)

Es seien A, B € R"™X™ Dann ist die Addition von A und B definiert als die Abbildung

R R 5 R™X™ (A, B) — +(A,B) := A+ B )
mit
a1l a1z ain b1y biz - bin
az1 az2 azn ba1 b2z - ban
A+ B= i
am1 am?2 amn bm1 bm2 to bmn (3)
a11 + b1 a1z +biz .- ain + bin
a21 + b21 a2z + b2z - azn + bap
am1 + bmi am2 + bm2 amn + bmn
Bemerkungen

® Nur Matrizen identischer GréBe kénnen miteinander addiert werden.

® Die Addition zweier gleich groBer Matrizen ist elementweise definiert.
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Operationen

Definition (Matrixsubtraktion)

Es seien A, B € R"™X ™ Dann ist die Subtraktion von A und B definiert als die Abbildung

— i RTXT X R S R™X™ (A, B) — —(A,B) :=A—B (4)
mit
a1l aiz - ain b1 bz - bin
az1 aza - azn ba1 b2z - ban
A—B= _
am1 am?2 te aAmn bm1 bm2 te bmn (5)
a1l — b1 aj2 —biz - -- alp — bin
a1 — b21 a2 — b2y - az2n — ban
am1 —bmi  am2 —bm2 -+ amn —bmn
Bemerkungen

® Nur Matrizen identischer GréBe kénnen voneinander subtrahiert werden.

® Die Subktration zweier gleich groBer Matrizen ist elementweise definiert.
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Operationen

Beispiel

Es seien A, B € R%2%3 definiert als

A= 2 =30 und B := 410 . (6)
1 6 5 -4 2 0

Da A und B gleich groB sind, kénnen wir sie addieren

- 4 1
C:A+B:(2 3 ﬂ+( ﬁ
1 6 5 -4 2 0

_(2+4 -3+1 0+0 @)
“\1-4 6+2 540
_ 0
N 5
und voneinander subtrahieren
D—A_B= 2 -3 B 4 1 0
1 6 -4 2 0
2—-—4 -3—-1 0-0
= (®)
1+4 6—-2 5-0

Il
/N
|
[SL )
|
SIS
o o
N
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Operationen

Beispiel

# Spaltenweise Definition von A (R default)

A = matrix(c(2,1,-3,6,0,5), 2)
print(4)
> [,11 [,2] [,3]

> [1,] 2 -3 0
> [2,] 1 6 5

# Zeilenweise Definition von B

B = matrix(c(4,1,0,-4,2,0), 2p TRUE)
print(B)
> [,11 [,2] [,3]

> [1,] 4 1 0
> [2,] -4 2 0
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Operationen

Beispiel

# Addition
C=A+B
print(C)

> [,11 [,2]1 [,3]

> [1,] 6 -2 0
> [2,] -3 8 5

# Subtraktion

D=A-B
print (D)
> [,11 [,2]1 [,3]

> [1,] -2 -4 0
> [2,] 5 4 5
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Operationen

Definition (Skalarmultiplikation)

Es sei ¢ € R ein Skalar und A € R™ X ™. Dann ist die Skalarmultiplikation von ¢ und A definiert als die Abbildung

X X
R X R 5 R (e, A) 5 -(c, A) 1= cA 9)
mit
all al12 e aln call cal2 o cain
a1 a22 o a2n cazl caz2 e cazan
cA=c . . . . = . . . 5 o (10)
am1 am?2 co Ammn, cam1 cam2 co camn
Bemerkungen

® Die Skalarmultiplikation ist elementweise definiert.
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Operationen

Beispiel
Es seiein ¢ := —3 und A € R*X3 definiert als
3 1 1
5 2 5
A= (11)
2 7 1
3 4 2
Dann ergibt sich
3 1 1 —-3-3 —-3-1 —-3-1 -9 -3 -3
5 2 5 —3-5 —3-2 —-3-5 —15 —6 —15
B:=cA=-3 = =
2 7 1 —-3-2 -3-7 —-3-1 —6 —21 -3
3 4 2 —-3-3 —-3-4 —-3-2 -9 —12 —6
(12)
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Operationen

Beispiel

I*

Definitionen

=

= matrix(c(3,1,1,
5,2,5,
2,7,1,
3,4,2),
4,
TRUE)
c=-3

# Skalarmultiplikation
B = c*A
print(B)

[,11 [,2] [,3]
[, -9 -3 -3
[2,] -15 -6 -15
3, -6 -21 -3
[4,] -9 -12 -6

vV V.V VvV Vv

Multivariate Datenanalyse | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 17



Operationen

Theorem (Vektorraum R™*")

Das Tripel (R™*™ 4, .) mit der oben definierten Matrixaddition und Skalarmultiplikation ist ein Vektorraum.
Insbesondere gelten also fiir A, B, C € R™*™ und r, s, t € R folgende Rechenregeln:

(1) Kommutativitat der Addition A+ B=B+ A

2) Assoziativitat der Addition (A+B)+C=A+(B+0C)

3) Existenz eines neutralen Elements der Addition JOER™X " mit A+0=0+ A = A.
4) Existenz inverser Elemente der Addition VA3 — Amit A+ (—A) =0.

(

(

(

(5) Existenz eines neutralen Elements der Skalarmultiplikation J1ERmMitl- A=A

(6) Assoziativitat der Skalarmultiplikation r-(s-t)=(r-s)-t

(7) Distributivitat hinsichtlich der Matrixaddition r-(A+B)=r-A+r-B.
(

8) Distributivitat hinsichtlich der Skalaraddition (r+s)-A=r-A+4+s- A

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.

Der Beweis ergibt sich mit dem elementweisen Charakter von +, —, - und den Rechenregeln in (R, 4, -).
Das neutrale Element der Addition heiBt Nullmatrix; wir schreiben Opnpn := (0)1<i<m,1<j<n Mit0 € R.
Die inversen Elemente der Addition sind durch —A := (—a;;j)1<i<m,1<j<n gegeben.

Das neutrale Element der Skalarmultiplikation ist 1 € R.
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Operationen

Definition (Matrixtransposition)

Essei A € R™*™_ Dann ist die Transposition von A definiert als die Abbildung

TormXn L jeX™ 4 T4y = AT (13)
mit
ail a2 Qln ail a21 am1
a21 a22 ot a2n al12 a22 o am?2
AT = = (14)
am1 Am?2 e Amn aln a2n c Amn
Bemerkungen

® Die Matrixtransposition “vertauscht” Zeilen und Spalten.
® Fir A € R"™*"™ gilt immer AT € R?X™,

® Fir A ¢ RT X! gilt immer AT = A

® Esgilt (A ) = A.

i — (a; )T
Bs gilt (aii)1 <s<min(m,n) = (24i)1 <i<min(m,n)
® Matrixelemente auf der Hauptdiagonalen einer Matrix bleiben bei Transposition also unberiihrt.
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Operationen

Beispiel

Es sei A € R2*3 definiert durch

2 3 0
A= (1 6 5) s (15)

Dann gilt AT € R®*? und speziell

2 1
AT =3 6. (16)
0 5

Weiterhin gilt offenbar min(m, n) = 2 und folglich

(a11) = (all)T und (az2) = (agg)T. (17)
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Operationen

Beispiel

# Definition
A = matrix(c(2,3,0,
1,6,5),
2,
TRUE)
print (A)

> [,11 [,2]1 [,3]

> [1,] 2 3 0
> [2,] 1 6 5

# Transposition

AT = t(4)
print (AT)
> [,11 [,2]
> [1,] 2 1
> [2,] 3 6
> [3,] 0 5
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Operationen

Definition (Matrixmultiplikation)

Es seien A € R™X™ und B € R™XP. Dann ist die Matrixmultiplikation von A und B definiert als die Abbildung

(RTXT X RMXP 5 R™XP (A, B) — (A, B) := AB (18)
mit
ail a2 ain b11 bi12 bip
a21 azz - azn b1 Lo coo bap
AB =
aml  a@m2 °° Gmn bn1

(19)
n n
E 4oq @1ibi1 E 4oq F1ibi2
n n
E 1oq @2ibi1 g ioq @2ibi2

n n
g g mibi1 ., amibi2
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Operationen

Bemerkungen

® Das Matrixprodukt AB ist nur dann definiert, wenn A genau so viele Spalten hat wie B Zeilen.
® Informell gilt fiir die beteiligten MatrixgréBen immer (m X n)(n X p) = (m X p).

® In AB ist (AB);; die Summe der multiplizierten iten Zeilen von A und jten Spalten von B.
® Zum Berechnen von (AB);; fir 1 <i < m,1 < j < p geht man also wie folgt vor:

1. Man legt in Gedanken die Tranposition der iten Zeile von A iber die jte Spalte von B.

2. Weil A genau n Spalten hat und B genau n Zeilen hat, gibt es zu jedem Element der

Zeile aus A ein korrespondierendes Element in der Spalte von B.

3. Man multipliziert die korrespondierenden Elemente miteinander.
4. Die Summe dieser Produkte ist dann der Eintrag mit Index ij in AB.

® Die Multiplikation von Matrizen ist im Allgemeinen nicht kommutativ (also meist AB # BA).
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Operationen

Beispiel

A € R?*3 und B € R®**? seien definiert als

2 3 0 42
A= und B:= | -1 0]. (20)
1 6 5
1 3

Wir wollen C := AB und D := BA berechnen.
Mit m = 2,n = 3 und p = 2 wissen wir schon, dass C' € R2*2 und D € R3*3 weil
(2x3)(3x2)=(2x2) (21)

und
(3x2)(2x3)=(3x3) (22)
Es gilt hier also sicher AB # BA.
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)
Es ergibt sich zum einen

C =AB

4 2
2 -3 0

-1 0

1 6 5 )

1 3

244 (=3)-(-1)+0-1 2.2+(—3)~0+0-3)

1-446-(=1)+5-1 1-246-0+5-3 (23)

8+3+0 4+0+0
4—-6+5 240415
11

3 17
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)

# Definitionen
A = matrix(c(2,-3,0,
1, 6,5),
2,
TRUE)
B = matrix(c( 4,2,
=ily@y
1,3),
3,
TRUE)

# Matrizmultiplikation

C = A %x% B
print(C)
> [,11 [,2]

> [1,] 11 4
> [2,] 3 17
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)

Es ergibt sich zum anderen

D = BA
4 2
2 -3 0
=|-1 0
(1 6 5)
(1 3
4-242-1 4-(=3)+2-6 4-042-5
=[(-1)-240-1 (=1)-(=3)40:6 (=1)-0+0-5
1-243-1 1-(—3)+3-6 1-04+3-5 (24)
8+2 —12+412 0+5
=\|-2+40 340 040
243 —-3+18 0415
10 0 10
=1 -2 3 0
5 15 15
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Operationen

Beispiel (fortgefiihrt)

# Definitionen
A = matrix(c(2,-3,0,
1, 6,5),
nrow = 2,
yrow = TRUE)
B = matrix(c( 4,2,

-1,0,
158D o

# Matrizmultiplikation

D =B %% A

print(D)

> [,11 [,2] [,3]
> [1,] 10 0 10
> [2,] -2 3 0
> [3,] 5 15 15

# Beispiel fiur eine undefinierte Matrizmultipliation
= t(A) %*% B # (3z2) @ z2)

m

> Error in t(A) %+ B: nicht passende Argumente
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Operationen

Theorem (Matrixmultiplikation und Skalarprodukt)

Es seien z, y € R™. Dann gilt

T
(z,y) =a" y. (25)
Weiterhin seien fir A € R™*"™ firi =1,...,m
a; := (aji)1<j<n €R" (26)

die Spalten von AT und fir B € R®XP firi=1,...,p

bj = (bij)1<j<n €R" (27)
die Spalten von B, also
AT = (al @y ooc am) €R™ ™ und B = (51 by - EP) €R"XP. (28)
Dann gilt
LIS (<a1,5]>)1<i§m,1<]<p (29)
Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen ausfiihrlichen Beweis.
® Die erste Aussage folgt mit der Identifikation von R = R™* 1
® Der Eintrag (AB)tj enstpricht dem Skalarprodukt von iter Spalte von AT und jter Spalte von B.
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Operationen

Motivation fiir Begriff der Inversen einer quadratischen Matrix

® Esseien A € R™X™ 2 € R™ und b € R™, A und b seien als bekannt vorausgesetzt, « sei unbekannt.

2
Zum Beispiel sei A := und b :=
3 4 11

1 2 x1 5 lx1 + 22 =5
In diesem Fall gilt Az = b < = <

3 4 oo 11 3x1 +4dzg =11

® Wir haben also ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten.

Wir stellen uns vor, dass wissen méchten, fiir welche(s) = das LGS erfiillt ist.
® Wiren A =a € R,z € Rund b € R, also az = b gegeben so wiirden mit dem multiplikativem Inversen

von a multiplizieren, also dem Wert, der mit a multipliziert 1 ergibt und durch ol = é

ax:a71b©1<x:a71b©x:%

gegeben ist.
® Dann wiirde namlich gelten axz = b & a~?!
® Konkret etwa 20 =6 < 27120 =276 & 122 = L6 o 2 =3.

® Analog méchte mit dem multiplikativen Inversen A~ von A multiplizieren kénnen, sodass “ATIA =1
® Dann hitte man ndmlich Az =b & A Az = A" b o o =A"1b

® Die Idee des multiplikativen Inversen wird im folgenden als Inverse eine quadratischen Matrix formalisiert.
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Operationen

Definition (Einheitsmatrix)

Die Matrix
1 0 0
0o 1 0
Im o= (aij)1<i<m,1<j<m €ER™ ™= . . (30)

mit a;; = 1 fiiri = j und a;; = O fiir ¢ 7 j heiBt m-dimensionale Einheitsmatrix.

® I, wird in R mit dem Befehl diag(m) erzeugt.

Theorem (Neutrales Element der Matrixmultiplikation)
Iy, ist das neutrale Element der Matrixmultiplikation, d.h. es gilt fir A € R"™*™, dass

ImA = Aund AI, = A. (31)

Beweis
Essei B = (b;;) = I;m A € R™*"™ Danngilt firalle 1 <i<mundallel1 <j<n

dij =0-a15+0-ag;+---+0-a;—1,;+1-a;;+++0-a;41,; +0-amj =a;; (32

und analog fiir AT,,. m}

Multivariate Datenanalyse | © 2022 Dirk Ostwald CC BY-NC-SA 4.0 | Folie 31



Operationen

Definition (Invertierbare Matrix und inverse Matrix)
A € R™X™ heiBt invertierbar, wenn es eine Matrix A~ € R™*™ gibt, so dass
AT'A=AA"" =1, (33)

ist. Die Matrix A™! heiBt die inverse Matrix von A.

Bemerkungen
® Invertierbarkeit und inverse Matrizen beziehen sich nur auf quadratische Matrizen.
® |Inverse Matrizen heiBen auch einfach Inverse.
® Quadratische Matrizen kdnnen, miissen aber nicht invertierbar sein.
® Nicht invertierbare Matrizen nennt man singuldre Matrizen
® FirA=aeR™ gt A7t =1
.

Die Definition sagt nur aus, was eine inverse Matrix ist, nicht wie man sie berechnet.
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Operationen

Beispiel fiir eine invertierbare Matrix

2.0 1.0 0.8 —0.2
Die Matrix A = ist invertierbar mit inverser Matrix A~ 1 = , denn
3.0 4.0 —0.6 0.4

2.0 1.0 08 -0.2\ (1 o) [ 08 -02) (2.0 1.0 (34)
3.0 4.0 —0.6 04)  \o 1) \-o06 0.4/ \3.0 4.0)’

wovon man sich durch Nachrechnen iiberzeugt.

Beispiel fiir eine nicht-invertierbare Matrix

1

Die Matrix B =
0

0 b
0) ist nicht invertierbar, denn wire B invertierbar, dann gébe es (a d) mit
c

(o) o)-6 -1 @

Das wiirde aber bedeuten, dass 0 = 1 in R und das ist ein Widerspruch. Also kann B nicht invertierbar sein.
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Operationen

Berechnen inverser Matrizen

® 2 X 2 bis etwa 5 X 5 Matrizen kann man prinzipiell per Hand invertieren.
® Dazu lernt man im BSc Mathematik verschiedene Verfahren.

® Wir verzichten auf eine Einfiihrung in die Matrizeninvertierung per Hand.
® Ein kurzes (30 min) Erklarvideo findet sich hier.

® In der Anwendung werden Matrizen standardmaBig numerisch invertiert.

Matrixinversion ist ein weites Feld in der numerischen Mathematik.

® Es gibt sehr viele Algorithmen zur Invertierung invertierbarer Matrizen.

Elegant berechnet man inverse Matrizen in R zum Beispiel mit dem Paket matlib.
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https://www.youtube.com/watch?v=9TD6gXfQDkw&t=7s

Operationen

Berechnen inverser Matrizen

# Einmalige Installation des R Pakets matlib
install.packages("matlib")

# Laden der matlib Funktionen
library(matlib)

# Definition
A = matrix(c(2,1,
3,4),
nrow = 2,
byrow = TRUE)

# Berechnen von A°{-1}
inv(4)

> [,11 [,2]
> [1,] 0.8 -0.2
> [2,] -0.6 0.4
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Operationen

Berechnen inverser Matrizen

print(inv(A) %*% A)

> [,1]1 [,2]
> [1,]1 1.00e+00 [¢]
> [2,] 2.22e-16 1

print (A %% inv(A))

> [,11 [,2]
> [1,] 1.00e+00 0
> [2,] 4.44e-16 1

# Nicht-invertierbare Matrizen sind auch numerisch nicht-invertierbar (singuldr)
B = matrix(c(1,0,
0,0),
v = 2,

inv(B)

> Error in Inverse(X, tol = sqrt(.Machine$double.eps), ...): X is numerically singular
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Definition

Operationen
Determinanten
Spezielle Matrizen
Spaltenraum und Rang
Eigenanalyse

Selbstkontrollfragen
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Determinanten

Definition (Determinante)

Fir A = (a;5)1<4,j<m € R™X™ mitm > 1 sei Ay € R™~1Xm—1 gie Matrix, die aus A durch Entfernen
der iten Zeile und der jten Spalte entsteht. Dann heiBt die Zahl

det(A) :=a11 firm =1 (36)
m
det(A) i= E a1 (1)1 det (Alj) fiir m > 1 37)
=1
die Determinante von A.
Bemerkungen
® Fir
1 2 3
A:=14 5 6 (38)
7 8 9

ergeben sich zum Beispiel

5 6 4 6 2 3 13
Ay = Ap = Agy = Agp = 39
1 (s 9) 2 (7 9) a2t (8 9) a2z (7 9) (39)

® Determinanten sind nichtlineare Abbildungen der Form det : R X" — R, A — det(A)
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Determinanten

Theorem (Determinanten von 2 x2 und 3 x 3 Matrizen)

(1) Essei A = (a45)1<4,5<2 € R2X2_ Dann gilt
det(A) = a11a2a — a12a21. (40)

(2) Essei A = (a;j)1<4,j<3 € R3%3. Dann gilt

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + @13a21a32 — a12a21a33 — a11a23a32 — a1zaz2a3zi. (41)
Bemerkungen
® Fiir 2 X 2 und 3 x 3 Matrizen (und nur fiir diese) gilt die Sarrusche Merkregel
“Summe der Produkte auf den Diagonalen minus Summe der Produkte auf den Gegendiagonalen”
® Bei 3 X 3 Matrizen bezieht sich die Merkregel auf das Schema

a1l a2 a3 | a1 a2
a1 a2z as23 a1  asz (42)
ag1  az2 a3zz | a3z age
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Determinanten

Beweis
Fir A € R2X2 gilt nach Definition
m

det(A) = E a1 (=1 det (Alj)

=t “3)
141 142
=a11 (-1 det(A17) + aga (=1 det(Aqa)
= ayy det((a22)) — ayz det((az1))
= ajjaz —ajlza2]
Fir A € R3X3 gilt nach Definition und mit der Formel fiir Determinanten von 2 X 2 Matrizen
m
det(A) = E a1 (~D 7 des (Alj)
j=1
141 142 143
=a11(-D"F ! det (Alj) +ag2(—1)'T? det (A412) + a13(—1) 2 det (413))
=ajydet(Ay1) — ajgdet(Ayz) + ajg det(Ayg)
=a det @22 a23)) —a det ((a21 a23)) +a det (((121 a22))
L ((asz a33 12 a3l  a33 13 azl a3z
= a1y (a22a33 — a23a32) — a12 (a21a33 — a23a31) + a13 (a21a32 — a22a31)

= ajjaza33z — ajjazszazz — aizaz1a3z +aijzazzazl +a13a21a32 — @13a22a31
= ajjaga33z + ajga23a31 + ajzazjazz — a12a21433 — 11323432 — @13422a317 -
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Determinanten

Beispiel 1

Es seien

A= (2 1) und B := (1 O) (45)
3 4 (O]

Dann ergeben sich

det(A)=2-4—1-3=8-3=5. (46)
und
det(B)=1-0—-0-0=0—0=0. (47)
Beispiel 2 Es sei
2 0 0
c:==10 1 o0 (48)
0 0 3

Dann ergibt sich

det(C)=2-1-34+0-0-04+0-0-0-0-0-3—-0-0-0—-0-1-0=2-1-3=6 (49)
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Determinanten

# Beispiel 1

A = matrix(c(2,1, # Matrizdefinition
3,4),
nrow 2,
byrow = TRUE)
det (A) # Determinantenberechnung
> [1]1 5
B = matrix(c(1,0, # Matrizdefinition
0,0),
nrow = 2,
byrow = TRUE)
det (B) # Determinantenberechnung
> [11 o
# Beispiel 2
C = matrix(c(2,0,0, # Matrizdefinition
0,1,0,
0,0,3),
nrow 3,
byrow = TRUE)
det (C) # Determinantenberechnung
>[1] 6
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Determinanten

Theorem (Rechenregeln fiir Determinanten)
Determinantenmultiplikationssatz
e Fir A, B € R™X™ gilt

det(AB) = det(A) det(B). (50)
Transposition
e Fiir A € R™X™ gilt

det(A) = det (AT) . (51)
Dreiecksmatrizen
e Fir Matrizen A = (aij)1<i,j<m € R™X™ mit a;; = 0 fiir i > j oder a;; = 0 fiir j > i gilt
m

det(A) = H a;; (52)

i=1

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Bei Dreiecksmatrizen sind alle Elemente unterhalb (¢ > j) oder oberhalb (j > ) der Diagonalen 0

® Bei Iy, sind alle nicht-diagonalen Elemente 0 und alle diagonalen Elemente 1, also folgt det(I,,) = 1.
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Determinanten

Theorem (Invertierbarkeit und Determinante)

A € R™X™ ist dann und nur dann invertierbar, wenn gilt, dass det(A) # 0. Es gilt also

A ist invertierbar < det(A) # 0 undA ist nicht invertierbar < det(A) = 0. (53)

Beweisandeutung

Wir zeigen lediglich, dass aus der Invertierbarkeit von A folgt, dass det(A) nicht null sein kann. Nehmen wir also an,
dass A ist invertierbar. Dann gibt es eine Matrix B mit AB = I, und mit dem Determinantenmultiplikationssatz

folgt
det(AB) = det(A) det(B) = det(I,) = 1. (54)

Also kann det(A) = O nicht gelten, denn sonst wire 0 = 1.

Bemerkung

® A ist nicht invertierbar <> det(A) = 0 ist fiir die Eigenanalyse essentiell.
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Determinanten

Visuelle Intuition

ai, ..., am € R™ seien die Spalten von A € R™*™,

= det(A) enstpricht dem signierten Volumen des von a1, ..., a.,, € R™ aufgespannten Parallelotops.

301
A =

X2

det(A;) =3-2—1-1=5

2 0
Ao =

X2
Now
S S—

-

det(Az) =2-2—-0-0=4

2 2
Ag =

det(Az) =2-2—-2-2=0
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Definition
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Eigenanalyse

Selbstkontrollfragen
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Spezielle Matrizen

Definition (Nullmatrizen, Einheitsmatrizen, Einheitsvektoren, Einsvektoren)
® Wir bezeichnen Nullmatrizen mit
Omn = (0)1<i<m,1<j<n € R™X™ und 0 = (0)1<i<m € R™ (55)

® Wir bezeichnen die Einheitsmatrix mit

n

Im = (ijk)1<i<m,1<j<n € R™*™ mitij, = 1firj =k und ijj, = 0 fir j # k (56)

® Wir bezeichnen die Einheitsvektoren e1,47 = 1, ..., m mit

e; 1= (eij)lsjs,n € R™ mit ei; =1 fiir i = j und ei; =0 fiir i # j (57)

® Wir bezeichnen den Einsvektor mit
Im = (1<i<m €R™ (58)

Bemerkungen
0yn und 0, bestehen nur aus Nullen.

I, besteht nur aus Nullen und Diagonalelementen gleich Eins.

e;, i1, ...., m besteht nur aus Nullen und einer Eins in der iten Komponente.

1,y besteht nur aus Einsen.
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Spezielle Matrizen

Definition (Symmetrische, diagonale, und orthogonale Matrizen)

® Eine Matrix S € R"*X™ heiBt symmetrisch, wenn gilt dass ST = S.
® FEine Matrix D € R™*™ heiBt Diagonalmatrix, wenn dij =0firl <i4,5 <m,i#j.

® FEine Matrix Q@ € R" X" heiBt orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren wechselseitig orthonormal sind.

Bemerkungen

® Eine Diagonalmatrix D mit Diagonalelementen d1, ..., dy, schreibt man auch als D = diag(dy, ..., dn)
® Symmetrische, diagonale, und orthogonale Matrizen haben viele “gute” Eigenschaften.

® |m folgenden wichtige Eigenschaften sind
n

o D := diag(dy, ..., dyp) ist eine Diagonalmatrix = det(D) = H N d;.
i=

o Qist orthogonal = Q1 = QT (weil QT Q = QQT = I,,).
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Spezielle Matrizen

Definition (Positiv-definite und positiv-semidefinite Matrizen)
® FEine Matrix C € R™ X ™ heiBt positiv-definit, wenn fiir alle x € R™ mit « # 0., gilt, dass
zT Az > 0. (59)
® FEine Matrix C € R X" heiBt positiv-semidefinit, wenn fiir alle z € R™ mit « # Oy, gilt, dass

=T Az > 0. (60)

Bemerkungen
® Positiv-definite und positiv-semidefinite Matrizen haben viele “gute” Eigenschaften.

® |m folgenden wichtige Eigenschaften sind
o C ist positiv-definit = det(C') > 0 und C ist invertierbar.
o C ist positiv-definit = Es gibt eine Matrix K € R"™ X" mit C = KKT.

o C ist positiv-definit = Alle Eigenwerte von C' sind positiv.
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Spaltenraum und Rang

Definition (Spaltenraum und Rang einer Matrix)
Essei A € R™*™ und
all a12 aln
ay = . ,ag = . - : e€RrR™ (61)
am1 am?2 aAmn
seien die Spalten(vektoren) von A. Dann heiBt

n

col(A) := E ciajle; mti=1,...,n €R (62)
i=1
der Spaltenraum von A. Die Dimension von col(A) heiBt der Rang von A. Ist die Dimension von col(A) gleich n,
so sagt man, dass A vollen Spaltenrang hat.

Bemerkungen

® col(A) ist die Menge aller Linearkombinationen der Spaltenvektoren von A
® Die Dimension von col(A) entspricht der Anzahl der linear unabhangigen Spaltenvektoren von A.

® Mitc:= (ci)i<i<n € R" gilt col(A) = {Aclc € R"}.

Selbstkontrollfragen
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Eigenanalyse

Definition (Eigenvektor, Eigenwert)

A € R™X™ sej eine quadratische Matrix. Dann heiBt jeder Vektor v € R™, v # 0, fiir den gilt,

dass
Av = v (63)

mit A € R ein Eigenvektor von A. X heiBt zugehériger Eigenwert von A.
Bemerkungen

® FEin Eigenvektor v von A wird durch A mit einem Faktor A\ verlangert.
® Jeder Eigenvektor hat einen zugehdrigen Eigenwert.

® Die Eigenwerte verschiedener Eigenvektor kénnen identisch sein.
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Eigenanalyse

Theorem

A € R™X™ sej eine quadratische Matrix. Wenn v € R™ Eigenvektor von A mit Eigenwert A\ € R
ist, dann ist auch av € R™ mit a € R Eigenvektor von A und zwar mit Eigenwert a\ € R.

Beweis

Es gilt
Av = v & a(Av) = a(A)v & A(av) = (aX)v (64)

Also ist av ein Eigenvektor von A mit Eigenwert a\.

Konvention

Wir betrachten im Folgenden nur Eigenvektoren mit ||v|| = 1.
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Eigenanalyse

Visualisierung eines Eigenvektors

2 1 1 1
Fir A := ist v = = Eigenvektor zum Eigenwert A = 3, w := ist kein Eigenvektor.
(1 2) V2 (1) € & ’ 0 €

25 AV =V

2.0

Aw # Aw
1.0 2

0.5

0.0 :

00 05 10 15 20 25 30
X1

B'd
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Eigenanalyse

Theorem (Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren)

A € R™*™ sei eine quadratische Matrix. Dann ergeben sich die Eigenwerte von A als die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms

xA(A) :=det(A — X,p,). (65)

von A. Weiterhin seien \7,7 = 1,2, ... die auf diese Weise bestimmten Eigenwerte von A. Die
entsprechenden Eigenvektoren v;,7 = 1,2, ... von A kdénnen dann durch Lésen der linearen Glei-
chungssysteme

(A= XIn)v; =0, firi=1,2, ... (66)

bestimmt werden.
Bemerkungen
® Fiir kleine Matrizen mit m < 3 kénnen Eigenwerte und Eigenvektoren manuell bestimmt werden.

® Bei groBen Matrizen werden Eigenwerte und Eigenvektor im Allgemeinen numerisch bestimmt.
® R’s eigen(), Scipy's linalg.eig(), Matlab's eig().
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Eigenanalyse

(1) Bestimmen von Eigenwerten
Wir halten zunachst fest, dass mit der Definition von Eigenvektoren und Eigenwerten gilt, dass
Av = v & Av — Ao =0y & (A — X))o = Oy . (67)

Fiir den Eigenwert \ wird der Eigenvector v also durch (A — AI,,) auf den Nullvektor 0,,, abgebildet. Weil aber
per Definition v # 04y, gilt, ist die Matrix (A — AI,, ) somit nicht invertierbar: sowohl der Nullvektor als auch v
werden durch A auf 0,,, abgebildet, die Abbildung

FiR™ S R™, 2 (A — ALz (68)

ist also nicht bijektiv, und (A — AI,,,) "' kann nicht existieren. Die Tatsache, dass (A — AI,;,) nicht invertierbar
ist, ist aber dquivalent dazu, dass die Determinante von (A — AI,,) Null ist. Also ist

xa(A) =det(A — Al,,) =0 (69)
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass A ein Eigenwert von A ist.
(2) Bestimmen von Eigenvektoren
Es sei )\;‘ ein Eigenwert von A. Dann gilt mit den obigen Uberlegungen, dass Auflésen von
(A= X Im)v] =0m (70)

nach v;‘ einen Eigenvektor zum Eigenwert \* ergibt. m}
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Eigenanalyse

Beispiel 1
Es sei
2 1
A= 71
) o
Wir wollen die Eigenwerte und Eigenvektoren von A bestimmen.

(1) Berechnen von Eigenwerten
Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A.

Das charakteristische Polynom von A ergibt als

_ 2 1) (a0} _ (22 o 2
con-an((2 )-(3 ))-en (02, D) sren

Nullsetzen und Auflésen nach A ergibt mit der pg-Formel
(2-A>-1=0= X =3,2 =1. (73)

Die Eigenwerte von A sind also A\; = 3 und A2 = 1.
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Eigenanalyse

Beispiel 1 (fortgefiihrt)
(2) Berechnen von Eigenvektoren

Die Eigenvektoren zu den Eigenwerten A1 = 3 und A2 = 1 ergeben sich durch Lésen der linearen
Gleichungssysteme
(A — AiI2)v; = 0y (74)

Fir A1 = 3 ergibt sich

—1 1 0 1 1
(A —3I2)v1 =02 & vy = v = — ist eine Lésung.
1 -1 V12 0 V2 \1

(75)
Fpr A2 = 1 ergibt sich

1 1 V21 0 1 1y . . .
A—-1I =02 & = = = — t L . (76
( 2)v2 2 (1 1> <v22) <0) va 7 (_1> ist eine Lésung. (76)

Weiterhin gilt v7 vy = 0 und ||v1]]2 = ||va]]2 = 1.
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Eigenanalyse

# Matrizdefinition
A = matrix(c(2,1,
1205
2,
TRUE)

# Eigenanalyse

eigen(A)

> eigen() decomposition
> $values

> [1] 3 1

>

> $vectors

> [,11  [,2]

> [1,] 0.707 -0.707

> [2,] 0.707 0.707
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Eigenanalyse

Theorem (Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen)

Eine symmetrische Matrix S € R *™ hat m verschiedene Eigenwerte A1, ..., A, mit zugehdrigen
orthogonalen Eigenvektoren g1, ..., ¢m € R™.
Bemerkungen

® Das Theorem ist eine Konsequenz aus dem Spektralsatz der Linearen Algebra.
® Ein vollstandiger Beweis findet sich in Strang (2009), Section 6.4.

Teilbeweis

Wir setzen die Tatsache, dass S m verschiedene Eigenwerte hat, als gegeben voraus und zeigen lediglich, dass die
Eigenvektoren von S orthogonal sind. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien also A; und Ajmitl <id,j <m
znd A; # Aj zwei der m verschiedenen Eigenwerte von S mit zugehdrigen Eigenvektoren g; und q;j, respektive.

Dann ergibt sich

Sq; = Mg & (Sa)T = Na)T o ol s =af X & o Sq5 = el g (77)
Ahnlicherweise gilt
Sa; = Ajaj © aj Sa5 = X4 45 (78)
Also folgt
Nl aj = Njai a5 mit q; # 0,45 # 0, und A # A, (79)
und damit die Orthogonalitat q;.rqj =0. [m]
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Eigenanalyse

Theorem (Orthonormale Zerlegung einer symmetrischen Matrix)

S € R™*™ sei eine symmetrische Matrix. Dann kannn S geschrieben werden als

S =QAQ", (80)
wobei Q € R™*™ eine orthogonale Matrix ist und A € R™*™ eine Diagonalmatrix ist.
Beweis
Weil S symmetrisch ist, hat sie m verschiedene Eigenwerte A\;,7i = 1,..., m und m zugehdrige orthogonale
Eigenvektoren ¢q;,¢ = 1, ..., m, so dass
Sq; = Xjgq; fori=1,...,m. (81)
Mit den Definitionen
Qi=(a @ am) und As=disg (A1, A2 A ) 5 (82)
folgt dann
SQ =AQ & SQ = QA. (83)
Rechtseitige Multiplikation mit QT ergibt dann
5QQT = QAQT & SI, = QAQT & 5 = QAT (84)
und damit ist alles gezeigt. O
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Eigenanalyse

Beispiel 1 (fortgefiihrt)

Fir

Q
ii
—

o1 UQ) and A = diag(A1, A2) (85)

ergibt sich

QaQT = UQ) diag(A1, A2) (v1 v2)T

TGN
C e
¢y

= Sl S
= = = e
Sl Sl Sl

Il
B~
=N
(O
-
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie Definition einer Matrix wieder.

2. Nennen Sie sechs Matrixoperationen.

3. Geben Sie Definitionen der Matrixaddition und -subtraktion wieder.
4. Geben Sie die Definition der Skalarmultiplikation fiir Matrizen wieder.

5. Geben Sie die Definition der Matrixtransposition wieder.

1 2
A::( ),B:: (3 0>,undc::2 (86)
2 1 1 2

D:=c(A—BT) und E :

6. Es seien

Berechnen Sie

(et + B. (87)
per Hand und iiberpriifen Sie lhre Rechnung mit R.
7. Geben Sie die Definition der Matrixmultiplikation wieder.

8. Esseien A € R?’XZ, B € R2*% und C € R3*%. Priifen Sie, ob folgende Matrixprodukte definiert sind,

und wenn ja, geben Sie die GréBe der resultierenden Matrix and

aBc, ABcT, ,ATceBT | BaAC (88)
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Selbstkontrollfragen

9. Es seien

1 3 2 1
A:=14 5 6]B:==|1 3 1 und C := | 3 (89)
3 2 0 0 2

Berechnen Sie die Matrixprodukte
T
aB, BTAT, (BTAT) ., AC (90)
per Hand und iberpriifen Sie lhre Rechnung mit R.

10. Invertieren Sie die Matrizen A und B aus der vorherigen Aufgabe mithilfe von matlib::inv und tberprifen Sie

die Inverseeigenschaft der inversen Matrizen mithilfe von R.
11. Geben Sie die Formel fiir die Determinante von A := (A;;)1<; j<2 € R? wieder.
12. Geben Sie die Formel fiir die Determinante von A := (A;;)1<;, j<3 € R3 wieder.

13. Berechnen Sie die Determinanten von

2 1
A= (1 2) B:=12 3 2 und C := diag(1, 2, 3) (91)
3

per Hand und iberpriifen Sie lhre Rechnung mit R.
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Selbstkontrollfragen

14. Geben Sie den Determinantenmultiplikationssatz wieder.

15. Geben Sie das Theorem zur Invertierbarkeit und Determinante von Matrizen wieder.

16. Geben Sie die Definition einer symmetrischen Matrix wieder.

17. Geben Sie die Definition einer Diagonalmatrix wieder.

18. Geben Sie die Definition einer orthogonalen Matrix wieder.

19. Geben Sie die Definition einer positiv-definiten und einer positiv-semidefiniten Matrix wieder.
20. Geben Sie die Definition des Spaltenraums einer Matrix wieder.

21. Wann sagt man, dass eine Matrix vollen Spaltenrang hat?

22. Geben Sie die Definition eines Eigenvektors und eines Eigenwertes einer quadratischen Matrix wieder.
23. Geben Sie das Theorem zur Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren wieder.

24. Geben Sie das Theorem zu den Eigenwerten und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen wieder.
25. Geben Sie das Theorem zur orthonormalen Zerlegung einer symmetrischen Matrix wieder.

26. Dokumentieren Sie die in dieser Einheit eingefiihrten R Befehle in einem R Skript.
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