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(11) Nichtlineare Optimierung



Motivation

Viele Verfahren der Pradiktiven Modellierung oder, wie heutzutage auch oft gesagt wird, der “Kiinstlichen
Intelligenz”, z.B. Neuronale Netze als generalisierte logistische Regression oder Support-Vektor-Maschinen,

basieren auf mathematisch recht iiberschaubaren Modellen.

lhre momentane breite Verwendung verdanken diese Verfahren im Wesentlichen den verbesserten Computer-
Hardware-Komponenten der letzten 15 Jahre, die zum Lernen ihrer Parameter (“Trainieren”) genutzt werden,
weniger wesentlichen neuen theoretischen Einsichten. Fiir einen aktuellen Uberblick, siehe zum Beispiel Prince
(2023), Murphy (2023) und Bishop and Bishop (2024).

Das Lernen von Parametern von Modellen der Pradiktiven Modellierung enstpricht der Optimierung von Funk-
tionen, wie wir in (12) Logistische Regression, (13) Support Vektor Maschinen, (14) Neuronale Netze sehen

werden, insbesondere der Minimierung sogenannter Loss Functions.

Ebenso entspricht das Schitzen von Parametern in Gemischten Linearen Modellen (Linear Mixed Models), wie
sie zur Analyse von Interventionsstudien und Metaanalysen im Bereich der Psychotherapieforschung eingesetzt

werden der Optimierung von Funktionen, wie wir im MSc KIiPP im SoSe studieren werden.

Zur Optimierung von Funktionen werden insbesondere und im einfachsten Fall sogenannte Gradientenverfahren
eingesetzt. In diesem Abschnitt wollen wir deshalb zunichst ein Grundverstdndnis von Gradientenverfahren

erarbeiten.
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Multivariate reellwertige Funktion)

Eine Funktion der Form

[iRY = R f(z) = f(@1,.3,) (1)

heiBt multivariate reellwertige Funktion.

Beispiel fir n :=2

[ R =R f()=af +a3 @)

f(x): =32 +x2

56U,
\

\\
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Partielle Ableitung)
Es sei D C R" eine Menge und

f:D>Rap f@) 3)
eine multivariate reellwertige Funktion. f heiBt in a € D nach x; partiell differenzierbar, wenn der Grenzwert

0 — ligy, Jla+Pei) — f(a)
e

(4)

existiert. B%f(a) heiBt dann die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle a. Wenn f fiir alle € D, nach
2
x; partiell differenzierbar ist, dann heiBt f nach x; partiell differenzierbar und die Funktion

2] ]
—f D=>Rx— — 5
=7 @ 5o (@) (5)
heiBt partielle Ableitung von f nach x;.
f heiBt partiell differenzierbar in x € D, wenn f fiir alle ¢ = 1,...,n in x € D nach x; partiell differenzierbar ist,
und f heiBt partiell differenzierbar, wenn f fiir alle ¢ = 1,...,n in allen x € D nach x; partiell differenzierbar ist.
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Multivariate Differentialrechnung

Bemerkungen

® ¢, € R" bezeichnet den i-ten kanonischen Einheitsvektor.
® Es gilt also ei; = 1 fiir i = j und € = Ofiri#jmitj=1,..,n.
o Jlathe))—f(z)

h

: misst die Anderung f(a + he;) — f(z) von f pro Strecke h in Richtung e;.
o Jflathe)—f()
h

heiBt auch partieller Newtonscher Differenzquotient.
® Fiir h — 0 misst der Differenzquotient die Anderungsrate von f in z in Richtung e;.

f ist eine Funktion.

. a%if(.r) ist eine Zahl, 0—21

® Praktisch berechnet man %f als die (einfache) Ableitung
7

d -
Ele,,..zz 11 zn(mi> (6)

i

der univariaten reellwertigen Funktion

FrR R foy oy 1 aiag i (@) = F(@1 e @iy s 3. )

® Man betrachtet alle z; mit j #+ ¢ also als Konstanten.

® Wir werden also keine Grenzwertbildung zur Berechnung von partiellen Ableitungen bendtigen.
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Multivariate Differentialrechnung

Partieller Newtonscher Differenzquotient

- Xp-Achse
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (1)
Wir betrachten die Funktion
fiR2 SR,z f(z) =22 + 3. (8)
Weil die Definitionsmenge dieser Funktion zweidimensional ist, kann man zwei partielle Ableitungen berechnen
] 17} o ]
—f:R2 SRz ——f(z)und =— f:R2 5> R,z —— f(z).
pap ! Rw s (@) und S f R S Row e () ©)

Um die erste dieser partiellen Ableitungen zu berechnen, betrachtet man die Funktion
foy 1R Rz HfIQ(zl)::z:{+w§v (10)

wobei x5 hier die Rolle einer Konstanten einnimmt. Um explizit zu machen, dass x5 kein Argument der Funktion
ist, die Funktion aber weiterhin von x5 abhéangt haben wir die Subskriptnotation j",;2 (1) verwendet. Um nun die

partielle Ableitung zu berechnen, berechnen wir die (einfache) Ableitung von fIZ'

Fhy (@) = 22y (11)
Es ergibt sich also
I} 2 o 0 5 2 ,
alefi[R - Rz alef(f):Txl(%Jr-Tz):fw(z):QIr (12)
Analog gilt mit der entsprechenden Formulierung von ff”l' dass
2] 2] 2]
Ef:ﬂ?zaﬂ?,z}—) Ef(z):E(mr‘erwg):f;l(z):ng (13)
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Zweite partielle Ableitungen)

f: R™ — R sei eine multivariate reellwertige Funktion und a%%f sei die partielle Ableitung von f
nach z;. Dann ist die zweite partielle Ableitung von f nach z; und z; definiert als

o0 = () (14)

Oz ;0x; - de] dx;

Bemerkungen

® Wie die zweite Ableitung ist auch die zweite partielle Ableitung rekursiv definiert.

P 92
® Zu jeder partiellen Ableitung %f gibt es n zweite partiellen Ableitungen OTF)Wf] =1,...,n.
i 1z Ox;
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Multivariate Differentialrechnung

Theorem (Satz von Schwarz)

f:R™ — R sei eine partiell differenzierbare multivariate reellwertige Funktion. Dann gilt

0? 02

= f(x) = ——— f(a) fi <ij<n.
B, flx) P03 f(z) furalle1 <4,5<n (15)

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
® Das Theorem von Schwarz besagt, dass die Reihenfolge des partiellen Ableitens irrelevant ist
® Das Theorem erleichtert die Berechnung von zweiten partiellen Ableitungen.

® Das Theorem hilft, Fehler bei der Berechnung zweiter partieller Ableitungen aufzudecken.
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (1) (fortgefiihrt)
Wir wollen die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion
f:R? =R,z f(z) ::merz%. (16)

berechnen. Mit den Ergebnissen fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung dieser Funktion ergibt sich

2
O 10 = o (o 1(@) = g (201) =2

Oz 0wy Bay \ 97y
%ﬁ;mlf@ = % (%f(m)) = %ml) -0
s 1) = 5 (5 S0)) = o 20 =2
Offenbar gilt , ,
89619312 = ﬁf (). (18)

Multivariate Verfahren | © 2025 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 13



Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (2)
Wir wollen die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Funktion
[R5 Rz f(z) =22 + xy2g + 29,/T3. (19)

berechnen.

Mit den Rechenregeln fiir Ableitungen ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung

2 %

Ef(a:):a—ml(w?+zlx2+z21/x3):211+x2,

a % 5

D—sz(z):%(11+zlz2+zz‘/z3):11+‘/m‘, (20)
O iy O (2 ey T2

8—2:3f(1)— Das (.Ll +xiTo +.E2\/.L3>— oWk
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (2) (fortgefiihrt)

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich x| ergibt sich

92 i) i) 2
50) = g (o f(@) = g (201 +) =2,

Oz 0z Oz

92 2 2 )
By, f(z) = D7y (qu(x)) = Boy (221 +22) =1,

i o (o o
Wﬂz) = e (ﬁf@)) = B3 (2x1 +x9) = 0.

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich x5 ergibt sich

82 a ) 9
F2,0057 " By (@f(@) = By (z1 + Vag) =1,

92 ) E) 9
5220731 ) = By (072“1)) = gy (#1+ V) =0,

92 ) F) P )
Gaams @ = a5y (503 ) = 5y (71 + V79 =

(21)

(22)
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (2) (fortgefiihrt)
Fiir die zweiten partiellen Ableitungen hinsichtlich x5 ergibt sich
8?2 3 3 8 [xy
F2,025 @) = Bay (aTgf“”)) e (Fvms) =0,

52 N a ., \_ @ zy \ 1
7awaz3ﬂl)—%(%ﬂl>)—%( )—zm (23)

92 o (@ 2 1 -3 1 3
mﬂ”*@(%“”)*@(%% TTamm

Weiterhin erkennt man, dass die Reihenfolge der partiellen Ableitungen irrelevant ist, denn es gilt

92 52
5210051 @) = By 1@ =1
82 92
8210wy T Bayon T T 24
Oy Oz fla) Ox30x flz) =0, (24)
9 92 1

dxodxy fla) = Ox30xy fa) = 2,/T3 "
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Gradient)

f:R™ = R sei eine multivariate reellwertige Funktion. Dann ist der Gradient V f(x) von f an der

Stelle € R™ definiert als

Vf(z) =

Bemerkung

(25)

® V f(z) fasst die partiellen Ableitungen von f an der Stelle z € R™ in einem Vektor zusammen.
® Gradienten sind multivariate vektorwertige Abbildungen der Form V f : R — R™, z i V f(x).
® Wir zeigen spéter, dass —V f(z) die Richtung des steilsten Abstiegs von f in R anzeigt.

® Firn=1gilt Vf(z)= f'(z).
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiele

Fiir die in Beispiel (1) betrachtete Funktion f : R?> — R gilt
9
e At 2z
V(z) = (”;1 A )> = ( 1) € R (26)
9;2 () 2z,

Fiir die in Beispiel (2) betrachtete Funktion f : R® — R gilt

3(?1 f(z) 2z, + w9
Vi@) = | g2 f(a) | = | 1 + 75 | €R% (27)
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel (1) (fortgefiihrt)

Gradienten von f:R? = R,z > f(x) == z% + acg bei

o (74 I ) B ) I 1Y
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Hesse-Matrix)

f: R™ = R sei eine multivariate reellwertige Funktion. Dann ist die Hesse-Matrix V2 f(x) von f an

der Stelle € R™ definiert als

67:(1?;11 f('T> Bx?ga:g f(T> 87:??)171 f(g‘)
2 2
V2f(1:) = é)zgi)z'l f(x> 01.2012 f(1‘> 615&)17L f(x> c R>n (28)

Bemerkung

® V2 f(x) fasst die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f in einer Matrix zusammen.

® Hesse-Matrizen sind multivariate matrixwertige Abbildungen der Form V2 f : R — R™*" 1+ V2 f(z).
® Firn=1gilt V2f(z) = f"(z).

2 ; 52 " - T
* Mit 01(37111%“ = O:I_dBa f(z) fir 1 <4, < n folgt, dass (VQf(z')) =V2f(x).
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Multivariate Differentialrechnung

Beispiel

Fiir die in Beispiel (1) betrachtete Funktion f:R? — R gilt

9?2 9?2
02 ) (angml o) i f(@) _ (2 0) e
2

;ngiazlf(x) mf(ﬂ”) 0

Fiir die in Beispiel (2) betrachtete Funktion f:R3 — R gilt

o2 92 o2
9z dxq f(@) 9z dxy f(@) 9z dx3 flz)
2p(p) = | 02 02 02
vV f(x) = 512211 f(z) 312§Z2 f(z) 3,2513 f(=)
I} e} ¢}
dxgdxy f(z) dxzdxg flz) dxzdxy f(z)
2 1 0
— 1
=10 3
1 1 —3/2
0 3v3 T d%aT
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Multivariate Differentialrechnung

Definition (Glatte multivariate reellwertige Funktion)
Eine multivariate reellwertige Funktion

R =Rz f(z) (29)
heiBt glatt, wenn ihr Gradient und ihre Hesse-Matrix existieren und fiir alle x € R™ stetig sind.
Bemerkungen

® Der Gradient und die Hesse-Matrix einer glatten Funktion kénnten iiberall in R™ berechnet werden.
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Multivariate Differentialrechnung

Theorem (Multivariater Mittelwertsatz erster Ordnung)

f: R™ — R sei eine glatte Funktion und es sei p € R™. Dann gibt es ein ¢ €]0, 1], so dass gilt

fl@+p) = fx)+Vf(x+tp)Tp. (30)

Theorem (Multivariater Mittelwertsatz zweiter Ordnung)

f: R™ — R sei eine glatte Funktion und es sei p € R™. Dann gibt es ein ¢ €]0, 1], so dass gilt

Hz+p) = £(@) + V(@) Tp+ 2"V f(w + D). (31)

Bemerkung

® Wir verzichten auf Beweise.
® Nocedal and Wright (2006) bezeichnen die Theoreme als “Taylor's Theorem”, das ist ein wenig misleading.
® Vfund V2f werden an einer Stelle zwischen = und z + p evaluiert.
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Multivariate Differentialrechnung

Univariate visuelle Intuition zum Mittelwertsatz erster Ordnung

Es gibt ein ¢t €]0,1[ mit f(z+p) = f(z) + f'(z + tp)p (32)

Foct+p) + fO)+f'Cx+ tp)p

[0+ f'(x +tp)tp

f& T
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Definition (Optimierungsproblem)
Ein Optimierungsproblem hat die allgemeine Form
min f(x), (33)
x

wobei z € R"™ und f: R™ — R eine glatte multivariate reellwertige Funktion ist. Die Lésung z* eines

Optimierungsproblems wird bezeichnet mit

Tt = argfnin f=). (34)

Bemerkungen
® Weil gilt, dass max, f(x) = min, —f(x) geniigt es, sich mit Minimierungsproblemen zu befassen.

® Im Allgemeinen ist die Lésung x* eines Optimierungsproblems eine Menge.

® Man denkt bei argmin f(x) alllerdings auch einfach an Elemente dieser Menge.
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Definition (Globale und lokale Minima und Minimalstellen)

f:R™ — R sei eine multivariate reellwertige Funktion.

® z* € R™ heiBt globale Minimalstelle von f, wenn f(z*) < f(z) fir alle z € R™ gilt. f(z*) € R
heiBt dann das globale Minimum von f.

® z* € R™ heiBt lokale Minimalstelle von f, wenn es eine Umgebung U von z* gibt, so dass
f(@*) < f(z) fir alle z € U C R™. f(z*) € R wird dann ein lokales Minimum von f genannt.

® ¥ € R” heiBt strikte lokale Minimalstelle von f, wenn es eine Umgebung U von z* gibt, so

dass f(z*) < f(z) fiir alle x € U C R". f(z*) € R wird dann ein striktes lokales Minimum von
f genannt.

Bemerkung

® Eine Umgebung von = € R ist eine offene Menge, die = enthilt.
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Univariate visuelle Intuition zu globalen und lokalen Minima und Minimalstellen

f

Striktes lokales Minimum

Lokales Minimum

Striktes globales Minimum

Lokale Minimalstelle Strikte globale Minimalstelle Strikte lokale Minimalstelle X
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Theorem (Notwendige Bedingung erster Ordnung)

f:R™ — R sei eine glatte Funktion. Wenn z* eine lokale Minimalstelle von f ist, dann gilt

Vi) =0, (35)

Beweis

Wir beweisen das Theorem mithilfe eines indirekten Beweises (Beweis durch Widerspruch). Dazu nehmen wir an, dass z* zwar eine lokale
Minimalstelle von f ist, aber V f(x*) # 0y, ist. Dazu definieren wir zunichst p := —V f(z*). Dann gilt, dass

PV i) = =V )TV ") = |V )]l < 0. (36)
Weil Vf in einer Umgebung von o* stetig ist, existiert ein Skalar 7' > 0, so dass auch
pL'V f(z* + tp) < 0 fiir alle ¢ € [0, T). (37)
gilt. Nun gilt fiir £ €]0, T aber mit dem Mittelwertssatz erster Ordnung, dass
Fa* +1p) = f(a*) + V f(a* + tp)Tip = f(a*) + ipT V f(a* + tp) fiir ein t €]0, . (38)
Also folgt f(z* + Ip) < f(«*) fir alle ¥ €]0, T]. Wir haben also eine Richtung von z* weg gefunden, in der f abnimmt. Also kann z*

keine Minimalstelle sein, wenn Vf(z*) # 0y, gilt. Dies ist aber ein Widerspruch, zur Annahme, dass es moglich ist, dass z* eine lokale

Minimalstelle von £ ist und V f(x*) # 0,, gilt. Also muss V f(z*) = 0,, gelten, wenn z* eine lokale Minimalstelle ist.
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Theorem (Notwendige Bedingung zweiter Ordnung)
f + R — R sei eine glatte Funktion. Wenn z* eine lokale Minimalstelle von f ist, dann ist

Vf(z*) =0, und V2f(z*) ist positiv semidefinit.

Beweis
Wir beweisen das Theorem mithilfe eines indirekten Beweises (Beweis durch Widerspruch). Wir haben schon gesehen, dass V f(z*) = 0,,
ist, wenn z* eine lokale Minimalstelle von f. ist. Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir nun an, dass z* zwar eine lokale Minimalstelle
von f ist, aber dass sz(z*) nicht positiv semidefinit ist. Dann ist es moglichen einen Vektor p zu finden, so dass gilt
pT' V2 fa*)p < 0. (39)
Weil V2 f(z*) in einer Umgebung von z* stetig ist, existiert ein Skalar T' > 0, so dass
pL'V2 f(a* + tp)p < 0 fiir alle t € [0, T]. (40)
gilt. Mithilfe des Mittelwertsatzes zweiter Ordnung gilt dann fiir alle ¢ €]0, T und ein ¢ €]0, £[, dass
f(z* +tp) = f(a*) + tpL V F(*) + %Z%Tv%(z* b tp)p < f(z*). (41)
Wir haben also wieder eine Richtung von a* weg gefunden, in der f abnimmt. Also kann * keine Minimalstelle sein, wenn V2 f(z*)

nicht positiv semidefinit ist. Dies ist aber ein Widerspruch, zur Annahme, dass es méglich ist, dass z* eine lokale Minimalstelle von f ist
und sz(u;*) nicht positiv semidefinit ist. Also muss V2f(z*) positiv semidefinit sein, wenn z* eine lokale Minimalstelle ist.
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Theorem (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung)

f:R™ — R sei eine glatte Funktion und es seien Vf(z*) = 0,, und V2 f(z*) positiv definit. Dann
ist 2* eine strikte Minimalstelle von f.

Beweis

Wir halten zunichst fest, dass weil die Hesse-Matrix stetig und positiv definit in z* ist, wir ein 7 > 0 wahlen kénnen, so dass sz(x)
positiv definit fiir alle = in
D = {allle —a*| < r} (42)

ist. Fiir einen Vektor p mit |[p|| > 0 und ||p|| < r gilt z* + p € D. Fiir ein t €]0, 1] gilt dann mit dem Mittelwertssatz zweiter Ordnung,

dass

Ja* +p) = f@) + VT + 2TV + tp)p
(43)
= @) + 3T V2 [+ tplp.

Weil aber o* + tp € D ist, gilt, dass pTV2f(r* +tp)p > 0 ist und somit f(z* + p) > f(x*). In jeder Richtung p von =* weg erhoht

sich also der Wert von f und damit ist z* eine strikte Minimalstelle.
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Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

Zusammenfassung

Optimierungsproblem
min f(z) = max —f(x) fir f: R* = R

Lokale Minimalstelle
Tt = argfnin f(x),2* € R" < f(z*) < f(z) fir allex € N C R"
Notwendige Bedingung erster Ordnung
z* = argmin f(z) = Vf(z*) =0,
z
Notwendige Bedingung zweiter Ordnung
2* = argmin f(z) = Vf(z*) = 0,, und V2f(z*) positiv semidefinit
x

Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung

Vf(z*) =0, und V2f(z*) positiv definit = 2* = argmin f(z)
T
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Multivariate Differentialrechnung
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Gradientenverfahren

Allgemeine Form von Optimierungsalgorithmen
Initialisierung

0. Wabhl eines Startpunktes z, € R™.

Iterationen

Firk=0,1,2,...

1. Berechnung von x;,; basierend auf Information iiber f an der Stelle x;.

2. STOP, wenn Minimalstelle gefunden ist oder kein Fortschritt mehr erzielt wird.
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Gradientenverfahren

Definition (Gradientenverfahren)

Es sei f: R™ — R eine multivariate reellwertige Funktion. Dann hat das Gradientenverfahren zur

Minimierung von f folgende allgemeine Form:

Initialisierung

0. Wahle einen Startpunkt x, € R”, eine Lernrate o > 0 und ein Konvergenzkriterium ¢ > 0.

Iterationen
Firk=0,1,2,...
1. Setze z,, =z, — oV f(xy,).

2. STOP, wenn ||V f(z,,1)|| < 6, ansonsten gehe zu 1.

Bemerkungen

® Die Lernrate o bestimmt, wie weit ein Schritt in Richtung des Gradienten erfolgt.

® Das Konvergenzkriterium bestimmt, wie klein der Gradient sein muss, damit das Verfahren endet.
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Gradientenverfahren

Theorem (Gradientenverfahren)
f+R™ = R sei eine glatte Funktion und es sei ;, € R”. Dann ist die Gradientenrichtung
G . —Vf(zy) (44)
Py PACY

die Richtung des steilsten Abstiegs von f in z;.

Bemerkungen

® Es gibt unendliche viele mégliche Richtungen p in x.
® Vf(x) € R™ ist eine Richtung in der Definitionsmenge von f (Parameterraum).
® Die Gradientenrichtung ist davon die Richtung, in der die Zielfunktion f am schnellsten abnimmt.

® Zum Vergleich von Richtungen geniigt es, Richtungen der Lange ||p|| = 1 zu vergleichen.
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Gradientenverfahren

Beweis
Mit dem Mittelwertsatz zweiter Ordnung gilt fiir jede Richtung p und Schrittlangenparameter o, dass
T 1 2 1792 —_—
flzg +ap) = f(zg) + ap’ V f(xg) + P V2 f(xy, + tp)p fiir ein t €]0, af. (45)

Die Anderungsrate von f in Richtung p in z, ist also der Koeffizient von a, also pT V f(x,) (man denke an = = tv
fiir einen Ort x, eine Geschwindigkeit v und eine Zeit t). Also gilt, dass die Richtung des steilsten Abstiegs p in xj,

mit Lange 1 die Lésung des Optimierungsproblems
min pT V f(z},) mit der Nebenbedingung ||p|| = 1. (46)
P

ist. Wir erinnern nun zunichst daran, dass fiir , y € R™ gilt der Kosinus des Winkel zwischen = und y durch

T
cosa = 7<z,y) - Ty (47)
[yl Tyl
gegeben ist. Damit aber gilt, dass
pTV f(ar) = Ipll - [V f(zp)l| cos @ = 1-[|V f(zp,)|| cos 6 = ||V f(wp,)|| cos (48)
und somit liegt hier bei cos @ = —1 eine Minimalstelle vor. Dies bedeutet aber, dass die minimierende Lange p exakt
antiparallel zu V f(z.) und von Lénge 1 sein muss. Also ist die Minimalstelle des Optimierungsproblems
—Vf(zg)
p= ookl (49)
[IV f(p)l|
Damit ist pg := —V f(x},) aber der Richtungsvektor beliebiger Lange in der die Abnahme von f maximal ist.
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Gradientenverfahren

Beispiel

Minimierung von f: R? — R,z i f(

Funktionsdefinitionen

Zielfunktion
= function(x) {
return(x[1]"2 + x[2]°2) # £(x) 1= x_172 + x_2°2

#
#
#
£

*

Gradient der Zielfunktion

nabla_f = function(x) {

return(matrix(c(2*x[1],2*x[2]), # \nabla £(x) := (2x_1, 2x_2)°T
nrow = 2))

}

# Gradientenverfahren

#

# Parameter

n = # Dimension

alpha # Lernrate

delta = le-2 # Konvergenzkriterium

# Initialisierung

x_k = matrix(c(.61,.85), nrow = 2) # Zufalliger Startpunkt in [0,1]°2
X x_k # Initialisierung Iteranden

fx £ (x_k) # Initialisierung Funktionswerte
crt = norm(nabla_f(x_k)) # Initialisierung Kriterium

# Iterationen
while(norm(nabla_f(x_k)) > delta){

# Argumentupdate
x, = x_k - alpha*nabla_f(x_k)

# Dokumentation

X = cbind(x,x_k)
fx = c(fx,f(x_k))
crt = c(crt, norm(nabla_f(x_k)))
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Gradientenverfahren

Beispiel

Minimierung von f: R? = R,z > f(x)

(<9 NG9l
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% 1.0
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0.2 05
0.0 0.0

-1.0 00 05 10 5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
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Gradientenverfahren

Liniensuchverfahren als generalisierte Gradientenverfahren
Initialisierung
0. Wabhl eines Startpunktes z, € R™.
Iterationen
Firk=0,1,2, ...
1. Wahl einer Abstiegsrichtung p;,

. Wahl eines Lernparameters o, ~ min,, f(z;, + apy,).

. Setze 131 = Ty + QD

A WN

. Konvergenztest.

= Die Wabhl sinnvoller Lernraten «, ist fiir eine gute Performanz entscheidend!

(vgl. Ostwald and Starke (2016))
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition einer multivariaten reellwertigen Funktion wieder.

2. Geben Sie die Definition der partiellen Ableitung wieder.

3. Geben Sie die Definition der zweiten partiellen Ableitung wieder.

4. Geben Sie den Satz von Schwarz wieder.

5. Geben Sie die Definition eines Gradienten einer multivariaten reellwertigen Funktion wieder.
6. Geben Sie die Definition der Hesse-Matrix einer multivariaten reellwertigen Funktion wieder.
7. Geben Sie die allgemeine Form eines Optimierungsproblems wieder.

8. Geben Sie die notwendige Bedingung erster Ordnung fiir ein Minimum von f: R™ — R an.
9. Geben Sie die notwendige Bedingung zweiter Ordnung fiir ein Minimum von f: R™ — R an.
10. Geben Sie die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung fiir ein Minimum von f: R — R an.

11. Geben Sie die Definition des Gradientverfahrens wieder.
12. Erlautern Sie die Bedeutung der Lernrate und des Konvergenzkriteriums im Gradientenverfahren.

13. Geben Sie das Theorem zum Gradientenverfahren wieder.
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