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(7) Kanonische Korrelationsanalyse



Datenanalyseszenarien

uv AV Datenanalysemethoden

univariat univariat Korrelation, einfache lineare Regression, T-Tests, ANOVA

multivariat univariat multiple Korrelation, multiple Regression, Allgemeines Lineares Modell
univariat multivariat ~ T2-Tests, einfaktorielle multivariate Varianzanalyse (MANOVA)

multivariat multivariat Kanonische Korrelation, multivariates Allgemeines Lineares Modell
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Datenanalyseszenarien

Korrelation, einfache lineare Regression, T-Tests, ANOVA

uv | AV
Ti1 | Y11
Ti2 | Y12
T13 | Y13
Tin | Yin
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Datenanalyseszenarien

multiple Korrelation, multiple Regression, Allgemeines Lineares Modell

uv AV
! Tm 1
11 Tm1 | Y11
T12 T T | Y12
T13 Tm3 | Y13
Typ Tinn Yin
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Datenanalyseszenarien

T2-Tests, einfaktorielle multivariate Varianzanalyse (MANOVA)

uv AV

Zy Y1 Ym
T11 Y12 Ym1
Ti2 | Y3 Ym2
T13 | Y1a Ym3
Tin | Yin “ Ymn
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Datenanalyseszenarien

Kanonische Korrelationsanalyse, multivariates Allgemeines Lineares Modell

uv AV
Ty xmx Y1 ymy
T11 Tmy1 | Y110 7 Yma
T12 T T2 | Y12 YUmy2
T13 Tm,3 | Y13 Ym,3
Tin L n Yin ymyn
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Datenanalyseszenarien

uv AV Datenanalysemethoden

univariat univariat Korrelation, einfache lineare Regression, T-Tests, ANOVA

multivariat univariat multiple Korrelation, multiple Regression, Allgemeines Lineares Modell
univariat multivariat ~ T2-Tests, einfaktorielle multivariate Varianzanalyse (MANOVA)

multivariat multivariat Kanonische Korrelation, multivariates Allgemeines Lineares Modell
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Korrelation

Modellformulierung

Modellschatzung

Selbstkontrollfragen

Beweise
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Korrelation

Modellformulierung

Modellschatzung

Selbstkontrollfragen

Beweise

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 10



Korrelation

Anwendungsszenario

Psychotherapie

Mehr Therapiestunden

= Hohere Wirksamkeit?
Unabhangige Variable
* Anzahl Therapiestunden
Abhangige Variable
* BDI Score Reduktion
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Korrelation

Beispieldatensatz

i =1,...,20 Patient:innen, dBDI Symptomreduktion bei Patient:in ¢, DUR Anzahl Therapiestunden von Patient:in

DUR dBDI
27.9 35.5
15.3 25.0
17.4 19.7
215 28.8
28.2 29.4
14.0 17.2
28.0 329
28.9 28.3
232 25.8
22.6 313
11.2 14.4
14.1 18.4
13.5 19.1
23.7 28.0
17.7 20.3
25.4 34.8
20.0 27.6
24.4 31.9
29.8 32.2

17.6 24.6
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Korrelation

Beispieldatensatz

N
o

¢(DUR, dBDI)

35 °« *
=30
S ) %
£
225 .. ¢
o
5
520 &
£ %
& .

15 - .

10 T T T T T 1

5 10 15 20 25 30 35
Anzahl Therapiestunden (DUR)

= Wie stark hangen Anzahl Therapiestunden und Symptomreduktion zusammen?

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 13



Korrelation

Definition (Korrelation)

Die Korrelation zweier Zufallsvariablen & und v ist definiert als

C(&:v)
S(§)S(v)

wobei C(&,v) die Kovarianz von £ und v und S(§) und S(v) die Standardabweichungen von £ bzw.

P v) = 1)

v bezeichnen.

Bemerkungen

® p(&, v) wird auch Korrelationskoeffizient von & und v genannt.

® Wir haben bereits gesehen, dass —1 < p(§,v) <1 gilt.

® Wenn p(&,v) = 0 ist, werden & und v unkorreliert genannt.

® Wir haben bereits gesehen, dass aus der Unabhingigkeit von £ und v, folgt dass p(§, v) = 0.
® Wenn p(§,v) = 0 ist, sind aber £ und v nicht notwendigerweise unabhangig voneinander.
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Korrelation

Definition (Stichprobenkorrelation)

{(@1,Y1)s s (Tr, Yn)} C R? sei ein Datensatz. Weiterhin seien:
® die Stichprobenmittel der x; und y; definiert als
1 n 1 n
= = x; und y = — s 2
- ; dund 9= 23 v )

3)

1 n
(z; — )% und sy =
1

S, 1=
r n—1 ¢

i=

® die Stichprobenkovarianz der (z1,y1), ..., (z,,, Y, ) definiert als
n
(4)

=L S - —9)-

Coy 1=
=y n—1

i=1

Dann ist die Stichprobenkorrelation der (z1,y1), ..., (z,, Y,) definiert als
c
=L (®)

T, =
W gaey

und wird auch Stichprobenkorrelationskoeffizient genannt.

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 15



Korrelation

Beispiel

# Laden des Beispieldatensatzes

fname = "Kanonische_Korrelationsanalyse.csv" # Dateiname
D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE) # Laden als Datenframe
x_i = D$DUR # x_i Werte
y_i = D$dBDI # y_i Werte
n = length(x_i) #n

# "manuelle" Berechnung der Stichprobenkorrelation

x_bar = (1/n)#*sum(x_i) # \bar{x}
y_bar = (1/n)*sum(y_i) # \bar{y}
s_x = sqrt(1/(n-1)*sum((x_i - x_bar)~2)) # s_x

s.y = sqrt(1/(a-1)*sun((y_i - y_bar)~2)) # sy

c_xy = 1/(n-1) * sum((x_i - x_bar) * (y_i - y_bar)) # c_{xy}
rxy = c_xy/(s_x * s_y) # r_{xy}
print (r_xy) # Ausgabe
[1] 0.8829308

# automatische Berechnung mit der R-Funktion cor()

r_xy = cor(x_i,y_i) # r_{xy}
print (r_xy) # Ausgabe

[1] 0.8829308

= Anzahl Therapiestunden und Symptomreduktion sind hochkorreliert.
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Korrelation

Mechanik der Kovariationsterme

A

(x;i—%)<0,(y; =% >0 (x;—%)>0,(y;—¥») >0

= -00:-y) <0 >@-00:->0
*5) R

(x;—%)<0,(y; —9) <0 x=%>0,(y; =¥ <0

=2 -D@i-y)>0 =>x-0D@ -y <0

haufige richtungsgleiche Abweichung der =; und y; von ihren Mittelwerten = positive Korrelation
haufige richtungsungleiche Abweichung der x; und y; von ihren Mittelwerten = negative Korrelation

keine haufigen richtungsgleichen oder richtungsungleichen Abweichungen = keine Korrelation
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Korrelation

Beispiele

=050

Ty

=0.64

Ty

=085

Txy

101 2 3

-3

-0.30

Ty

=0.07

Ty

=0.28

Ty

10123

-3

1

-1 0

-3

-0.90

Ty

-0.55

Ty
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Korrelation

Funktionale Abhangigkeiten und Stichprobenkorrelation

Iy =—0.01
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Korrelation

Weitere Beispiele zur Stichprobenkorrelation

1.0 0.8 0.4 0.0 -0.4 -0.8 -1.0

(Quelle: Wikimedia Commons: “Correlation_examples.png”; Lizenz: gemeinfrei.)
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Korrelation

Theorem (Kovarianz und Korrelation bei linear-affinen Transformationen)
¢ und v seien Zufallsvariablen und es seien «, 3,7,0 € R. Dann gelten
C(a€ + B,7v + ) = arC(§,v) (6)
und
p(a€ + B,qv +0) = p(§,v). (7)
Bemerkungen
® Wir benétigen diese Aussage im Kontext der Kanonischen Korrelationsanalyse.

® Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen dndert sich bei linear-affiner Transformation der Zufallsvariablen.

® Die Korrelation zweier Zufallsvariablen adndert sich bei linear-affiner Transformation der Zufallsvariablen nicht.
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Korrelation

Beweis
Es gilt zunachst

Clag + B,yv + ) = E((af + B — E(ag + B))(yv + 6 — E(yv + )
E((ag + B — k(&) = B)(yv +d —7E(yv) —9))
E(a(€ = E@©)(v(v = E(v)))) (8)
= Eay((§ = E©) (v — E(v))))

=ayC(&v) .

)
)

Also folgt
C(a& + B,yv+9)
V(ag + B)y/V(yv +6)
___aC)
a?V(£)y/72V(v)
- 0l 9)
a5(£)75(v)
_ C(v)

T 8(93(v)
=p(&v).

pla + B,yv+9) =

O
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Korrelation

Anwendungsszenario zur Kanonischen Korrelationsanalyse

Therapiegiite als Therapieerfolgsfaktor?

Unabhangige Variablen

¢ Anzahl Therapiestunden
e Erfahrung Therapeut:in
= MaB fiir Therapieglite
Abhangige Variablen

* BDI Score Reduktion

*  Glucocorticoid Reduktion

= MaB fiir Therapieerfolg
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Korrelation

Beispieldatensatz zur Kanonischen Korrelationsanalyse
1 =1,...,n Patient:innen
DUR (x1) Therapiedauer, EXP (x4) Erfahrung Psychotherapeut:in

dBDI (y;) BDI-Score-Reduktion, dGLU (y5) Glukokortikoidplasmalevel-Reduktion

DUR EXP dBDI dGLU
27.9 7.8 35.5 6.1
15.3 9.3 25.0 4.0
17.4 21 19.7 1.7
21.5 6.5 28.8 2.6
28.2 1.3 20.4 19
14.0 2.7 17.2 0.9
28.0 3.9 32.9 2.0
28.9 0.1 28.3 4.1
23.2 3.8 25.8 3.9
22.6 8.7 313 3.8
11.2 3.4 14.4 21
14.1 4.8 18.4 2.0
13.5 6.0 19.1 5.0
23.7 4.9 28.0 2.6
17.7 1.9 20.3 21
25.4 8.3 34.8 4.4
20.0 6.7 27.6 4.0
24.4 7.9 31.9 3.9
29.8 11 32.2 1.0
17.6 7.2 24.6 19
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Korrelation

Modellformulierung

Modellschatzung

Selbstkontrollfragen

Beweise

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 25



Modellformulierung

Grundziige der Kanonischen Korrelationsanalyse

Zufallsvektoren

x y
S *u Tt Xme1 | Y o Ymy1
2
2 X1z o Xmy2 | Y1z o Ymy2
o
°
©
o Linearkombinationen von
= Zufallsvektorkomponenten
S Xt Xmen | Ym0 Ymyn aTx
m. my,
Xt ax | X2 by
m, my
El:ﬁa[xzi 2;:1biJ’2L
Korrelation
a € R™x,p € R™ von Zufallsvariablen
m, my
XiZi @ixni | X2 bivni

E=a"x,uv=>b"y

maxp(§,v) u. dNV(E) =V(@) =1
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Modellformulierung

Grundziige der Kanonischen Korrelationsanalyse

Man betrachtet multivariate unabhéngige Variablen und multivariate abhangige Variablen. Die unabhingigen Varia-

blen werden dabei auch Pridiktoren, die abhéangigen Variablen auch Kriterien genannt.

Beobachtete Werte der Pradiktoren werden als u.i.v. Realisierungen eines m_-dimensionalen Zufallsvektors z inter-
pretiert, beobachtete Werte der Kriterien werden als u.i.v. Realisierungen eines m,-dimensionalen Zufallsvektors y

interpretiert.

Man fragt nach der maximal mdglichen Korrelation von Linearkombinationen von z und y. Wir bezeichnen dazu

Linearkombinationen von x und y mit Vektoren a € R™z und b € R™¥ mit

¢=aTz=ayz; et Ay, Ty und v=>b0Ty=byy, +~»+bmyymyA (10)

Insbesondere £ und v sind dann als Linearkombinationen von Zufallsvariablen selbst Zufallsvariablen, die Korrelation

von & und v bezeichnen wir mit p(&, v).

T2 und v = bTy fir die p(&, v) maximal ist, kénnen dann als “bester

Die spezifische Linearkombinationen £ = a
Pradiktor” und als “am besten pradizierbares Kriterium” interpretiert werden. Um diese zu bestimmenm, fragt die

Kanonische Korrelationsanalyse also nach Parametern a € R™z und b € R™Y, fiir die p(¢,v) maximal ist.

Fiir Skalare «, B € R sind die Korrelationen p(aT:c, bTy) und p((aaT) x, (ﬁbT) y) allerdings, wie im Theorem
zu Kovarianz und Korrelation bei linear-affinen Transformationen gesehen, identisch. Man sucht deshalb Parameter
a € R™z und b€ R™Y, fir die p(&,v) = p ((LT,T, bTy) maximal ist und fiir die a Tz und bTy jeweils eine Varianz
von 1 haben, also V(&) = V(v) = 1 gilt.
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Modellformulierung

Grundziige der Kanonischen Korrelationsanalyse

Da mit dem Theorem zu Kovarianz und Korrelation bei linear-affinen Transformationen die Varianzen zu verschiedenen
skalaren Vielfachen von a Tz und bTy verschieden sind, legt V(£) = V(v) = 1 die a € R™« und b € R, fiir die
p(€,v) maximal ist, eindeutig fest. Zur Bestimmung von a € R™z und b € R™¥ ist man also auf ein restringiertes
Optimierungsproblem gefiihrt.

In der folgenden Entwicklung der Kanonischen Korrelationsanalyse folgen wir Mardia, Kent, and Bibby (1979). Dabei
werden die Zufallsvektoren x und y in einem Zufallsvektor

2= ("‘) €R™ (11)
Yy

zusammengefasst, fiir den wir durchgéngig annehmen, dass E(z) = 0, mit m = m, + m,,. Dies entspricht auf
der Anwendungsebene der Subtraktion des Stichprobenmittels von den beobachteten Daten vor Durchfithrung der
Kanonischen Korrelationsanalyse.

Der mathematische Fokus der Entwicklung nach Mardia, Kent, and Bibby (1979) ist auf der Kovarianzmatrix C(z).
Speziell ergeben sich die Kovarianzen von Linearkombinationen von z und y aus Matrixprodukten von C(z) und es
kénnen einige Matrixtheoreme, die im Folgenden diskutiert werden, auf diese Matrixprodukte angewendet werden.
Generell wird in der Entwicklung nach Mardia, Kent, and Bibby (1979) ein restringierter Optimierungsansatz mithilfe
der Lagrangefunktion zugunsten der Eigenanalyse von Matrixprodukten verworfen. Fiir die Entwicklung mit einem
Lagrangeansatz, siche zum Beispiel Anderson (2003) und die Originalarbeiten von H. Hotelling (1935) und Harold
Hotelling (1936).
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Modellformulierung

Theorem (Kovarianzmatrizen von Zufallsvektoren)

Es seien

w

=(T> mit E(z) := 0,, (12)

Yy
ein m-dimensionaler Zufallsvektor bzw. sein Erwartungswertvektor. Dann kann die m x m Kovarianzmatrix z ge-

schrieben werden als

C(z) = @j: iﬂ:) e Rmxm, (13)
wobei
Yy i=E (zaT) € RMaxmz
Say =E (zyT) eR™=*Y (14)
By = E (yoT) € R
Sy = E(yyT) e RT=XMY
Bemerkungen

® Wenn der Erwartungswertvektor eines zusammengesetzten Zufallsvektors der Nullvektor ist, ergibt sich die
Kovarianzmatrix des Zufallsvektors aus Erwartungswerten von duBeren Produkten der Bestandteile des Zufalls-
vektors.
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Modellformulierung

Beweis
Nach Definition der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors gilt
C(z) = E((z - E(2))(z — E(2)T)

E
E((z=0p)(z—0,,)7T)
= [E(zzT)

yeT gy
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Modellformulierung

Theorem (Linearkombinationen von Zufallsvektorpartitionen)

z= (z) mit E(z)=0,, und C(z)= (ETI Ezy) (16)

Es seien

Y Zye  Hyy

ein m-dimensionaler partitionierter Zufallsvektor sowie sein Erwartungswertvektor und seine Kovarianzmatrix. Wei-

terhin seien fir a € R™z und b € R"Y die Zufallsvariablen
¢:=aTz und v:=0Ty (17)
als Linearkombinationen der Komponenten von  und y definiert. Dann gilt:
(1) V() =aT%,a
(2) V() =bTx,,b
(2) p(&,v)=aTs,,b, wenn V(€) =1 und V(v) = 1

Ty

Bemerkungen

® Die Varianz der Zufallsvariable a Tz ergibt sich als “quadrierte Linearkombination” von 3.,

® Die Varianz der Zufallsvariable bTy ergibt sich als “quadrierte Linearkombination” von ¥
T

vy

® Die Korrelation der Zufallsvariablen a* = und bTy ergibt sich “quadrierte Linearkombination” von X, .
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Modellformulierung

Beweis
(1) Wir betrachten zunichst die Varianz von &. Mit dem Varianzverschiebungssatz gilt:

V(§) = E(£8) — [5(5) €3]

=E((@Tz)(a%z)) ~E(aTz)E(aTx)
=E((aTz)(aT2)T) —E(aTz)E(aT2)
~ E(aT2aTa) £ (aTo)E () 19)
:aT[E(zx )afaT[E(z) E(x)
=aTE(zzT)a— aTO,,Lz (U
=aTs,a.

(2) Der Beweis zur Varianz von v folgt dann analog.
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Modellformulierung

Beweis

(3) Mit der Definition der Zufallsvariablen sowie V(§) = V(v) = 1 und dem Kovarianzverschiebungssatz gilt:

P& = \ES Q(u)
_Cv)
VIV1
=C(&v)
=E(§v) — E(§)E(v)
=E((aTz)(bTy)) —E(aTz)E®Ty) (19)

=E((@T2)(pTy)T) —E@T2)EDTy)
=E(aTzyTb) —E(aTz)E®Ty)
=aTE(zyT)b—aTE(2)bTE(y)
=aTE(zyT)b—aT 0, bT0,,

=aT%,,b.
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Modellformulierung

Definition (Kanonische Koeffizientenvektoren, Variate, Korrelationen)

z:<z> mit E(z) =0, und cu):@“‘ ;4') (20)
yx

vy

Es seien

ein m-dimensionaler partitionierter Zufallsvektor sowie sein Erwartungswertvektor und seine Kovarianzmatrix. Wei-

terhin sei
K =505, 5,0 e R XMy (21)
mit der Singularwertzerlegung
K = AABT, (22)
wobei
A=(ay -+  ap) €R™X™Y und Bi=(B; - By) ER™VMY (23)

die orthogonalen Matrix der Eigenvektoren von KKT bzw. die orthogonale Matrix der Eigenvektoren von KTK

A::diag<\/)\7,.. \/7) € R™ XMy (24)

die Diagonalmatrix der Quadratwurzeln der zugehérigen absteigend geordneten Eigenwerte bezeichnet. SchlieBlich

bezeichnen und

seien fiir ¢ = 1,..., k := min{m,, m,}

a; =370 %; eRMz und by = 5g,/2

B; €R™Y. (25)
Dann heiBen fir i =1, ...,k
(1) a; € R™z und b; € R™Y die iten kanonischen Koeffizientenvektoren,

(2) die Zufallsvektoren &; := asz und v; = b;ry die iten iten kanonischen Variaten und

(3) pji :==+/A; die ite kanonische Korrelation.
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Modellformulierung

Theorem (Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten)

B= (z) mit E(z)=0,, und C(z)= (;’” ;zy> (26)

yz vy

Es seien

ein m-dimensionaler partitionierter Zufallsvektor sowie sein Erwartungswertvektor und seine Kovarianzmatrix. Weiter-
hin seien fir i = 1, ..., k := min{m,, my} die kanonischen Koeffizientenvektoren a;, b;, die kanonischen Variaten
&;,v; und die kanonischen Korrelationen p; definiert wie oben. Dann gilt, dass firr 1 < r < k das Maximum des
rten restringierten Optimierungsproblems
¢, = maxaT Eayb (27)
a, -

unter den Nebenbedingungen

aTS, a=1, bT8,b=1, af¥,,a=0 fir i=1,.

o (28)

(1) den Wert ¢,. = p,. hat und (2) dass ¢,. diesen Wert bei a = a,. und b = b,. annimmt.

Bemerkungen
® ¢, ist die groBtmogliche Korrelation von § = aTz und v= bTy unter den Nebenbedingungen

o V(&) =aTSa=1und V(v) =bTE, b=1

T

® ¢, ist die groBtmogliche Korrelation von § = a* « und v = bTy unter den Nebenbedingungen

o V(€ =aTSa=1und V() =bT8, b=1
o C(&,8) = a;rErma = 0 fiir die ersten 7 = 1, ..., 7 — 1 kanonischen Variaten §;
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Modellformulierung

Simulationsbeispiel

Wir betrachten das Beispiel (vgl. Uurtio et al. (2018))

p(x) = N(z;04,14) und p(ylz) = N(y; Lz, G) (29)
mit
0.0 00 1.0 0.0 02 0.0 0.0
L:=]10 00 00 00| ud G:=[00 04 00]. (30)
00 00 00 -1.0 0.0 00 03

Hier gilt offenbar m, = 4, m, =3, m=7und

Y= x3+e;
Yy = T+ (31)
Y3 = —T4 + €3

mit

@1~ N(0,1), #3 ~ N(0,1), w4 ~ N(0,1) (32)

und
g1~ N(0,0.2), g9 ~ N(0,0.4), e3 ~ N(0,0.3). (33)
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Modellformulierung

Simulationsbeispiel

Mit dem Theorem zu gemeinsamen Normalverteilungen (vgl. Einheit (4) Multivariate Normalverteilungen) ergibt

sich, dass
¥ ~ N7, D) (34)
y
mit
o (Fer Zay) (35)
Zy-’lf Zyy
wobei
Yoo =Ly, Tgy=LT, B, =L und %, =G+LLT. (36)

Explizit ergibt sich also

1.0 0.0 00 00 00 1.0 00
00 1.0 00 00 00 00 00
- 00 00 10 00 10 00 00
I L
rl=100 00 00 10 00 00 -10 @37
L G+LL
00 00 10 00 1.2 00 00
1.0 00 00 00 00 1.4 00
00 00 00 -1.0 00 00 1.3

™
Il
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Modellformulierung

Simulationsbeispiel

# R-Pakete fiir Matrizenrechnung

library (expm)
# Modellparameter
L = matrix(c( 0, 0, 1, O,
1, 0, 0, 0,
0, 0, 0,-1),
nrow = 3,
byrow = T)

diag(c(0.2, 0.4, 0.3))

# Kovarianzmatrixpartition

Sigma_xx = diag(4)

Sigma_xy = t(L)

Sigma_yx = L

Sigma_yy = G + L %x% t(L)

Sigma = rbind(cbind(Sigma_xx, Sigma_xy), cbind(Sigma_yx, Sigma_yy))
print (Sigma)

[,1] [,2]1 [,3] [,4]

[1,]
2,1
[3,]
4,1
(5,1
[6,1
7,1

1

o +r oo oo

[

© oo oo r

[

© o r o r o

= o oroooOo

© o r or oo«
© own oo oo

5]

O r O OO0 O R -
o Mnd o oo oo

6

[,7]

w o o oo o o
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Modellformulierung

Simulationsbeispiel

# Evaluation der iten kanonischen Koeffizientenvektoren und Korrelationen

K = sqrtm(solve(Sigma_xx)) %*Y% Sigma_xy %*% sqrtm(solve(Sigma_yy)) # K

ALB = svd(K) # K = A \Lambda B

A = ALB$u #A

Lambda = ALB$d # Lambda

B = ALB$v #B

rtho = Lambda # \rho_i = \sqrt{\lambda_i}

a = sqrtm(solve(Sigma_xx)) %% A # a_i = \Sigma_{xx}"{-1/2} \alpha_i
b = sqrtm(solve(Sigma_yy)) %*% B # b_i = \Sigma_{yy}"{-1/2} \beta_i

Die kanonische Korrelationen und kanonischen Koeffizientenvektoren ergeben sich zu

rho_1 =0.9129 , a_1"T = (00 -1 0 ), b_1"T = ( -0.9129 0 0 )
rho_2 = 0.8771 , a.2°T=(0001), b2°T=(00 -0.8771)
rho_3 = 0.8452 , a_.3T=(-1000), b_3T=(0-0.84520)
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Korrelation

Modellformulierung

Modellschatzung

Selbstkontrollfragen

Beweise
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Modellschatzung

Definition (Schatzer der kanonischen Korrelationsanalyse)

Fir¢=1,...,n seien

. D Dy
z; = (zl) mit E(z;):=0,, und C(z):= ( o zy) € Rmxm (38)
Yy vy

unabhéngig und identisch verteilte m-dimensionale partitionierte Zufallsvektoren sowie ihr Erwartungswert und ihre

Kovarianzmatrix, und

€ = (CJ.J. C.Lq) € Rmxm (39)
CZIZ vy
sei ihre Stichprobenkovarianzmatrix. Dann sind fiir i = 1, ..., k := min{m,, my}
a; 1= Coa?a; € RMz, by i= Cpp 2B € R™ und py o= (/A (40)

Schatzer der iten kanonischen Koeffizientenvektoren bzw. kanonischen Korrelationen. Dabei sind mit
R= C;zl/Zczycy—yl/Q € RMa XMy (41)

a@; und S\L der ite Eigenvektor und sein zugehoriger Eigenwert von KKT und BL der entsprechende Eigenkvektor
von I%TI%

Bemerkungen

® Zur Modellschitzung wird C(z) also durch C' ersetzt.
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Modellschatzung

Simulationsbeispiel

# R-Pakete
library (MASS)
library (expm)

# Modellparameter

m_x =)
m_y =3
k = min(m_x,m_y)
L = matrix(c( 0, 0, 1, O,
1, 0, 0, O,
0, 0, 0,-1), nrow = 3,byrow = 3)
G = diag(c(0.2, 0.4, 0.3))

Sigma_xx = diag(4)
Sigma_xy = t(L)

Sigma_yx = L
Sigma_yy = G + L % t(L)

Sigma = rbind(cbind(Sigma_xx, Sigma_xy), cbind(Sigma_yx, Sigma_yy))

K = sqrtm(solve(Sigma_xx)) %*% Sigma_xy %* sqrtm(solve(Sigma_yy))
ALB = svd(K)

A = ALB$u

Lambda = ALB$d

B = ALB$v

rho = Lambda

a = sqrtm(solve(Sigma_xx)) %*% A

o
u

sqrtm(solve(Sigma_yy)) %*% B
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Modellschatzung

Simulationsbeispiel

# Vorbereitung

n = lel:1e3

rho_hat

atrix(rep(NaN, length(n)*k) , nrow = k)

a_1_hat = matrix(rep(NaN, length(n)*m_x), nrow = m_x)

# Simulationen

for(i in 1:length(n)){

# Datengeneration

oo

_n
_n

t(mvrnorm(n[il, rep(0, m_x+m_y), Sigma))
diag(n[il)
matrix(rep(1,n[i]l"2), nrow = n[il)

# Stichprobenkovarianzmatrix

C

C_xx
C_xy
C_yx
Cyy

(1/@i1-1))*(Y %% (I_n-(1/nli1)*J_n) %*% t(Y))
Cli:m_x,1:m_x]

Cl1:m_x, (m_x+1) : (m_x+m_y)]

CL(m_x+1) : (m_x+m_y),1:m_x]

CL(m_x+1) : (m_x+m_y) , (m_x+1) : (m_x+m_y)]

# Kanonische Korrelationsanalyse

K_hat
ALB_hat
A_hat
Lambda_hat
B_hat
a_hat
b_hat
rho_hat[,i]
a_1_hat[,i]

sqrtm(solve(C_xx)) %*% C_xy %) sqrtm(solve(C_yy))
svd(K_hat)

ALB_hat$u

ALB_hat$d

ALB_hat$v

sqrtm(solve(C_xx)) %*% A_hat

sqrtm(solve(C_yy)) %*% B_hat

as.matrix(Lambda_hat)

a_hat[,1]
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Modellschatzung

Simulationsbeispiel
Schétzung kanonischer Korrelationen
1.00
0.95 ﬂ
”} ‘m"lm".l}“.hlJl\‘ T AL Ll VLA A A A o i i ALY
111 LT i
m“'l[ll“x.h“ mh\u.”l" hu,,N‘x A ‘r-“l‘ catha A T RN ¥ R A AL T
0.85 — ‘
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— pup
0.75 | s
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Modellschatzung

Simulationsbeispiel

Schatzung der Absolutwerte des 1. kanonischen Koeffizientenvektors

1.2
1.0 l” “"‘w“w',m ‘1'”'”' (i 'r||\“1!l“|”"‘ iy AR T g
0.8
— laul, |311|
0.6 — lasl, |312|
— laul, |a13|
04 |'314|v |§14|
h il

“ﬂ M l QU“ AM«IM"" mmm MW sﬂmﬁnﬂu

200 400 600 800 1000

i s%

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 45



Modelschatzung

Anwendungsbeispiel

Therapiegiite als Therapieerfolgsfaktor?

Unabhangige Variablen

¢ Anzahl Therapiestunden
*  Erfahrung Therapeut:in
= MaB fiir Therapieglite
Abhangige Variablen

*  BDI Score Reduktion

*  Glucocorticoid Reduktion

= MaB fiir Therapieerfolg
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Modelschatzung

Beispieldatensatz zur Kanonischen Korrelationsanalyse
i=1,...,n Patient:innen
DUR (1) Therapiedauer, EXP (z5) Erfahrung Psychotherapeut:in

dBDI (y;) BDI-Score-Reduktion, dGLU (y5) Glukokortikoidplasmalevel-Reduktion

DUR EXP dBDI

[-%
[2)
=
c

27.9 7.8 35.5 6.1
15.3 9.3 25.0 4.0
17.4 21 19.7 1.7
21.5 6.5 28.8 2.6
28.2 13 29.4 1.9
14.0 2.7 17.2 0.9
28.0 3.9 32.9 2.0
28.9 0.1 28.3 4.1
232 3.8 25.8 3.9
22.6 8.7 313 3.8
11.2 3.4 14.4 21
14.1 4.8 18.4 2.0
13.5 6.0 19.1 5.0
23.7 4.9 28.0 2.6
17.7 19 20.3 21
25.4 8.3 34.8 4.4
20.0 6.7 27.6 4.0
24.4 7.9 31.9 3.9
29.8 1.1 32.2 1.0
17.6 7.2 24.6 19
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Modellschatzung

Anwendungsbeispiel
# R-Pakete
library(expm)

# Datenpraprozessierung
= read.csv("Kanonische_Korrelationsanalyse.csv")
D)

X = as.matrix(cbind (D$DUR, D$EXP

y = as.matrix(cbind(D$dBDI, D$dGLU))

n = nrow(x)

m_x = ncol(x)

n_y = ncol(y)

Y = t(cbind(x,y))

# St1chprobenkovarlanzmatr1x

In iag(n)

Jn = matrlx(re (1,n72), n)

© = (1/(n- 1))*(Y '/. % (I n—(l/n)*J n) %% t(Y))
C_xx = C[1:m_x,1:m_x]

C_xy = Cl1:m_x, (m_x+1) : (m_x+m_y)]

C_yx = C[(m_x+1) : tm_x+m _y),1:m_x]

C_yy = Cl(m_x+1): (m_x+m_y), (m x+1) : (m_x+m_y)]
# Kanonische Korrelationsanaly:

3 = sqrtm(solve(C_ T _xy sqrtm(solve (C_yy))
ALB_hat = svd(K_hat)

A_hat = ALB_hat$u

Lambda_hat = ALB_hat$d

B_hat = ALB_hat$v

a_hat = sqrtm(solve(C_xx)) %*% A_hat

b_hat = sqrtm(solve(C_yy)) %*% B_hat

rho_hat = as.matrix(Lambda_hat)

rho_hat_1 : 0.9950575

a_hat_1 : -0.1623409 -0.173979
b_hat_i : -0.1554175 -0.05025419
rho_hat_2 : 0.5010358

a_hat_2 : -0.06026274 0.3118808
b_hat_2 : -0.08128072 0.7773036
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Modellschatzung

Anwendungsbeispiel

Kanonische Korrelationsanalyse mit der R-Funktion cancor():

# Datenprédprozessierung

D = read.csv("Kanonische_Korrelationsanalyse.csv")
x = as.matrix(cbind(D$DUR , D$EXP))
y = as.matrix(cbind(D$dBDI, D$dGLU))
cca = cancor(x,y)
# Ausgabe
cat( "rho_hat_1 : ", cca$cor[1],
"\nrho_hat_2 , cca$cor[2], "\n")
rho_hat_1 0.9950575
rho_hat_2 : 0.5010358
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Modellschatzung

Anwendungsbeispiel

Die geschatzte maximale Korrelation einer Linearkombination von (DUR, EXP) und (dBDI, dGLU) ist 0.99.
® (DUR, EXP) und (dBDI, dGLU) sind multivariat also hochgradig korreliert.
Basierend auf der Schitzung der kanonischen Koeffizientenvektoren ergibt sich

® £=0.16 DUR +0.17 EXP als “bester Pradiktor”
® v =0.15 dBDI+ 0.05 dGLU als “am besten pradizierbares Kriterium”

Therapiedauer DUR und Therapeut:innenerfahrung EXP scheinen zur bestméglichen Pradiktion der Therapiegiite also

in etwa gleichbedeutend, bei dem bestpradizierbarem Kriterium der Therapiegiite tragt die BDI-Score-Reduktion dBDI
etwas mehr bei als die Glukokortikoidplasmalevel-Reduktion dGLU — alles angesichts der betrachteten Datenskalierung.
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Korrelation

Modellformulierung

Modellschatzung

Selbstkontrollfragen

Beweise
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition der Korrelation wieder.

2. Geben Sie die Definition der Stichprobenkorrelation wieder.

3. Erlautern Sie, warum die Stichprobenkorrelation im Falle nicht-linearer Zusammenhiange von abhéangigen und

unabhéangigen Variablen zu irrefithrenden Ergebnissen fiihren kann.

4. Geben Sie das Theorem zu Kovarianz und Korrelation bei linear-affinen Transformationen wieder.
5. Erlautern Sie das Anwendungsszenario einer Kanonischen Korrelationsanalyse.

6. Erlautern Sie das Ziel einer Kanonischen Korrelationsanalyse.

7. Erlautern Sie die Begriffe “bester Pradiktor” und “am besten pradizierbares Kriterium”.

8. Geben Sie die Definition Kanonischer Koeffizientenvektoren, Variate und Korrelationen wieder.

9. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten wieder.
10. Geben Sie die Definition fiir Schatzer kanonischer Korrelationen und Koeffizientenvektoren wieder.

11. Erlautern Sie die Durchfiihrung einer kanonischen Korrelationsanalyse fiir einen Datensatz.
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Korrelation

Modellformulierung
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Beweise
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Beweise

Definition (Symmetrische Quadratwurzel einer Matrix)

A € R™*™ sej eine invertierbare symmetrische Matrix mit positiven Eigenwerten. Dann sind fiir r € NO und
s € N die rationalen Potenzen von A mit der orthonormalen Matrix Q@ € R™*™ der Eigenvektoren von A und der
Diagonalmatrix A = diag(\;) € R™*™ der zugehdrigen Eigenwerte A, ..., \,,, von A definiert als

AT/5 = QAT/SQT  mit A7/S = diag (,\;'/‘“) . (42)
Der Spezialfall 7 := 1, s := 2 wird als symmetrische Quadratwurzel von A bezeichnet und hat die Form
AY2 — QAV2QT  mit A2 — diag (A}/Q) . (43)
Bemerkungen
® Offenbar gilt
2
(AI/Z) — QAY2QTQAL2QT — QAY2AY/2QT — QAQT — A. (44)
® Weiterhin gilt
(A—I/Q)z — QA-12QTQA-12QT = QA-1/2A-1/2QT — QA-1QT = A-1. (45)

® SchlieBlich gilt
AY2AAY2 — QA-12QTQAQT QA-Y/2QT
— QA-1/2AA1/2QT
=QAAIQT

(46)

=1y
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Beweise

Theorem (Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrixprodukten)

Fiir A € R"™ und B € R™*" sind die Eigenwerte von AB € R™*™ und BA € R™*™ gleich. Weiterhin gilt, dass
fiir einen Eigenvektor v zu einem von Null verschiedenen Eigenwert A von AB w := Buv ein Eigenvektor von BA

zum Eigenwert X\ ist.

Bemerkungen

A =
B =
EAB =
EBA =

v o=

"\nEigenwerte von

"\nBAw mit w = Bv

Fiir einen Beweis, sieche Mardia, Kent, and Bibby (1979), S. 468.
Der folgende R-Code zeigt die Giiltigkeit des Theorems fiir beispielhafte Matrizen.

matrix(1:6, nrow = 2, byrow = T) Matrix A \in \mathbb{R}"{2 x 3}

Matrix B \in \mathbb{R}"{3 x 2}

Eigenanalyse von AB \in \mathbb{R}"{2 \times 2}
Eigenanalyse von BA \in \mathbb{R}"{3 \times 3}
Eigenvektor von BA

matrix(1:6, ncol = 2, byrow = T)
eigen(A %*Y% B)

eigen(B %% A)

B %+ EAB$vectors([,1]

"Eigenwerte von AB :", EAB$values[1:2],
EBA$values[1:2],
B Ux% A %x% w,

#* 3% o3 ® #

"\n 1lv mit w = Bv  :", EBA$values[1] * w, "\n")

Eigenwerte von AB : 85.57934 0.4206623
Eigenwerte von BA : 85.57934 0.4206623
BAw mit w = Bv : -191.1333 -416.7586 -642.3839
1w mit w = Bv : -191.1333 -416.7586 -642.3839

Multivariate Verfahren | © 2024 Dirk Ostwald & Joram Soch, CC BY 4.0 | Folie 55



Beweise

Theorem (Eigenwert und Eigenvektor eines Matrixvektorprodukts)

Fir A € R**™, B € RP*", g € R™ und b € RP gilt, dass der einzige von Null verschiedene Eigenwert von
AabT B € R™*" gleich bT BAa mit zugehérigem Eigenvektor Aa ist.

Bemerkungen

® Fiir einen Beweis siche Mardia, Kent, and Bibby (1979), S. 468.
® Der folgende R-Code zeigt die Giiltigkeit des Theorems fiir beispielhafte Matrizen.

A = matrix(1:6, nrow = 2, byrow = T) # Matrix A \in \mathbb{R} {2 x 3}
B = matrix(1:8, ncol = 2, byrow = T) # Matrix B \in \mathbb{R} {4 x 2}
a = matrix(1:3, nrow = 3, byrow = T) # Vektor a \in \mathbb{R} {3 x 1}
b = matrix(1:4, nrow = 4, byrow = T) # Vektor b \in \mathbb{R}“{4 x 1}
EAabTB = eigen(A %*% a %*% t(b) %*% B) # Eigenanalyse von A a b™T B \in \mathbb{R}“{4 x 4}
cat( "Eigenwerte von A a b"T B :", EAabTB$values,
"\nb"T B A a 2", t(b) %% B %x% A Uxh a,
"\nA a ", A %% oa,
"\n(A a b°T B) A a ", (A %x% a %xh t(b) %x%h B) Uxl A Ukl a, # =My
"\n(b"T B A a) A a ", as.vector((t(b) %x% B %% A %*% a)) * (A %% a), "\n") # = \lambda v

Eigenwerte von A a b"T B : 2620 0

b°TBAa 1 2620
Aa 114 32
(AabTB) Aa : 36680 83840
(b"TBAa)Aa : 36680 83840
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Beweise

Theorem (Maximierung quadratischer Formen mit Nebenbedingungen)

A € R™*™ B e R™*™ pd. seien symmetrische Matrizen und Ay sei der groBte Eigenwert von B~ 1A mit asso-

ziertem Eigenvektor v; € R"™. Dann ist A eine Lésung des Optimierungsproblems

maxzT Az unter der Nebenbedingung =™ Bz = 1. (47)
T

Bemerkungen

® Das Theorem ist direkt durch die kanonische Korrelationsanalyse motiviert.

® max, f(z) ist das Maximum einer Funktion f, also der Wert der Funktion an der Maximumstelle z.
® argmax, f(x) ist die Maximumstelle einer Funktion, also ein Wert in der Definitionsmenge von f.
® Nach Wortlaut des Theorems gilt also fiir die Funktion
FiR™ SRz f(z):=aT Ac, (48)
dass
v; = argmaxz T Az unter der Nebenbedingung =T Bz =1 (49)
T
und dass
A1 =maxazT Az unter der Nebenbedingung =T Bz = 1. (50)
z
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Modellformulierung

Theorem (Eigenschaften kanonischer Korrelationen und Variaten)

Es seien
B= (z) mit E(z)=0,, und C(z)= (Z’” EZV) (51)
Y Eyz Z‘yy
ein m-dimensionaler partitionierter Zufallsvektor sowie sein Erwartungswertvektor und seine Kovarianzmatrix. Wei-
terhin seien fiir ¢ = 1,..., k die kanonischen Koeffizientenvektoren a;, b;, die kanonischen Variaten &, v; und die
kanonischen Korrelationen p; definiert wie oben. Dann gilt, dass fiir 1 < r < k das Maximum des rten restringierten
Optimierungsproblems
¢, = maxaTS,, b (52)

@ zy
unter den Nebenbedingungen

aTS, a=1, bT8,b=1, af¥,,a=0 fir i=1,.

vy (53)

(1) den Wert ¢,. = p,. hat und (2) dass ¢,. diesen Wert bei a = a,. und b = b,. annimmt.

Bemerkungen

® ¢, ist die groBtmogliche Korrelation von § = aTz und v= bTy unter den Nebenbedingungen

o V(&) =aTSa=1und V(v) =bTE, b=1

T

® ¢, ist die groBtmogliche Korrelation von § = a* « und v = bTy unter den Nebenbedingungen

o V(€ =aTSa=1und V() =bT8, b=1
o C(&,8) = a;rErma = 0 fiir die ersten 7 = 1, ..., 7 — 1 kanonischen Variaten §;
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Beweise

Beweis
BY/2 sei die symmetrische Quadratwurzel von B und es sei

Y= BY2z o z:B’l/Qy (54)
Dann kann mit der symmetrischen Matrix
K := B~1/24B~1/2 ¢ pmxm (55)
das Optimierungsproblem (47) geschrieben werden als
méix yT Ky unter der Nebenbedingung yTy = 1. (56)
Dies gilt, weil

T
maxzT Az < max(B ]/Qy) A(B 1/2y> < maxyTB 1/24B 1/2y < maxyT Ky (57)
£ y y Y

und
2TBr=1 « yTB12BB12y=1 o yTy=1. (58)

Weil K eine symmetrische Matrix ist, existiert die Orthonormalzerlegung (vgl. Einheit (3) Eigenanalyse)

K =QAQT, (59)

wobei die Spalten der orthogonalen Matrix @) die Eigenvektoren von K und die Diagonalemente von A die zugehérigen
Eigenwerte von K sind.
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Beweise

Beweis (fortgefiihrt)
Mit der orthogonalen Matrix @ aus obiger Orthornomalzerlegung sei nun

2:=QTy & y:=Q=z (60)
Dann kann das Optimierungsproblem (56) geschrieben werden als

m
mzale )\izzz unter der Nebenbedingung 2Tz =1, (61)
i=

weil
m
maxyTKy < max(Q2)TK(Qz) & maxzTQTQAQTQz <& max:TAz < maxZ)\iz?
i=1
(62)

und

yTy=1 & (Q2)TQz=1 & 2TQTQz=1 & 2Tz=1. (63)
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Beweise

Beweis (fortgefiihrt)

Die Eigenwerte von K bzw. Diagonalelemente von A seien nun absteigend sortiert, also Ay > -+ > \,,. Dann gilt

fiir das Optimierungsproblem (61), dass

m
maxz )\,;le < Aq, (64)
A=t
weil
m m m
2 2 _ 2 _

mng/\izi Sm?x;)\lzi =X m?x;zi = Ay, (65)

1= 1= 1=

wobei sich die letzte Gleichung aus der Nebenbedingung 2Tz=1 ergibt. SchlieBlich gilt

m
max Zl )\,iz? =X (66)
i=

fiir z := e; = (1,0, ...,0)T. Zusammenfassend heiBt das, dass z = e; eine Lésung des Optimierungsproblem (61)

ist und dass A\ das entsprechende Maximum ist.
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Beweise

Beweis (fortgefiihrt)

Damit ergibt sich aber sofort, dass dann

Yy=Qz=Qe; =q und z=B"12g (67)

Lésungen der dquivalenten Optimierungsprobleme (56) bzw. (47) sind. Nach Konstruktion ist g; ein Eigenvektor von
B~Y2AB71/2 und nach obigem Theorem zu Eigenwerten und Eigenvektoren von Matrixprodukten damit auch ein

Eigenvektor von
B 12p-124=p14a (68)

und die zugehdrigen Eigenwerte sind gleich. Damit aber folgt, dass der groBte Eigenwert von B 1A und sein
assoziierter Eigenvektor eine Lésung von

maxazT Az unter der Nebenbedingung =T Bz = 1 (69)
x

ist. O
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Beweise

Beweis (fortgefiihrt)
Wir betrachten das restringierte Optimierungsproblem

2
¢$:mabx(aTzzyb) udN. a¥Sa=1, bTS,b=1, afS,,a=0,i=1,..,r—1.  (70)
a,

vy

Wir folgen Mardia, Kent, and Bibby (1979), S. 284, und gehen schrittweise vor, d.h. wir |ésen das restringierte
Optimierungsproblem

2 = max (mlimx ((,,Txryb)z udN. bTsy b= 1) wdN. aTSppa=1, ol Syya=0i=1,..,r-1 (71)
von innen nach auBen.
Schritt (1)
Wir wahlen wir zunichst ein festes a € R und betrachten das restringierte Optimierungsproblem

2
T T -
méix(a Supb)” udN. bTE, b=1. (72)

Dieses Optimierungsproblem kann geschrieben werden als

max b8 aaTS,b udN. bTE, b=1, (73)
weil gilt, dass

<aTZmyb>2 = (aT5gyb) (aT8yyb) = (aTZmyb>T aTs,b=bT8,aaTS, b (74)

zy
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Beweise

Beweis (fortgefiihrt)

Das Optimierungsproblem (73) kann nun mithilfe des Theorems zur Maximierung quadratischer Formen mit Neben-

bedingen geldst werden. Im Sinne dieses Theorems setzen wir dazu

A= ZwaaTEIy und B:=X%,,. (75)

Dann hat (73) die Form
max bT Ab  unter der Nebenbedingung bT Bb = 1. (76)

Das Maximum von (76) entspricht nach dem Theorem zur Maximierung quadratischer Formen mit Nebenbedingungen

dem groBten Eigenwert von

B lA=51% aaTS,,. (77)

Der groBte Eigenwert von E;,/l ZymaaTEmy wiederum kann mithilfe des Theorems zum Eigenwert und Eigenvektor

eines Matrixvektorprodukts bestimmt werden. Im Sinne dieses Theorems setzen wir dazu

A=X % ., bi=a, B:=Y%, (78)
und erhalten fiir den betreffenden Eigenwert

g =bTBAa=aTx,, 2 1% a. (79)

als Lésung (Maximum) des restringierten Optimierungsproblems

T5,,b)°  unter der Nebenbedi bT's,,b=1 80
mlz‘ix(a l«u) unter der Nebenbedingung yyb=1. (80)
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Beweise

Beweis (fortgefiihrt)
Schritt (2)
Basierend auf Schritt (1) verbleibt die Lésung des restringierten Optimierungsproblem

d)z—maxu Ezszszxa u.d.N. aTEmmzL=1, a?Exma=0,i=1,

(81)

Dazu halten wir zunichst fest, dass (81) mit den Definitionen von «; und K in der Definition der Kanonischen

Koeffizientenvektoren, Variaten, und Korrelationen geschrieben werden kann als

¢2 =maxaTKKTa uwdN. oTa=1, oafa=0,i=1,..,r—1, (82)
a i
denn
¢‘,2.:mdxa Sy Syr Syga udN. aTS,a=1, aszwazo
_ T Ty—1/2 _ _
=maxa~ X, Z)nyyIa udN. a3, "%, 1, a=0
a
:maxaTZ‘;;/zExyZyyEyzzgi/za udN. aTa=1, 0?0:0 (83)
=maxaTE /ZEzyzil/Z ;yl/ZEyTE /a udN. aTa=1, a?a:(}

=maxaTKKTa udN. aTa=1, a?u:()
[e3
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Beweise

Beweis (fortgefiihrt)

Dabei sind nach der betreffenden Definition die «; die Eigenvektoren von KKT mitdeni=1,...,r—1 groBten
Eigenwerten. Nach dem Theorem zur Maximierung quadratischer Formen mit Nebenbedingungen ist die Lésung
von (82) der groBte Eigenwert von KKT mit seinem assoziierten Eigenvektor. Die Nebenbedingung a;ra =0
schrankt diese Wahl auf den rt-groBten Eigenwert und seinen assoziierten Eigenvektor c,. ein. Mit der Definition

von Eigenwerten und Eigenvektoren gilt also

¢2=af KKTa, =af \a, = \.afa, =\, (84)
Wir haben also gezeigt, dass das restringierte Optimierungsproblem des Theorems den Maximumwert ¢, = /\1/2
hat. Es bleibt zu zeigen, dass dieser Maximumwert fiir a,. und b, angenommen wird.

Schritt (3)

Einsetzen von a,. und b,. in aTExyb ergibt mit

K=AABT & KB=AABTB & KB=AA & KB, =a/?, (85)

dass
al' b, = aF 5,025, 5,128, = aT KB, = aF a, A% = p,. (86)
Also nimmt aTEzyb bei a,. und b, seinen restringierten Maximalwert X\, an. a
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