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Spezielle Matrizen

Definition (Nullmatrizen und Einsmatrizen)
® Wir bezeichnen Nullmatrizen (und Nullvektoren) mit
Onm = (0)1<i<n, 1<j<m € R¥™ und 0,, == (0)1<i<p € R® (1)
® Wir bezeichnen Einsmatrizen (und Einsvektoren) mit

Lpm = (D1<i<n,i<jem € R™ und 1, == (1)1<i<p € R" (2)

Bemerkungen

® 0y, und 0,, bestehen nur aus Nullen.
® 1,,, und 1, bestehen nur aus Einsen.

® Es gelten zum Beispiel

0,07, = Opy, 3)
und
110 = Ly, (4)
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Spezielle Matrizen

Definition (Einheitsmatrizen und Einheitsvektoren)

® Wir bezeichnen die Einheitsmatrix als

Iy = (ijk)1<j<n,1<k<n € R™™ mit 45, =1 fiir j =k und 75, =0 fir j # k. (5)
® Wir bezeichnen die Einheitsvektoren e;,i =1, ...,n als
@ = (Eij)lgjgn € R™ mit €i; = 1 fiir i = j und ei; = 0 fir ¢ # j. (6)

Bemerkungen

® ], besteht nur aus Nullen und Diagonalelementen gleich Eins.
® e;,i=1,....,n besteht nur aus Nullen und einer Eins in der iten Komponente.
® Esgilt

I, = ((’l €2 Fn) (7)
® Es gilt auch

I, = (efe;

n= (e P])lijin.likén ®

® Es gelten weiterhin fir 1 <i,5<n

T
i

T

e’irej =0firi#jsowiee;e; =1 und ejv= vTe; = v, fiirveR™. 9)
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Spezielle Matrizen

Definition (Diagonalmatrix)

Eine Matrix D € R™*™ heiBt Diagonalmatrix, wenn dij =0firl<i<n,1<j<mmiti#j.

Bemerkungen
® Eine Diagonalmatrix D € R™*™ mit Diagonalelementen d1, ..., d,, schreibt man auch als
D = diag(dy, ..., dy). (10)
L]

Diagonalmatrizen haben viele “gute” Eigenschaften.

Zum Beispiel iiberzeugt man sich leicht davon, dass Multiplikation einer Matrix A von links mit einer Dia-
gonalmatrix D der Multiplikation der Zeilen der Matrix A mit den entsprechenden Diagonaleintrdgen von D
entspricht. Die Multiplikation von rechts entspricht der Multiplikation der Spalten von A mit den entsprechen-

den Diagonaleintragen von D.

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist

D :=diag(dy, ..., d,,) = |D| = Hd (11)

Fiir Beweise dieser Eigenschaften wird auf die einschlagige Literatur, z.B. Searle (1982), verwiesen.
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Spezielle Matrizen

Definition (Symmetrische Matrix)

Eine Matrix S € R™*" heiBt symmetrisch, wenn gilt dass ST = S.

Bemerkungen

® Symmetrische Matrizen sind spezielle quadratische Matrizen.
Eine symmetrische Matrix ist eine Matrix, deren Transponiertes gleich ihr selbst ist.
® Symmetrische Matrizen haben viele “gute” Eigenschaften.

Beispielweise gilt fiir die Summe zweier symmetrischer Matrizen, dass auch diese wieder symmetrisch ist
A=AT und B=BT = A+B=(A+B)7T (12)
und dass die Inverse einer symmetrischen Matrix, sofern sie existiert, auch symmetrisch ist,
T -\T _ g1
ST=85=(s7!) =s7L. (13)

® Fiir Beweise dieser Eigenschaften wird auf die einschlagige Literatur, z.B. Searle (1982), verwiesen.
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Spezielle Matrizen

Definition (Positiv-definite Matrizen und positiv-semidefinite Matrizen)
Eine quadratische Matrix C' € R"™*™ heiBt positiv-definit, wenn C' symmetrisch ist und gilt, dass
zTCx > 0 fir alle z € R” mit & # 0,,. (14)

Wenn C € R™*™ positiv-definit ist, so schreiben wir C' € R"*" pd.

Eine quadratische Matrix C' € R™*" heiBt positiv-semidefinit, wenn C symmetrisch ist und gilt, dass
2T Cz > 0 fiir alle z € R™ mit  # 0,,. (15)

Wenn C € R™"*™ positiv-semidefinit ist, so schreiben wir C' € R™**" psd.

Bemerkungen

Positive-definite und positiv-semidefinite Matrizen sind spezielle symmetrische Matrizen.
® Kovarianzmatrixparameter von multivariaten Normalverteilungen sind positiv-definite Matrizen.

® Kovarianzmatrizen von Zufallsvektoren sind positiv-semidefinite Matrizen.

Positiv-definite Matrizen haben viele “gute” Eigenschaften.
® Beispielsweise existiert die Inverse C1 einer positiv-definiten Matrix C' und ist selbst positiv-definit. Fiir einen
Beweis dieser Eigenschaft verweisen wir auf die weiterfiihrende Literatur, z.B. Searle (1982).
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Spezielle Matrizen

Definition (Orthogonale Matrix)

Eine Matrix Q € R™*" heiBt orthogonal, wenn

QTQ=1,. (16)

Bemerkung

® Orthogonale Matrizen sind spezielle quadratische Matrizen.
® Die Spalten einer orthogonalen Matrix sind also paarweise orthogonal. Es gilt fiir

Q= <q1 qn) mit g; € R™ fir 1 <i<mn, (17)

dass
qf q; =0 fiir i # j und ¢ q; = 1 fir i = j mit 1 <i,5 <n. (18)
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Spezielle Matrizen

Theorem (Eigenschaften orthogonaler Matrizen)

Q € R ™ sej eine orthogonale Matrix. Dann gelten:

1 Inverse) Die Inverse von ist T, es gilt
g

Q=T (19)
(2) (Transposition) Multiplikation mit der Transponierten ergibt die Einheitsmatrix, es gilt
QQT =1,. (20)

(3) (Determinante) Es gilt
|Q] =1 oder |Q| = —1. (21)
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Spezielle Matrizen

Beweis

(1) Unter der Annahme, dass Q’l existiert, gilt

RTQ=1,+QTQe ' =, '« Q' =QT. (22)

(2) Mit Eigenschaft (1) gilt
QT =QQ " =1, (23)

(3) Mit dem Multiplikationssatz und der Transpositionseigenschaft von Determinanten gilt

QP =QllQl=1QlIRTI=1QQT| = I,|=1. (24)

Aus |Q|? = 1 folgt dann aber, dass |Q| = 1 oder |Q| = —1 sein muss. m}
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition (Eigenvektor und Eigenwert)

A € R™ " sei eine quadratische Matrix. Dann heiBt jeder Vektor v € R™,v # 0,,, fiir den mit einem

passenden A € R gilt, dass
Av=Mv, (25)

ein Eigenvektor von A. )\ heiBt zugehdriger Eigenwert von A.

Bemerkungen

® Ein Eigenvektor v von A wird durch A um einem Faktor \ verlangert.
® Jeder Eigenvektor hat einen zugehdrigen Eigenwert.

® Die Eigenwerte verschiedener Eigenvektoren kénnen identisch sein.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Theorem (Multiplikativitat von Eigenvektoren)

A € R™™ sei eine quadratische Matrix. Wenn v € R™ Eigenvektor von A mit Eigenwert \ € R ist,
dann ist fiir ¢ € R auch cv € R™ Eigenvektor von A und zwar wiederum mit Eigenwert A € R.

Beweis
Es gilt

Av = v & cAv = chv < A(cv) = A(cv) (26)
Also ist cv ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A. O
Konvention

Wir betrachten im Folgenden nur Eigenvektoren mit der Lange bzw. Norm 1, d.h. [|v|| = 1.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Visualisierung eines Eigenvektors
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Theorem (Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren)

A € R™" sei eine quadratische Matrix. Dann ergeben sich die Eigenwerte von A als die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms

Xa(A) ==[A=AL,| (27)

von A. Weiterhin seien A;,i = 1,2,... die auf diese Weise bestimmten Eigenwerte von A. Die
entsprechenden Eigenvektoren v;,7 = 1,2,... von A kénnen dann durch Lésen der linearen Glei-
chungssysteme

(A—XI,)v; =0, fiiri=1,2,... (28)

bestimmt werden.

Bemerkungen
® Fiir kleine Matrizen mit n < 3 konnen Eigenwerte und Eigenvektoren manuell bestimmt werden.

® Bei groBen Matrizen werden Eigenwerte und Eigenvektor im Allgemeinen numerisch bestimmt.
® Beispiele sind R's eigen(), SciPy's 1inalg.eig() und MATLAB's eig().
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Beweis
(1) Bestimmen von Eigenwerten
Wir halten zunichst fest, dass mit der Definition von Eigenvektoren und Eigenwerten gilt, dass
Av=dv & Av—Av =0, < (A—Al,)v=0,. (29)
Fiir den Eigenwert A wird der Eigenvektor v also durch (A — AI,) auf den Nullvektor 0,, abgebildet. Weil aber per

Definition v # 0,, gilt, ist die Matrix (A — AI,,) somit nicht invertierbar: sowohl der Nullvektor als auch v werden
durch A auf 0,, abgebildet, die lineare Abbildung

fR" >R,z (A= X,z (30)
ist also nicht bijektiv, und (A — AI,,)~! kann nicht existieren. Die Tatsache, dass (A — \I,,) nicht invertierbar ist,
ist aber dquivalent dazu, dass die Determinante von (A — /\In) Null ist. Also ist

xa(A) =|A=XL,[=0 (31)

notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass A ein Eigenwert von A ist.
(2) Bestimmen von Eigenvektoren
Es sei /\;f ein Eigenwert von A. Dann gilt mit den obigen Uberlegungen, dass Auflésen von

(A= N 1,)vi =0, (32)

nach vj einen Eigenvektor zum Eigenwert \* ergibt. O
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Beispiel

Es sei

Wir wollen die Eigenwerte und Eigenvektoren von A bestimmen.

(1) Berechnen von Eigenwerten
Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A.

Das charakteristische Polynom von A ergibt sich als

)= 2 1) (A 0)|_|{2-A 1 N
xa 12 0 A 12— ’

Nullsetzen und Auflésen nach X ergibt mit der p-q-Formel

(2=A)2—1=0=X; =3, A =1.

Die Eigenwerte von A sind also Ay =3 und Ay = 1.

(33)

(34)

(35)
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https://de.wikipedia.org/wiki/Quadratische_Gleichung#L%C3%B6sungsformel_f%C3%BCr_die_Normalform_(p-q-Formel)

Eigenvektoren und Eigenwerte

Beispiel (fortgefiihrt)
(2) Berechnen von Eigenvektoren

Die Eigenvektoren zu den Eigenwerten A; = 3 und Ay = 1 ergeben sich durch Lésen der linearen Gleichungssysteme

(A= XIg)v; = 0q fiiri=1,2. (36)

Fiir Ay = 3 ergibt sich

-1 1) (v 0 11\
(A=3I5)vy =0y & 1] = =S v = — ist eine Lésung. (37)
1 -1) \vy, 0 vz 1

Fiir Ao = 1 ergibt sich

(A1 =0y [+ 1) ("2 o) = L (1) st eine Lo (38)
— Vo = = vy = — ist eine Lésung.
2T 1 1) \oy, 0 T2 1

Weiterhin gilt vrlrvz = 0 sowie ||vq || = ||va]| = 1.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Theorem (Eigenwerte positiv-semidefiniter und positiv-definiter Matrizen)
(1) C € R™ ™ sei eine positiv-semidefinite Matrix. Dann sind alle Eigenwerte von C' nicht-negativ.
(2) C € R™ ™ sei eine positiv-definite Matrix. Dann sind alle Eigenwerte von C' positiv.

Bemerkungen

® Die Eigenwertnichtnegativitdt wird manchmal auch zur Definition der Positiv-Semidefinitheit genutzt.
® Die Eigenwertpositivitat wird manchmal auch zur Definition der Positiv-Definitheit genutzt.
Beweis

(1) Mit der Definition von Eigenvektor und Eigenwert einer quadratischen Matrix gilt fiir jeden Eigenwert A und
zugehdrigen Eigenvektor € R™,z # 0,,

Cr=XxozTCr=a2T(x)=zTa. (39)

Mit der positiven Semidefinitheit von C' und Tz > 0 fiir alle € R mit x # 0,, gilt dann aber

2TCz >0 xeTz>0=A1>0. (40)

Also ist jeder Eigenwert von C' nicht-negativ.

(2) Der Beweis erfolgt analog zu (1) unter Ersetzung von > durch >. O
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Orthonormalzerlegung

Theorem (Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen)
S € R™*™ sei eine symmetrische Matrix. Dann gelten
(1) Die Eigenwerte von S sind reell.

(2) Die Eigenvektoren zu je zwei verschiedenen Eigenwerten von S sind orthogonal.

Bemerkung

® In nachfolgendem Beweis setzen wir die Tatsache, dass eine symmetrische n x n Matrix n reelle Eigenwerte
hat, als gegeben voraus und zeigen lediglich, dass die Eigenvektoren zu je zwei verschiedenen Eigenwerten einer
symmetrischen Matrix orthogonal sind. Ein vollstindiger Beweis des Theorems findet sich in Strang (2009),
Kapitel 6.4.

® Da wir als Eigenvektoren nur Eigenvektoren der Lange 1 betrachten, sind die hier angesprochenen orthogonalen

Eigenvektoren insbesondere auch orthonormal.
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Orthonormalzerlegung

Beweis

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien A; und A; mit 1 <, j < n und A; # X; zwei verschiedenen Eigenwerte

von S mit zugehérigen Eigenvektoren g; und g;, respektive. Dann ergibt sich wie unten gezeigt, dass

Nl a; = Mgl a5 (41)

Mit g; # Op»q; # 0, und \; # )‘j folgt damit q;-rqj = 0, weil es keine andere Zahl ¢ als die Null gibt, fiir die bei
a,b € Rund a # b gilt, dass

ac = bc. (42)

Um
gl aj = X0 4 (43)

zu zeigen, halten wir zunachst fest, dass

Sq; =g+ (Sg)T = (Na)T © qF ST = qF AT © qF s = ¢ x; © ¢ Sq; = XiqF g (44)

und
Sa; = ja;  af Sa; = Ajq; a5 (45)
gelten. Sowohl /\iqiqu als auch /\jq;rqj sind also mit qlTqu und damit auch miteinander identisch. m}
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Orthonormalzerlegung

Theorem (Orthonormale Zerlegung einer symmetrischen Matrix)
S € R™™™ sei eine symmetrische Matrix mit n verschiedenen Eigenwerten. Dann kannn S geschrieben werden als
5=QAQT, (46)

wobei @ € R™*™ eine orthogonale Matrix ist und A € R™*™ eine Diagonalmatrix ist.

Bemerkungen

® S= QAQT heiBt auch Diagonalisierung von S.
® Man wahlt man als Diagonalelemente von A die der GréBe nach geordneten Eigenwerte von S.
® Man wahlt man als Spalten von @ die zugehdrigen orthonormalen Eigenvektoren von S.
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Orthonormalzerlegung

Beweis

Es seien A} > Ay > .- > X die der GroBe nach geordneten Eigenwerte von S und ¢y, gy, ..., q,, seien

die jeweils zugehdrigen orthonormalen Eigenvektoren. Mit

Q= ((11 gy qn) € R™™ und A := diag (>\1=>\2= .,.,)\n) IS S (47)

folgt dann mit den Definitionen von Eigenwerten und Eigenvektoren zunichst, dass

Sq; = Ng; furi=1,...,n< SQ = QA. (48)

Rechtseitige Multiplikation mit QT ergibt dann mit QQT = I, dass

n1

SQQT = QAQT © SI, = QAQT & S = QAQT. (49)
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Orthonormalzerlegung

Beispiel (fortgefiihrt)

Fiir die symmetrische Matrix

2 1

A= (1 2) (50)

mit den oben bestimmten Eigenwerten Ay = 3, Ay = 1 und zugehdrigen orthonormalen Eigenvektoren

()= ()
v = —= yUg = —= 51
1= 75 (1 2= sl (51)
seien

Q:=(v; vg) und A = diag(A1, Ap). (52)

Dann ergibt sich

Uz)diag()\lw\z)(v vg)"
Ve DG D)
‘i))(é(i )

—~
wWw ==

T
NN )

Il Il
Rim S S
=N
Nl
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Orthonormalzerlegung

Theorem (Determinante und Spur einer symmetrischen Matrix)

S € R™™™ sei eine symmetrische Matrix mit verschiedenden Eigenwerten Aq, ..., A,,. Dann gelten
n n
[S|=T[ X und t(S)=>"X;. (53)
i=1 i=1
Bemerkungen

® Die Determinante einer symmetrischen Matrix ist das Produkt ihrer Eigenwerte.

® Die Spur einer symmetrischen Matrix ist die Summe ihrer Eigenwerte.
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Orthonormalzerlegung

Beweis

Mit dem Theorem zur Zerlegung einer symmetrischen Matrix mit verschiedenen Eigenwerten gilt,
dass

IS| =1QAQT], (54)

wobei ) € R™ ™ eine orthogonale Matrix und A € R™*" die Diagonalmatrix der n verschiedenen
Eigenwerte von S ist. Mit dem Determinantenmultiplikationssatz, der Determinante von orthogo-
nalen Matrizen und der Tatsache, dass die Determinante einer Diagonalmatrix dem Produkt ihrer
Diagonalelemente entspricht, gilt dann weiterhin

S| = 1QAQ™| = QIAIQ™| = Al = [ i (55)
i=1

Wiederrum mit dem Theorem zur Zerlegung einer symmetrischen Matrix mit verschiedenen Eigen-
werten gilt, dass

tr(S) = tr (QAQT). (56)

Mit der zyklischen Permutationsinvarianz der Spur, dem Inversen orthogonaler Matrizen und der
Definition der Spur gilt dann weiterhin

tr(S) = tr (QAQT) =tr (QTQA) = = Xn: Ai- (57)

i=

O
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Singuldrwertzerlegung

Definition (Singularwertzerlegung)
Y € R™*™ sei eine Matrix. Dann heiBt die Zerlegung
Y=USVT, (58)

wobei U € R™™ und V € R™ ™ orthogonale Matrizen und S € R™ ™ eine Diagonalmatrix ist,
Singuldrwertzerlegung (singular value decomposition, SVD) von Y. Die Diagonalelemente von S

heiBen die Singulirwerte (singular values) von Y.

Bemerkungen

® Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Singulirwertzerlegung, siehe z.B. Strang (2009), Kapitel 7.

® In R kénnen Singularwertzerlegungen mit svd() berechnet werden.
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Singuldrwertzerlegung

Theorem (Singularwertzerlegung und Eigenanalyse)

Y € R™*™ sei eine Matrix und
Y =USVT (59)

sei ihre Singulirwertzerlegung. Dann gilt:
® Die Spalten von U sind die Eigenvektoren von YY'T,
® die Spalten von V sind die Eigenvektoren von YTY und

® die entsprechenden Singularwerte sind die Quadratwurzeln der zugehérigen Eigenwerte.

Bemerkung

® Singuldrwertzerlegung und Eigenanalyse sind eng verwandt.
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Singuldrwertzerlegung

Beweis
Wir halten zunichst fest, dass YYT und YTY symmetrische Matrizen sind,

vyT) T =yyT und (vTy)T =yTy, (60)

und somit Orthornomalzerlegungen haben.

Wir halten weiterhin fest, dass mit UTU = I,, und VTV = I, gilt, dass

yYT =usvT (USVT)T =UsvTvsTuT =ussTuT =ua,UT, (61)
wobei wir Ay := SST definiert haben, und
T
YTy = (UsvT) usvT =vsTuTusvT =vA,vT, (62)

wobei wir Ay, := ST S definiert haben.

Weil das Produkt von Diagonalmatrizen wieder eine Diagonalmatrix ist, sind Ay und Ay, Diagonalmatrizen, und U
und V sind per Definition orthogonale Matrizen. Wir haben also YY'T und YTY in Form der Orthonormalzerle-
gungen

YYT =UAyUT und YTY = VA, VT (63)

geschrieben, wobsei fiir die Diagonalelemente von Ag; und Ay, gilt, dass sie die quadrierten Werte der Diagonalemente
von S sind. Damit folgen die Aussagen des Theorems direkt. m}
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition von Eigenvektor und Eigenwert einer quadratischen Matrix wieder.

2. Geben Sie das Theorem zur Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren wieder.

3. Geben Sie das Theorem zu den Eigenwerten und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen wieder.

4. Geben Sie das Theorem zur orthonormalen Zerlegung einer symmetrischen Matrix wieder.

5. Geben Sie die Definition einer Singularwertzerlegung wieder.

6. Geben Sie das Theorem zum Zusammenhang von Singuladrwertzerlegung und Eigenanalyse wieder.
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