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(6) Integralrechnung



Integralrechnung

Ubersicht

® Integrale kommen in der probabilistischen Datenanalyse an vielen Stellen vor:
® WDF Definition und Berechnen von Wahrscheinlichkeiten aus WDF
® Beziehung von WDF und KVF
® Erwartungswerte inklusive Varianz und Kovarianz
® u.v.a.m.
Ziel hier ist es, zentrale Begriffe der Integralrechnung zu wiederholen.

In der Schule wird iiblicherweise das Riemannintegral betrachtet.

Zentrale Begriffe dabei sind Stammfunktion, unbestimmtes Integral, bestimmtes Integral,
Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung, uneigentliches Integral, und mehrdimen-

sionales Integral.

Der Fokus liegt auf der Klarung von Begriffen und Symbolen, nicht dem Rechnen.
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Unbestimmte Integrale

Definition (Stammfunktion, Unbestimmtes Integral)

Fir ein Intervall I C R sei f : I — R eine univariate reellwertige Funktion. Dann heiBt eine

differenzierbare Funktion F': I — R mit der Eigenschaft
F=f (1)
Stammfunktion von f. Ist F eine Stammfunktion von f, dann heiBt
/f(z)dx =F+cmitceR 2
unbestimmtes Integral der Funktion f.

Bemerkungen

® Die Ableitung der Stammfunktion F' von f ist f.

® Das unbestimmte Integral ist die Gesamtheit aller Stammfunktionen von f.

® Die Konstante ¢ € R heiBt Integrationskonstante, es gilt d—‘éc =0.

® Der Ausdruck [ f(x)dx ist als F(x) + c definiert

® In [ f(x) dz haben [ und dx keine eigentliche Bedeutung, f(x) heiBt Integrand.
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Unbestimmte Integrale

Theorem (Stammfunktionen elementarer Funktionen)

Fir elementare Funktionen der Statistik ergeben sich folgende Stammfunktionen

Name Definition Stammfunktion
Polynomfunktionen @) = Z;:O a;xt F(z) = Zl a ,+1x AL
Konstante Funktion f(@):=a F(z) =
Identitatsfunktion @) =@ F(z) = %12
Linear-affine Funktion  f(z):=ax +0b F(z) = %a:r + bx
Quadratfunktion f(x) := 2?2 F(z) = %x3
Exponentialfunktion f(x) = exp(x) F(z) = exp(z)
Logarithmusfunktion f(z) :==In(x) F(z)=zlnz—z

Bemerkung

® Beweise ergeben sich direkt durch Ableiten der Stammfunktionen.
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Unbestimmte Integrale

Theorem (Rechenregeln fiir Stammfunktionen)

f und g seien univariate reellwertige Funktion, die Stammfunktionen besitzen, und g sei invertierbar.
Dann gelten folgende Rechenregeln fiir die Bestimmung von Integralen

(1) Summenregel

./af(x) sl = a'/f(x) o b/g(z‘) dz fiir a,b € R 3)
(2) Partielle Integration
[ @9 ds = r@igte) - [ )y @) do @)
(3) Substitutionsregel
[ #at@)g' @) da = [ 5(0)de mit t = g(2) (®)

Bemerkung

® Fir die Herleitung der Summenregel wird auf die weiterfiihrende Literatur verwiesen.
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Unbestimmte Integrale

Beweis

Die Rechenregel der partiellen Integration ergibt sich durch Integration der Produktregel der Differentiation. Wir erinnern uns, dass gilt
(f(@)g(@) = f' (@)g(x) + f()g’ (). (6
Integration beider Seiten der Gleichung und Beriicksichtigung der Summenregel fiir Stammfunktionen ergibt dann
J(f(@)g(@) de = [ [/ (2)g(x) + f(x)g’ () dx

< f(z)g(z)= [ f’(z)g(z)dz + [ fla)g’ (z) dz @)
< [ f(x)g(z) dz = f(z) — [ fla)g (z)dzx

Die Substitutionsregel ergibt sich fiir F = f durch Anwendung der Kettenregel der Differentiation auf die verkettete Funktion F'(g).
Speziell gilt zunichst

(F(g(x)) = F’(g(x))g’ (x) = f(g(x))g’ (x) (8)

Integration beider Seiten der Gleichung

(F(g(2)))" = f(g())g’ (x) (9)

ergibt dann

J(F(g(x)) dx = [ f(g(z))g’ () dx
& Flg(a) +c= [ fg(z))g’ (z)de (10)

© [ Hg(@))g (@) da = [ f(t)dt mit ¢ := g(z).

Dabei ist die rechte Seite der letzten obigen Gleichung zu verstehen als F(g(x)) + ¢, also als Stammfunktion von f evaluiert an der Stelle
t:= g(x). Das dt ist nicht durch dg(x) zu ersetzen, sondern rein notationstechnischer Natur.

(]
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Bestimmte Integrale

Bestimmtes Integral von f : [a,b] = R
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Bestimmte Integrale

Definition (Zerlegung eines Intervalls, Feinheit)

Es sei [a,b] C R ein Intervall und z(, x4, 2o, ..., 2,, € [a,b] eine Menge von Punkten mit

=129 <y < Ty < Ty =b (11)
mit
Az :=x; —x;_ fuiri=1,..,n. (12)
Dann heiBt die Menge
Z = {[7;())11])[$11z2]1~-~7[w7z—17$n]} (13)

der durch z(, zy, 2y, ..., z, definierten Teilintervalle von [a,b] Zerlegung von [a,b]. Weiterhin heiBt
Z oy = max Az, (14)

ma;
i€n

also die groBte der Teilintervalllangen Az;, die Feinheit von Z.

Bemerkung

® Aux; ist die Breite der Streifen in untenstehender Abbildung.
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Bestimmte Integrale

Definition (Riemannsche Summe)

f : [a,b] = R sei eine beschrinkte Funktion auf [a,b], d.h. |f(z)| < ¢ fiir 0 < ¢ < oo und alle
z € [a,b], Z sei eine Zerlegung von [a,b] mit Teilintervalllingen Ax; fiir i = 1,...,n. Weiterhin sei

fiir i = 1,...,n & ein beliebiger Punkt im Teilintervall [z;_;,z;] der Zerlegung Z. Dann heiBt
R(Z):=)_ f(&)Az, (15)
i1
Riemannsche Summe von f auf [a,b] beziiglich der Zerlegung Z.

Bemerkungen

® |z| bezeichnet den Betrag von x € R.

® Wahlt man in jedem [x;_1,z;] das Maximum von f, ergibt sich die Riemannsche Obersumme.
® Wahit man in jedem [x;_1, ;] das Minimum von f, ergibt sich die Riemannsche Untersumme.
® Fir Az; — 0,7 =1,...,n geht der Unterschied zwischen Ober- und Untersumme gegen 0.
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Bestimmte Integrale

Zerlegung und Riemann Ober- und Untersummen fiir f : [a,b] — R

f(x)
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Bestimmte Integrale

Theorem (Riemannsches Integral)

f : [a,b] = R sei eine beschrénkte reellwertige Funktion auf [a, b]. Weiterhin sei fir Z,,k = 1,2,3, ...
eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit zugehérigen Feinheiten Z; . . Wenn fiir jede Folge von

Zerlegungen Z,, Zy, ... mit |Z; .| — 0 fiir K — oo und fiir beliebig gewdhlte Punkte &;,i = 1,...,n

im Teilintervall [y ; 4, ;] der Zerlegung Z, gilt, dass die Folge der zugehérigen Riemannschen
Summen R(Z,), R(Z,), ... gegen den gleichen Grenzwert strebt, dann heiBt f auf [a, b] integrierbar.
Der entsprechende Grenzwert der Folge von Riemannschen Summen wird bestimmtes Riemannsches

Integral genannt und mit

b
/ 1) de = Jim R(Z,) fir |Zy mye] 0 (16)
L0000 N
a
bezeichnet.

Bemerkungen

® Fir f>0ist fab f(z) dz der Flacheninhalt zwischen den f(z) und der z-Achse

® Generell ist jab f(z) dx der vorzeichenbehaftete Flicheninhalt den f(x) und der z-Achse.
® Positive und negative Flacheninhalt gleichen einander aus.

. fab f(z) dz ist als Mittelwert von f auf [a, b] zu verstehen.
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Bestimmte Integrale

Theorem (Rechenregeln fiir bestimmte Integrale)

Es seien f und g integrierbare Funktionen auf [a,b]. Dann gelten folgende Rechenregeln:

(1) Linearitat. Fiir ¢;,cy € R gilt
b b b
[ i@+ ag)de=c [ @ dste [ fa)ds. (17)
(2) Additivitat. Fir a < ¢ < b gilt
b c b

/ fx)dz = / f(z) der/ flz)dx. (18)

a Ya c
(3) Vorzeichenwechsel bei Umkehrung der Integralgrenzen

b a
[ 1@do=- [ j@d. (19)
Ja b

Bemerkung

® Fir Beweise verweisen wir auf die weiterfiihrende Literatur.
® Eine Darstellung der Additivitat und eine Intuition zum Vorzeichenwechsel finden sich untenstehend.

Mathematische Grundlagen | © 2025 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 16



Bestimmte Integrale

Additivitat von Integralen

[ :f(x)dx Lbf(x)dx
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Bestimmte Integrale

Theorem (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R existiert ein & €]a, b[ mit

b
[ i@ ds=s@6-a) (20)

e Statt eines Beweises verweisen wir auf untenstehende graphische Darstellung
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Bestimmte Integrale

Theorem (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Ist f: I — R eine auf dem Intervall I C R stetige Funktion, dann ist die Funktion
F:I—-Rat F(z /f t)dt mit z,a € I (21)
eine Stammfunktion von f.

Beweis

Wir betrachten den Differenzquotienten
1
F(F(J:Jrh)—F(r)) (22)

z
Mit der Definition F(x) := ) f(t)dt und der Additivitat des bestimmten Integrals gilt dann
a

1 1 x+h T 1 rth
]—(F(J:Jrh)—F(m)): - / f(t)dt—/ f(t)ydt | = —/ f(t)dt (23)
v h \Ja a by

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es also ein £ €]z, x + h[, so dass

F(F@ b~ F(@) = 3 (@)@ +h—z) = f(6) (24)

Grenzwertbildung ergibt dann
Jim FFG )~ Fe) = Jim f(6) fir € oz + bl P (@) = f(a) @5)
(]
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Bestimmte Integrale

Theorem (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Ist ' eine Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf einem Intervall I, so gilt fiir a,b € T
mita <0

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) = F(z)[} (26)

Beweis

Mit den Rechenregeln fiir bestimmte Integrale und dem ersten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

ergibt sich

b QL b
F<b>fF<a>:/ seae— [ f(t)dt:/ f(@) da @7

O
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Bestimmte Integrale

Beispiele zum Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1 1 2
J xdx=1/2 I X dx=1/3 J —x+1dx=0
o o o
10 1.0 1o
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Bestimmte Integrale

Beispiele zum Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir betrachten die Identitatsfunktion
fR=aRam f(z)==a (28)

und wollen das bestimmte Integral dieser Funktion auf dem Intervall [0, 1], also

/O1 f(w)dw=/01wdz (29)

berechnen.

Dazu erinnern wir uns, dass eine Stammfunktion von f durch

1
F:R—=R,z— F(z):= 512 (30)
gegeben ist, weil
d (1 1
F'(z) = i (532) =2 EzZ’I =z. (31)

Einsetzen in den Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt dann sofort

1
1, 1, 1
de=212-202= 2. 32
Azm 27 727 73 (32
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Bestimmte Integrale

Beispiele zum Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir betrachten die Quadratfunktion
fiR= R,z flz):=a? (33)

und wollen das bestimmte Integral dieser Funktion auf dem Intervall [0, 1], also

/01 flz)dz = /Ol 22 da (34)

berechnen.

Dazu erinnern wir uns, dass eine Stammfunktion von f durch

1
F:R—=R,z— F(z) = 513 (35)
gegeben ist, weil
d (1 1
P = 4 (L) g Lo 2
(z) T (330 3 3% x (36)
Einsetzen in den Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt dann sofort
1
1 1 1
2 — 3 3 _—
de=51°—-0°= . 37
/0 R S R S
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Bestimmte Integrale

Beispiele zum Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Wir betrachten die linear-affine Funktion
ffRoRz flz)=—a+1 (38)

und wollen das bestimmte Integral dieser Funktion auf dem Intervall [0, 2], also

2 2
/ f(z)dz:/ —x 4 ldx (39)
0 0
berechnen.
Dazu erinnern wir uns, dass eine Stammfunktion der affine-linearen Funktion mit @ = —1 und b = 1 durch
1
F:R—- Rz Flx :—51'2+x (40)
gegeben ist, weil
F'(m):i(flz2+z):72-112’1+1-z1’1:71+1 (41)
dx 2 2 :

Einsetzen in den Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt dann sofort

2
1 1
/ 7z+1dw:<7§22+2)7(7502+0>.:72+270:04 (42)
0
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Uneigentliche Integrale

Definition (Uneigentliche Integrale)

f: R — R sei eine univariate reellwertige Funktion. Mit den Definitionen

b b .00 b
/ f(xz)dz = lim / f(x)dz und / f(z)dz := lim / f(z)dx (43)
Les a——00 A b b—oo b
und der Additivitat von Integralen
) b oo
/ f(z)dx :/ f(x) d]?+/ flz)dx (44)
o oo b
wird der Begriff des bestimmten Integrals auf die unbeschrinkten Integrationsintervalle | — oo, b],
[a,00] und ] — 00, 00[ erweitert. Integrale mit unbeschrinkten Integrationsintervallen heiBen un-

eigentliche Integrale. Wenn die entsprechenden Grenzwerte existieren, sagt man, dass die un-
eigentlichen Integrale konvergieren.

Bemerkung

® Fiir die WDF f einer Zufallsvariable ist die Forderung ffzo f(z)dz =1 zentral.
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Uneigentliche Integrale

Beispiel (Uneigentliches Integral)

Wir betrachten das uneigentliche Integral jlm L% dx.

Nach den Festlegungen in der Definition uneigentlicher Integrale gilt

© 1 b 1
/ — dz = lim — dx. (45)
1 x b—oo Jy z?
Mit der Stammfunktion F(z) = —z~! von f(x) = 272 ergibt sich fiir das bestimmte Integral in
obiger Gleichung
b
1 1 1 1
e =F()—F(1)=—> — (=2} = 4 1. 46
| mar=re - Fa) = - (~f) =5 + (46)

Es ergibt sich also

> 1 b1 1 1
— dz = lim — dz = lim 75+l *711mb+11m170+1:1 (47)
1

2 b—oo Jy 2 b—oo b—oo

Mathematische Grundlagen | © 2025 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 27



Unbestimmte Integrale

Bestimmte Integrale

Uneigentliche Integrale

Mehrdimensionale Integrale

Selbstkontrollfragen

Mathematische Grundlagen | © 2025 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 28



Mehrdimensionale Integrale

Definition (Mehrdimensionale Integrale)

f:R™ — R sei eine multivariate reellwertige Funktion. Dann heiBen Integrale der Form

/ f(z)d.r:/bl /bn F(@y, o z,) doy... dz, (48)
ay an

lag,b1]xx[an,bp]

mehrdimensionale bestimmte Integrale auf Hyperrechtecken. Weiterhin heiBen Integrale der Form

/Rn f(z)dx = /:: [: flzq, ..y, day...dz, (49)

mehrdimensionale uneigentliche Integrale.

Bemerkungen

® Man kann multivariate reellwertige Funktion nicht nur auf Hyperrechtecken, sondern im Prinzip auf beliebigen
Hyperflachen integrieren. Dies kann sich jedoch oft schwierig gestalten. Der Satz von Fubini besagt, dass man

mehrdimensionale Integrale in beliebiger Koordinatenfolge auswerten kann, also dass zum Beispiel

b1 by by
/ < f(zlsIQ)d172> dx; :/
ay a

2 a2

b1
( f(zl:zi)dzl) dzy. (50)

al

® Fiir die WDF eines Zufallsvektors ist die Forderung fﬂ?n f(z)dz =1 zentral.
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Mehrdimensionale Integrale

Beispiel (Zweidimensionales Integral)
Wir betrachten das zweidimensionale bestimmte Integral der Funktion
fiR2 SR, (21, @) = flwy, @2) == 23 + 4y (51)

auf dem Rechteck [0,1] x [0,1]. In

1,1 1 1
/ / zf +4xy dry drg = / (/ zf +4xy Liz]> dxy (52)
(V] 0 0

betrachten wir zunachst das innere Integral. x5 nimmt hier die Rolle einer Konstanten ein. Eine Stammfunktion
von g(xq) :== z% +4dxy ist G(zq) = %T? + 4xoxq, wie man sich durch Ableiten von G iiberzeugt. Es ergibt sich
also fiir das innere Integral
e, 1, 1. 1
/ ] +4xgdry = G(1) - G(0) = 541 +4xg-1— 3 -0° —4zo 0= 3 + 4xo (53)
0

Betrachten des duBeren Integrals in Gleichung (52) ergibt dann mit der Stammfunktion H(xz5) = %zg + 2z% von
h(zy) = % + 4z, dass

-0+2-o2:g (54)

Lot by 1 1
/ /z%+4z2dxld12:/ = tdzgdzy =H(1)—H(O)= - -1+2-12 - 2
0 J0 0 3 3 3
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition des Begriffs der Stammfunktion wieder.

2. Geben Sie die Definition des Begriffs des unbestimmten Integrals wieder.

3. Erlautern Sie die intuitive Bedeutung des Begriff des Riemannschen Integrals.

4. Geben Sie den Ersten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wieder.

5. Geben Sie den Zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wieder.

6. Erlautern Sie den Begriff des uneigentlichen Integrals.

7. Erlautern Sie den Begriff des mehrdimensionalen Integrals.
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Selbstkontrollfragen - Lésungen

1. Siehe Definition (Stammfunktion, Unbestimmtes Integral).

2. Siehe Definition (Stammfunktion, Unbestimmtes Integral).

3. Das Riemannsche Integral entspricht der signierten dem Funktionsgraphen und der xz-Achse.

4. Siehe Theorem (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

5. Siehe Theorem (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

6. Bei uneigentlichen Integralen sind die obere oder untere oder beide Integralgrenzen Unendlich.

7. Mehrdimensionale Integrale sind Integrale multivariater Funktionen iiber Teilmengen ihrer Definitionsmenge.
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