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Uberblick

Testgutekriterium Reliabilitat

“Ein Test ist dann reliabel, wenn er das Merkmal, das er misst, exakt, d.h. ohne Messfehler misst. Vor dem Hintergrund
der Klassischen Testtheorie unterscheidet man die Retest-Reliabilitat, die Paralleltest-Reliabilitét, die Testhalbierungs-
Reliabilitit (Split-Half-Reliabilitdt) und die Innere Konsistenz eines Tests.”

Moosbrugger und Kelava (2012)

® Die Reliabilitat einer Testmessung als quadrierte Korrelation von Observed- und True-Score definiert.

® Anhand der Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen ergeben sich verschiedene Interpretationen.
® Die Interpretation nach Moosbrugger und Kelava (2012) findet sich auch.

® Messfehlerfreie Testmessungen sind allerdings sicherlich nur ein nicht zu erreichendes Ideal.

® Wir betrachten zunichst die Reliabilitdt von Testmessungen im Modell multipler Testmessungen.

® Allerdings ergibt sich dabei keine Méglichkeit, die Reliabilitdt von Testmessungen empirisch zu messen.

® Zentral ist dann die Definition der Paralleltestreliabilitit. Diese ist empirisch messbar.

® Bei der Retest-Reliabilitat handelt es sich um eine spezielle Paralleltestreliabilitat.

L]

Split-Half-Reliabilitdt und Innere Konsistenz betrachten wir in Einheit (6) Interne Konsistenz.
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Reliabilitat einer Testmessung

Definition (Reliabilitat einer Testmessung)

Gegeben sei das Modell multipler Testmessungen fiir eine beliebige Testmessung j mit 1 < j < m,
. n
P(T14> V150 Tjs Ung) = | [ P(rij» vig) = [ [ Pwiglrss)Prs5) (1)
i=1 i=1
wobei nach Definition des Modells gilt, dass
P(r15, v15) = - = P(Tj5 Upj)- )
Die Reliabilitit der Testmessung j ist dann definiert als

R; = p(vyj, T,,:j)Q fiir ein beliebiges 1 < ¢ < n. 3)

Bemerkungen

® Vor dem Hintergrund des einfachen Modells der Klassischen Testtheorie schreibt man auch R = p(v, ‘r)2
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Reliabilitat einer Testmessung

Bemerkungen (fortgesetzt)

Per Definition ist die Reliabilitit eine Testmessung die quadrierte Korrelation von Observed- und True-Score.

Mit —1 < p(v;;, 7;5) < 1 folgt direkt, dass 0 < R; < 1.

® Rj =0 impliziert p(v,‘d? Tij) = 0, also die linear-affine Unabhingigkeit von Observed-Score und True-Score.
® R; =0 impliziert also, dass der Observed-Score hinsichtlich des True- Scores nicht aussagekraftig ist

® R; =1 impliziert p(v;;, 7;;) = £1, also die linear-affine Abhéngigkeit von Observed-Score und True-Score.

® Rj =1 impliziert also, dass der Observed-Score hinsichtlich des True-Scores aussagekriftig ist.

Weil True-Scores nur indirekt beobachtbar sind, wird eine alternative Form zu Reliabilititsschitzung genutzt.
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Reliabilitat einer Testmessung

Theorem (Eigenschaften der Reliabilitit einer Testmessung)

Gegeben sei das Modell multipler Testmessungen fiir eine beliebige Testmessung j mit 1 < j < m,

P(vg|7i5)P(Ti5)- (4)

s

Il
-

P(T15> Vng--+s Tnjs Unj)

Dann gelten fiir die Reliabilat Rj der Testmessung j, dass

V(755)
1) R; = g5
@) R; V(vij)
V(e )
(@ Rj=1- o
Beweis

(1) Mit Aussage (5) des Theorems zu den Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen gilt

. 2 P
R = plos;mi)? = C(vyj, Tij) _ C(“ijaﬂ])z _ V(sz)2 _ V(T’ij)‘ )
J g S(v;5)8(7i5) V(vij)V(Ti5) V(v )V(Ti)  VY(vg)
(2) Mit Aussage (4) des Theorems zu den Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen gilt dann weiter
R, — V(rig) _ V(vij) = V(i) _ V(vy)  Viey) 1 V(eiz) ©)
7 V(vgy) V(vij) V(vi;)  V(vgj) V(viy)
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Reliabilitat einer Testmessung

Bemerkungen

® Da 7;; und €;; nicht direkt beobachtbar sind, sind (1) und (2) nur von theoretischem Interesse.

® Die Reliabilitdt einer Testmessung ist der Anteil von True-Score Varianz an Observed-Score Varianz,

o V) V(7i;)
Ri= V) = Vi) +Ve) @

® Ist V(7;;) =0, so ist auch R; =0, ist V(g;;) =0 so ist R; = 1.

. Rj > 0 impliziert also True-Score Varianz.

® Die Reliabilitat einer Testmessung ist 1 minus dem Anteil von Error-Score Varianz an Observed-Score Varianz.
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Paralleltestreliabilitat

Definition (Reliabilitat einer Paralleltestmessung)
Gegeben sei das Modell paralleler Testmessungen fiir eine beliebige Testmessung j mit 1 < j < m,

n n
P(T1, U151 Tns Vnj) = || P(1,v55) = [] P(r)P(vgjlm;) (8)
i=1 =1

wobei nach Definition des Modells gilt, dass
P(7y,v15) = -+ = P(7y, Upj). (9)
Die Reliabilitit der Paralleltestmessung j ist dann definiert als

R; = P('Uijs 7'1‘)2 fiir ein beliebiges 1 < i < n. (10)

Bemerkungen

® Vor dem Hintergrund des einfachen Modells der Klassischen Testtheorie schreibt man auch hier R = p(v, 7)2
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Paralleltestreliabilitat

Theorem (Paralleltestreliabilitat)

Gegeben sei das Modell der paralleler Testmessungen

n n
P(T1, U1jes Tns Vpg) = [ P(r5,v55) = [] P(7)P(wsjlmi) (11)
i=1 i=1
Dann gelten
V(7;) n 5
(1) Ry W(UTZJ-)) firalle 1 < j<m.
Vieg) . .
(2 Rj=1- V(UZ_) firalle 1 <j<m.

(3) Rj = p(vij,vig) =Ry, fiiralle 1 < j, k <m.

Bemerkungen

Aussagen (1) und (2) sind analog zum Theorem der Reliabilitat multipler Testmessungen.

Aussage (3) des Theorems begriindet die Paralleltest- und Retestreliabilitatsschatzung.

Man sagt dazu vereinfachend, dass “die Korrelation paralleler Testmessungen gleich ihrer Reliabilitat ist”.

Zur Messung der Reliabilitdt nutzt man eine Schitzung der Korrelation zweier paralleler Testmessungen.

Die Klassische Testtheorie begriindet dieses Vorgehen vor der Annahme von von True- und Error-Scores.
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Paralleltestreliabilitat

Beweis

(1) Mit Aussage (5) des Theorems zu den Eigenschaften des Modells paralleler Testmessungen gilt

C(vij, ;) QZC(U,;]-,T{P V(r;)? V() 12)
) V(vij)V(rs) — V(v)V(m) — V(v )"

. or)2 = = = v

(2) Mit Aussage (4) des Theorems zu den Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen gilt dann weiter

R V) _ V(vij) =Vleyy) _ Vlvig)  Vieij) _ 1_ V(eij) (13)
J V(viz) V(v;5) V(vi;)  V(vij) V(vj)
(3) Mit Aussagen (2) und (5) des Theorems zu Eigenschaften des Modells paralleler Testmessungen gilt dann weiter
) Clvg;, v Clvyi, vin)
Rj _ J(ﬂ) _ (Uzj Vik) _ (Uu Vik) _ P(Wjﬂ'”ik) (14)
Wig) Ny Vwy)  V(wi) Vo)
und dass ebenso c ) c
V(7 U; Uik
_ () (vig, i ig i) )

Ry = = = -
P Vloa) T ViV o) V(i) vV o)
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Paralleltestreliabilitat

Beispiel

Wir betrachten den Fall zweier Testmessungen j = 1,2 im Modell paralleler Testmessungen. Fir alle ¢ = 1,...,n
seien in WDF Form, wobei wir der notationellen Einfachheit halber auf das ¢ Subskript verzichten wollen,

p(t) = N(t;0,0%) und p(y;[t) == N(yy;t,02) und p(yslt) = N(yz; t, 02)

(16)

Fiir Person 7 gibt es also nur eine True-Score Zufallsvariable fiir alle Testmessungen und die Propensititsverteilungen

unterscheiden sich zwischen Testmessungen nicht.

Dann gilt zunichst mit dem Theorem zu gemeinsamen Normalverteilungen mit A :=1 und b:=0

02
p(t)p(y1lt) =p(t,y;) =N ((;1> ; (Z:) , (é

und weiterhin mit A := (1 0) und b:=0
t My (T;Z.
Pt y)p(y2lt) = Pty v2) = N | fon || pr || 0F
Y2 Hr o2

Testtheorie und Testkonstruktion | © 2024 Dirk Ostwald CC BY 4.0 | Folie 15

2
or
17
o2 ag> ) )
o2 o2
o2 + o2 o2 (18)
0% 0% + az



Paralleltestreliabilitat

Beispiel (fortgefiihrt)

Damit gilt dann durch Ablesen am Kovarianzmatrixparameter von p(¢,y1, ys), dass

plvg,vg) = ——o2LV2) o -2 (19)
) = = = —
V) VVY(v) o2 +o2\/oZ+o2 oi+a2
Insbesondere gilt also auch fiir j = 1,2
2 52
Cv;,7) C(v;,7)? o2 o2
Rj = p(vj,7)? = 5 =y = 2( T)Q 3= o3n gz = Pl ve). (20)
S(v;)S(7) V(w)V(r) (024 02)02 o2+ 02
Gilt also beispielsweise o2 := 1.0 und o2 := 0.2, so ergibt sich fiir die Paralleltestreliabilitat
2 1.0 .
Rj = p(v;,7)* = p(vy,v3) = 10502 "~ 0.83. (21)
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Paralleltestreliabilitat

Definition (Paralleltestreliabilitadtsschatzer)

Gegeben sei das Modell paralleler Testmessungen fiir n Personen und zwei Testmessungen j =1, 2,
n
P(T1, V11, V125 -+ Tns V15 Vn2) = | | P(7)P (01| 7)P(vsal ;) (22)
t=1
Dann wird der mit den Stichprobenmitteln

1 & 1 &
Ty = — ;u“ und vy = . i:Zlviz (23)
definierte Stichprobenkorrelationskoeffizient
it Ty (vin — 1) (vig — Ba)
\/ﬁ Yo g (g — U1)2\/ﬁ S (Vg — Bg)?

Paralleltestreliabilitatsschatzer genannt.

(24)

Goks

Bemerkungen

® R bietet mit der cor() Funktion eine Méglichkeit, Stichprobenkorrelationskoeffizienten zu berechnen.
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Paralleltestreliabilitat

Simulationsbeispiel

p(t;) = N(t;;0,02) und p(y;;lt;) = N(y;jit;, 02) fiir j=1,2 mit 02 := 1.0 und 02 := 0.2 fiir i = 1, ..., 30.

n = 30
m =2
sigsqr_tau = 1
sigsqr_eps = .2
R_12 = sigsqr_tau/(sigsqr_tau+sigsqr_eps)
T = matrix(rep(NaN, n) , nrow = n)
Y = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n)
E = matrix(rep(NaN, n#m), nrow = n)
for(i in 1:n){

T[i]l = rnorm(1,1,sqgrt(sigsqr_tau))

for(j in 1:m){

Y[i,j] = rnorm(1,T[il,sqrt(sigsqr_eps))

E[i,j1 = Y[i,j] - T}
r_12 = cor(Y[,1],Y[,2])

Paralleltestreliabilitét R_12
Paralleltestrelibabilitdtsschétzer r_12 :

0.8333
0.9105

Personenanzahl
Testmessungsanzahl
True-Score Varianz
Observed-Score-Varianz
Paralletestreliabilitéat
True-Score Array
Observed-Score Array
Error-Score Array
Personeniterationen
True-Score Realisierung fiir j = 1,2
Testmessungsiterationen
Observed-Score Realisierung f
Error-Score Realisierung

Paralleltestreliabilitatsschéatzer
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Paralleltestreliabilitat

Theorem (Fishertransformation des Paralleltestreliabilitatsschatzers)

Gegeben sei das Modell paralleler Testmessungen fiir n Personen mit Paralleltestreliabilitat Rj. Fiir zwei
Testmessungen j = 1,2 sei 715 der Paralleltestreliabilitatsschatzer. Dann gilt, dass

- 1 1+719
o= = ] 2 25
Fiz=51n (1 = (25)
asymptotisch normalverteilt ist nach
F12 ¢ N (Rj, (n—3)71) (26)

Bemerkungen
® Die Transformation eines Stichprobenkorrelationskoeffizienten anhand von

B 1 1+r
; §1n<lir) @7

wird nach Fisher (1925) als Fisher-Transformation bezeichnet.
® Fiir eine ausfiihrliche Darstellung, sieche Johnson, Kotz, und Balakrishnan (1994) Kapitel 32.

® Die approximative Verteilung von 715 kann als Grundlage fiir Konfidenzintervalle dienen.
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Paralleltestreliabilitat

Simulationsbeispiel

p(t;) = N(t;;0,02) und p(y;;lt;)

nsim = led

n =30

m =9

sigsqr_tau =1

sigsqr_eps = 2

R_12 = sigsqr_tau/(sigsqr_tautsigsqr_eps)

tilde_r_12 = rep(Nal, nsim)

for(s in l:nsim){
T = matrix(rep(NaN, n) , nrow = n)
Y = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n)
E = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n)
for(i in 1:n){

T[i] = rnorm(1,1,sqrt(sigsqr_tau))

for(j in 1:m){

Y[i,j] = rnorm(1,T[i],sqrt(sigsqr_eps))
E[i,j] = Y[i,j] - TLil}}

r_12 = cor(Y[,11,Y[,2])

tilde_r_12[s] = 1/2+%log((1+r_12)/(1-r_12))

L T T

= N(y;jst;,02) fir j=1,2 mit 02 := 1.0 und 02 := 0.2 firr i = 1, ..., 30.

Realisierungsanzahl

Personenanzahl

Testmessungsanzahl

True-Score Varianz
Observed-Score-Varianz
Paralletestreliabilitéat

Fisher Transformation von r_12 Array
Simulationsiterationen

True-Score Array

Observed-Score Array

Error-Score Array
Personeniterationen

True-Score Realisierung fiir j = 1,2
Testmessungsiterationen
Observed-Score Realisierung f
Error-Score Realisierung
Paralleltestreliabilitétsschatzer

Fisher Transformation von r_12
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Paralleltestreliabilitat

Simulationsbeispiel

plt;) = N(t;;0,02) und p(y;;lt;) = N(y;jit;, 02) fir j=1,2 mit 02 := 1.0 und 02 := 0.2 fiir i = 1, ..., 30.

Approximation der Fishertransformationsverteilung
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition der Reliabilitat einer Testmessung wieder.

2. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften der Reliabiltat einer Testmessung wieder.
3. Geben Sie die Definition der Reliabilitit einer Paralleltestmessung wieder.

4. Geben Sie das Theorem zur Paralleltestreliabilitidt wieder.

5. Geben Sie die Definition des Paralleltestreliabilitsschatzers wieder.
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