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Lokale Unkorreliertheit

Bisher haben wir mit
E(e|r=t)=0, E(e)=0, C(r,e)=0, V(v)=V(r)+V(e)und C(v,7)=V(1) (1)
eine Reihe von Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen kennengelernt, die (im Sinne des einfachen

Modells multipler Testmessungen) fiir die True-, Observed-, und Error-Scores 7,v und € einer (und damit jeder)

Person 4 und einer Testmessung j gelten.

Im Folgenden beschaftigen wir uns mit Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen, die fir die True-,
Observed-, und Error-Scores TjVjs € und Tk, v, e einer (und damit jeder) Person ¢ hinsichtlich zweier

Testmessungen j und k gelten.

Wir fassen diese Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen im Theorem zur Lokalen Unkorreliertheit des

Modells multipler Testmessungen zusammen.
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Lokale Unkorreliertheit

Theorem (Lokale Unkorreliertheit)

Gegeben sei das Modell multipler Testmessungen. Dann gelten fiir alle Personen ¢ = 1, ..., n und alle Testmessungen
jund kEmit 1 < 3,k <m und j# k, dass

(1 C(Uz]avzk‘ﬂj tij, Tik = tix) =0,

2) C(eij eiklmij = tij, Tik = tix) =0,

)

®

(3) Clesjream) =0,

(4) C(T”, %) =0 und
)

(5) C(vij, vig) = C(Tij, Tik)-
Bemerkungen

® Aussage (1) bezieht sich auf die bedingte gemeinsame Verteilung von v;; und vjp.
® Aussage (2) bezieht sich auf die bedingte gemeinsame Verteilung von €;; und ;.
® Aussagen (3) bis (5) beziehen sich auf die jeweiligen Marginalverteilungen.

® Im Sinne des einfachen Modells der Klassischen Testtheorie werden obige Eigenschaften oft auch als
Cloj,vglmj =ty 7 =tg) =0, Clej,eg|my =1, 7 =1p) =0, &)
Clej,er) =0, C(rj,e) =0, C(vj,vg) =C(1j,7%) (3)

geschrieben.
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Lokale Unkorreliertheit

Beweis
Zur Vereinfachung der Notation verzichten wir in den Beweisen auf das i Subskript. Wir betrachten weiterhin nur
den diskreten Fall und setzen die Existenz der marginalen Wahrscheinlichkeitsmassefunktion

P(tj, Y, te, Yk) = Pty te)p(y;lt;)p(yklts) (4)
und folglich auch der bedingten Wahrscheinlichkeitsmassefunktion

Pty Yyt uk) Py te)p(yslt)p(yklte)
P(Yj, Yklts, te) = = = p(y;lt;)p(yklty 5
(Y Yrlts, tr) Pt 1) Pty 1) (yjlt;)p(yelty) (5)

voraus. Der kontinuierliche Fall folgt dann wieder analog.
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Lokale Unkorreliertheit

Beweis (fortgefiihrt)
(1) Es gilt

Clojyvplry =ty me=t) = Y D (v —E(v;lmy = ;) (yr — E(uglmi = t)p(y;lt;)p(yrltr)
V<Y Uk

= Z (yj —tj)ply;lt;) Z (g — te)P(yrlti)

yj€Y; YL€YL
= > (yj*tj)P(yj‘t])( > weplyrlte) =t > p(yk\tk))
yj€Y; yLEYk YyLEY ) (6)
= Y (yj—t)ply;lt;) (b —ty, - 1)
yj€Y;
= Y (y;—tjply;lt;) - 0
Y€y
=0.
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Lokale Unkorreliertheit

Beweis (fortgefiihrt)
(2) Wir bestimmen zunéchst E(e ey |T; = t;, Tj, = t},). Es gilt

E(ejeg|my = t, T = tp) = E((vj — 75) (v — Tp) |75 = tj, Tk = tg)

= > > (wj— )k — te)ply;lt))p(yklte)
Y€y yr<y

= Y (i —tpplylt;) D (v — te)p(yklty)

yj€Y; YK€k
=> (yrtﬁp(yj\tj)( > ukp(uklte) —te Y p(yk\tk)) @
yj€Y; YLREY L Y€ L
= Y (yj—tply;lt;) (tp —ty - 1)
yj€Y;
= > (yj—t;)ply;lt;) - 0
ij("/]
=0

Mit dem Verschiebungssatz der bedingten Kovarianz und Aussage (1) des Theorems zu den Ersten Eigenschaften

des Modells multipler Messungen folgt dann

Clej,eplmy =t5, 71 = tg,) = Elejeglmy = t;, 7 = tg) —E(gj|m; = t;)E(eg|mp =) =0-0-0=0. (8)
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Lokale Unkorreliertheit

Beweis (fortgefiihrt)
(3) Wir bestimmen zunachst E(e jey,). Mit dem Beweis von Aussage (2) ergibt sich

E(ejer) = E((vj — 75)(vg — 1))

=3 > S Y -tk — tp(y;lt)p(uklt)p(t ty)
tjeﬂ’]- tR €T, yje}jj Y€k

= > > (W — Byl =)k — E(uilm = te))p(y;lt;)p(ylte)p(t;, )

tiET €T kY€ YR

= Z Z [E((v]-f‘rj)(kanﬂ)\rj =1t;,7; :t]’)P(tjvtk> (9)
1;ET jt)eT ),

=2 2 Elegerlmy =timi =) plty te)
€T jUeET ),

= > > 0-pttk)

€T tETy,
=0

Mit dem Kovarianzverschiebungssatz und Aussage (2) des Theorems zu den Ersten Eigenschaften des Modells
multipler Testmessungen ergibt sich dann

C(ej,er) = E(ejeg) — E(g;)E(ep) =0—-0-0=0. (10)
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Lokale Unkorreliertheit

Beweis (fortgefiihrt)

(4) Mit dem Kovarianzverschiebungssatz und Aussage (2) des Theorems zu den Ersten Eigenschaften des Modells
multipler Testmessungen gilt

Clrj,ex) = E(mjep) — E(m))E(ey,)
= E(rjep,) —E(7) - 0
= E(7; (v, — 7))

Stk — ti)plurlti)p(ts, tr)
t5E€7 j th €Tk yp €Yy

= D tp > pltit) D (e —tr)p(yklts)

LjEfT] LpET Y, Yp€YL
(11)
=3t > pit) | > wep(uelte) =tk Y p(uklts)
tiET;  tRET YLEY L yp€Yg

=Dt D pltte) (b=t 1)

€T T tETy,

Z tj Z p(tjtr) -0

€T tETy,

=0.
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Lokale Unkorreliertheit

Beweis (fortgefiihrt)

(5) Wir halten zunachst fest, dass mit Aussage (4) durch Vertauschen der Indizes und der Symmetrie der Kovarianz

auch
C(7g,e5) =Clej, 1) =0 (12)
gilt. Mit dem Theorem zu den Eigenschaften der Kovarianz aus Einheit (2) Theoretische Grundlagen und Aussage
(3) gilt dann
Cvj,vg) = C(1j + e, 7 + )
= C(7j, ) + C(7j,ex) + C(ej, 7) + Clej, 1) (13)
=C(rj,7x) +0+0+0

:C(Tj,rk.).
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Lokale Unkorreliertheit

Beispiel
Wir betrachten den Fall zweier Testmessungen j = 1,2 im Modell multipler Testmessungen.

Firi=1,...,n seien
7i1)P(7i1) (14)

P(7i1, Tig) = P(7ia
mit
P(ri1) == N(1,1) und P(7;a|71) == N(m;1 + 1,1) (15)

Die Verteilung des True-Score von Person 7 in Testmessung j = 2 hidngt also explizit von der Verteilung des True-

Scores von Person ¢ in Testmessung j = 1 ab.

Weiterhin seien
P(vi1]min) = N(7i1, 1) und P(vs2|7i2) = N(7i2,2) (16)

Die Propensitatsverteilungen von Person % in Testmessung j = 1 unterscheide sich also von der von Person i in

Testmessung j = 2.
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Lokale Unkorreliertheit

Beispiel

leb

2

1

matrix(rep(NaN, n*m), nrow
matrix(rep(NaN, n#m), nrow

matrix(rep(NaN, n*m), nrow

for(i in 1:m){

T[i,1]
Y[i,1]
E[i,1]
T[i,2]
Y[i,2]
E[i,2]
c_hat_el_e2
c_hat_t1_e2
c_hat_ol_o2
c_hat_t1_t2

rnorm(1,1,1)
rnorm(1,T[i,1],1)
Y[i,1] - T[4,1]
rnorm(1,T[i,1] + 1,.5)
rnorm(1,T[i,2],.5)
Y[i,2] - T[i,2]1}
cov(E[,1],E[,2])
cov(T[,11,E[,2])
cov(Y[,11,Y[,2])
cov(T[,1],T[,21)

n)
n)

n)

I R N T I

Personenanzahl

Testmessungsanzahl

True-Score Erwartungswertparameter
True-Score Array

Observed-Score Array

Error-Score Array

Iteration iiber Personen

True-Score Realisierung fiir j =1
Observed-Score Realisierung fir j = 1
Error-Score Realisierung  fir j = 1
True-Score Realisierung fiir j = 2
Observed-Score Realisierung fir j = 2
Error-Score Realisierung  fir j = 2

Kovarianzschdtzung Error-Score 1, Error-Score 2
Kovarianzschdtzung True-Score 1, Error-Score 2
Kovarianzschdtzung Observed-Score 1, Observed-Score 2

Kovarianzschétzung True-Score 1, True-Score 2
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Erste Modelleigenschaften

Beispiel

isierungen

n = 500 Real
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Lokale Unkorreliertheit

Beispiel

n =104 Realisierungen

20

1.0 H e [

0.0 — e [ ]
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Lokale Unkorreliertheit

Parallelitat
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Parallelitat

Bisher haben wir im Modell der multiplen Testmessungen keine Aussage zu den Verhiltnissen der True-Scores iiber
verschiedene Testmessungen hinweg gemacht. Wir haben einerseits angenommen, dass fir die Marginalverteilung
der Testmessungen bei einer Person ¢ keine Unabhangigkeit gelten muss, dass also im Allgemeinen gilt, dass fiir

i=1,...,n
m

i) # [ P(7i) (17
j=1

P(7i1, -

Andererseits haben wir die Form moglicher Abhangigkeiten zwischen den True-Scores 71, ..., T;;, bislang nicht

genauer spezifiziert.

Die Klassische Testtheorie betrachtet in dieser Hinsicht einige Spezialfille, die sich im Allgemeinen durch funktionale

Abhéngigkeiten zwischen 7;1 und 759, ..., T, der Form
Ty = f(ryp) fir f:R—>Rund j=2,...,m. (18)

auszeichnen. Wir betrachten im Folgenden den Fall, dass f := idg, dass also insbesondere fiir Realisierungen t;; von
7ij gilt, dass

tij =idg (t1) = t;1 firj=2,...,m, (19)

dass also die Werte der True-Scores einer Person iiber Testmessungen identisch sind. Die Klassische Testtheorie
bezeichnet solche Testmessungen als parallele Testmessungen. Eine weitere Form der funktionalen Abhingigkeit, die
wir hier nicht weiter vertiefen wollen, ist der Fall, dass es sich bei f um eine linear-affine Funktion handelt, dass also

7y = f(1i1) = a7 +bfira,b€Rund j=2,...,m. (20)

Die Klassische Testtheorie bezeichnet solche Testmessungen als wesentlich T-dquivalente Testmessungen.
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Parallelitat

Definition (Modell paralleler Testmessungen)

Firi=1,...,nund j=1,...,m sei
® 7, eine Zufallsvariable, die den True-Score der iten Person in jeder Testmessung j = 1, ..., m modelliere,
® v;; eine Zufallsvariable, die den Observed-Score der iten Person in der jten Testmessung modelliere,

T; die Zufallsvariable, die den Error-Score der iten Person in der jten Testmessung modelliere.

Dann heiBt die gemeinsame Verteilung der 7; und v mit den Faktorisierungseigenschaften

m
P(vj
1

i) (21)

n
P (71, V115 -+ Vlm» s Ty Vnls -+ Unn) = | | P(73)
i=1 J

das Modell paralleler Testmessungen, wenn gilt, dass

(1) P(ry) = =P(ry,),
2) I}’(Ulj|rl) == [P(Unj\‘rn) firallel <j<m,
(3) E(vgjlmi =t;) =E(vgglmi =¢;) ==t; firalle 1<i<n,1<j,k<n,

(4) V(vgzlmy =t;) =V(vgg|m =t;) firalle 1 <i<n,1<j,k<n.
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Parallelitat

Bemerkungen

® Generative Sichtweise des Modells multipler paralleler Testmessungen

(1) Fiir Person % und Testmessungen j = 1, ..., m wird zunachst ein True-Score t; von P(7;) realisiert.

(2) Fiir Person 4 und Testmessung j wird dann ein Observed-Score y;; anhand von P(v;;|7; = t;) realisiert.
® Die Werte des True-Scores einer Person werden iiber Testmessungen als identisch angenommen.

® Die Observed-Score Varianz einer Person zwischen Messungen geht allein auf die Propensitatsverteilung zuriick.

® Bei einer Testmessung hat das Modell paralleler Testmessungen die gleiche Form wie das Modell multipler

Testmessungen. Das Theorem zu Ersten Eigenschaften des Modells multipler Testmessungen gilt also analog.
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Parallelitat

Theorem (Eigenschaften des Modells paralleler Testmessungen)

Gegeben sei das Modell paralleler Testmessungen. Dann gelten fiir alle i = 1,...,n und alle j,k mit 1 < j,k <m
und j # k, dass

(1) E(vgz) = E(vgg)

(2) V(vij) = V(vix)

(3) Clegjr8) =0

(4) C(ri,e6) =0

(5) C(vyj, vig) = V()

Bemerkungen
® 1 besagt, dass bei Paralleltestmessungen alle Erwartungswerte der Observed Scores identisch sind.
® 2 besagt, dass bei Paralleltestmessungen alle Varianzen der Observed Scores identisch sind.
® 3 und 4 sind analog zu den lokalen Unkorreliertheitseigenschaften des Modells multipler Testmessungen.
® 5 besagt insbesondere, dass C(v;;,v;) fiir beliebe j und k identisch zu V(7;) sind. Mit 2 sind im Modell
paralleler Testmessungen also alle paarweisen Korrelationen verschiedener Testmessungen identisch.
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Parallelitat

Beweis

Zum Beweis setzen zur Vereinfachung der Notation zunéchst

vj

= Vi Uk 1= Ok T Tis Y i Yigs Y = Yiks t = 6, Y5 =Yg Y = G und T =T (22)

fir alle ¢ = 1,...,n. Wir betrachten weiterhin (nur) den diskreten Fall, setzen also die Existenz einer

Wahrscheinlichkeitsmassefunktion p, ,, der Form
p(t,yj, k) = p(y;1t)p(yg|t)p(t) (23)
voraus. Der kontinuierliche Fall folgt dann analog.

(1) Mit der Gleichheit der bedingten Erwartungswerte im Falle paralleler Testmessungen gilt

=>" > ypy;lt)p(t) = Z Evjlr=tp(t) =Y > yep(yiltp E(v)-

teT yj€Y; LET yp ey,

(2) Mit der Darstellung der Varianz aus Einheit (2) Theoretische Grundlagen, ergibt sich

V(v;) =V (E(vj|7)) +E (V(vjl7)) = V (E(vg] 7)) + E (V(0g] 7)) = V(vp).
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Parallelitat

Beweis (fortgefiihrt)

(3) Wir bestimmen zunéchst E(e e, ). Mit Aussage (2) des Theorems zu Ersten Eigenschaften des Modells multipler

Testmessungen gilt

E(ejeg) = E((v; — 7)(vg — 7))
=33 Y (i — )k — p®)p(y;t)p(yklt)

teT y;€¥j ypely

=3 p) Y > (= Olyk — Oply;[0p(yklt)

teT Y€y ypely
=3 pt) Y (i —tplylt) D (e —p(yklt)
teT yj€Y; Y€y
(24)
=>"pW) | Y wpylt—t > ply;lt) ( > weplyrlt)—t Y p(’yk\t))
teT y;j€Y; yj€Y; YK€k YREY)
=D p#)(t—t)(t—1t)
teT
=>"p(t)-0-0
teT
=0.
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Parallelitat

Beweis (fortgefiihrt)

Mit dem Kovarianzverschiebungssatz und wiederrum mit Aussage (2) des Theorems zu Ersten Eigenschaften des

Modells multipler Testmessungen folgt dann

Clej,ex) = E(gjer) —E(g;)E(e) =0—-0-0=0 (25)

(4) Mit dem Kovarianzverschiebungssatz und Aussage (2) des Theorems zu Ersten Eigenschaften des Modells

multipler Testmessungen gilt
C(r, &) = E(reg) — E(7)E(e)
=E(rey) —E(7)-0
= E(r(vp — 7))
=3 " e —)p)p(yklt)

teT YY),
=>"tp(t) > (uk — p(yglt)

teT Y€ L

:th(t)( > wkp(ult) =t Y p(yk\t))

teT YLEY L YREY )

(26)

=Y () (t—1t)

teT

=> tp(t)-0

teT
=0.
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Parallelitat

Beweis (fortgefiihrt)

(5) Wir halten zunichst fest, dass mit Aussage (2) des Theorems neben C(7, &) = 0 durch Austausch des Index
und der Symmetrie der Kovarianz auch
C(r,e5) =C(ej,7) =0 (27)

gilt. Mit dem Theorem zu den Eigenschaften der Kovarianz aus Einheit (2) Theoretische Grundlagen und Aussage
(1) des Theorems gilt dann
Clvj,vg) =C(T+ €5, T +ep)
=C(r,7) +C(7,e1) + C(gj, 7) + Clej, e)
=C(r,7)+0+0+0 (28)
=C(r,7)
= V().
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Parallelitat

Beispiel
Wir betrachten den Fall zweier Testmessungen j = 1,2 im Modell paralleler Testmessungen. Fiir i = 1, ..., n seien

P(r, P(viz|T;)

N(r,1) (29)

= N(1,1) und P(v;q|7;

Fiir Person 7 gibt es also nur eine True-Score Zufallsvariable fiir alle Testmessungen und die Propensititsverteilungen

unterscheiden sich zwischen Testmessungen nicht.

n = leb # Personenanzahl
m =2 # Testmessungsanzahl
T = matrix(rep(NaN, n) , nrow = n) # True-Score Array
Y = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n) # Observed-Score Array
E = matrix(rep(NaN, n*m), nrow = n) # Error-Score Array
for(i in 1:m){ # Personeniterationen
T[i] = rnorm(1,1,1) # True-Score Realisierung fiir j = 1,2
for(j in 1:m){ # Testmessungsiterationen
Y[i,jl = rnorm(1,T[il,1) # Observed-Score Realisierung f
E[i,j] = Y[i,j] - TLE1} # Error-Score Realisierung
e_hat_ol_o02 = apply(Y, 2, mean) # Erwartungswertschitzung Obser e 1, Obser e 2
v_hat_ol_o2 = apply(Y, 2, var) # Varianzzschatzung Observed-Score 1, Observed-Score 2
c_hat_el_e2 = cov(E[,1],E[,2]) # Kovarianzzschatzung Error-Score 1, Error-Score 2
c_hat_t_e2 = cov(T LEL,21) # Kovarianzzschatzung True-Score 1, Error-Score 2
c_hat_ol_o2 = cov(Y[,1],Y[,2]) # Kovarianzzschatzung Observed-Score 1, Observed-Score 2
v_hat_t = var(T) # Varianzschdtzung True-Score
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Parallelitat

Beispiel

T T T T T T T T
Bo)  Bo) Vo) V) Clened) Clum) Clonv) V(D)
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Lokale Unkorreliertheit

Parallelitat

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie das Theorem zur Lokalen Unkorreliertheit wieder.

2. Geben Sie die Definition des Modells paralleler Testmessungen wieder.

3. Geben Sie das Theorem zu den Eigenschaften des Modells paralleler Testmessungen wieder.
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