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Vorwort

Das Allgemeine Lineare Modell ist ein integrativer Zugang zu einer Reihe typischer infe-
renzstatistischer Verfahren wie einfacher und multipler linearer Regression, T-Tests, Vari-
anzanalysen und Kovarianzanalysen. Die vorliegenden Aufzeichnungen bilden das Skript
zur Vorlesung B.1 Inferenzstatistik - Das Allgemeine Lineare Modell am Institut fiir Psy-
chologie der Otto-von-Guericke Universitdt Magdeburg im Sommersemester 2023.



1 Regression

Fundamentales Ziel von Regressionsanalysen ist es, Beziehungen zwischen unabhangigen
und abhéngigen Variablen zu modellieren. Ein zentrales Thema dabei ist die Anpassung
von Funktionen an beobachtete Datensétze. Mit dem Begriff der Ausgleichsgerade im Rah-
men der Methode der kleinsten Quadrate und dem Begriff der einfachen linearen Regression
wollen wir uns in diesem Abschnitt diesen zentralen Themen der probabilistischen Daten-
modellierung schrittweise ndhern. Dabei unterscheiden sich die Konzepte von Ausgleichsge-
rade und einfacher lineare Regression in einem zentralem Aspekt: bei der Ausgleichsgerade
werden unabhéngige und abhéngige Variable nicht als Zufallsvariablen modelliert, im Rah-
men der einfachen linearen Regression nimmt die abhéngige Variable dann die Form einer
Zufallsvariablen an. Im Kontext der Korrelation schliefllich werden sowohl abhéngige als
auch unabhéngige Variable als Zufallsvariablen modelliert.

Um die Konzepte dieses Abschnittes zu verdeutlichen, betrachten wir einen Beispielda-
tensatz in dem die Anzahl an Psychotherapiestunden als unabhéngige Variable x der
Symptomreduktion einer Gruppe von n = 20 Patient:innen als abhéngige Variable y ge-
geniiber gestellt wird (Abbildung 1.1 ). Die visuelle Inspektion dieses Datensatzes legt
nahe, dass ein Mehr an Therapiestunden ein Mehr an Symptomreduktion impliziert. Ziel
der Methode der kleinsten Quadrate und der einfachen linearen Regression ist es, diesen
intuitiven funktionalen Zusammenhang zwischen unabhéngiger und abhéngiger Variable
auf eine quantitative Basis zu stellen.
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Abbildung 1.1 Beispieldatensatz



Methode der kleinsten Quadrate 7

1.1 Methode der kleinsten Quadrate

Wir definieren zunéchst den Begriff der Ausgleichsgerade.

Definition 1.1 (Ausgleichsgerade). Fiir 8 := (8, ;)7 € R? heiit die linear-affine Funk-
tion
fiir die fiir einen Datensatz {(x,v;), ..., (x,,,v,)} C R? die Funktion

n n

q:R*— [Rzmﬁ = q(B) = (y; — fﬁ($i>)2 = Z(yz — (By + /lei)>2 (1.2)

i=1 i=1

der quadrierten vertikalen Abweichungen der y; von den Funktionswerten fz(z;) ihr Mi-
nimum annimt, Ausgleichsgerade fir den Datensatz {(z1,y;), ., (,,,Y,)}-

Bei der Ausgleichsgerade handelt es sich also um eine linear-affine Funktion der Form

fa: R=>Rxr fg(x) := By + B2 (1.3)

Abbildung 1.2 zeigt drei durch jeweils andere Werte von [, und 3, parameterisierte linear-
affine Funktionen zusammen mit der Wertemenge des Beispieldatensatzes.

Wie bei allen linear-affinen Funktionen entspricht bei f; der Wert von 3, dem Wert, den
[ fiir = 0 annimmt,

f,8<0> :50+ﬂ1 'O:ﬂo (1~4)

und damit graphisch dem Schnittpunkt des Funktionsgraphen mit der y-Achse. Da fj,
damit dem Versatz (engl. offset) des Funktionsgraphen von y = 0 an der Stelle x = 0
entspricht, nennt man [, auch héufig den Offsetparameter. Analog entspricht wie bei
allen linear-affinen Funktionen der Wert von 3; dem Wert der Funktionswertdifferenz pro
Argumenteinheitsdifferenz. Beispielsweise gilt etwa fiir 8, = 5 und 8, = 0.5, dass

f5(2) = f5(1)=(5+0.5-2) = (5+0.5-1)=1-0.5=0.5

£3(9) = f5(8) = (5+0.5-9) — (5+0.5-8) = 9.5 —8 = 0.5 (1:5)

Fiir eine Argumentdifferenz von 1 ergibt sich also eine Funktionswertdifferenz von 0.5.
B, enkodiert also die Stérke der Anderung der Funktionswerte pro Argumentseinheits-
differenz und damit die Steigung (engl. slope) des Graphen der linear-affinen Funktion.
Entsprechend wird 3, Steigungsparameter oder Slopeparameter genannt.

Nach Definition ist die Ausgleichsgerade nun allerdings nicht eine beliebige linear-
affine Funktion der Form fj5, sondern eben jene, die fiir einen gegebenen Datensatze
{(x1,91)s - (z,,,y,)} die Summe der quadrierten vertikalen Abweichnungen

n

q(B) == Z(yz — (By + Bix;))? (1.6)

=1

minimiert. Fiir eine fest vorgegebenen Datensatz von (z;,y,;) Paaren ist der Wert dieser
Summe abhéngig von den Werten von 3, und /5, und kann deshalb durch Wahl geeigneter

Das Allgemeine Lineare Modell | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0
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Abbildung 1.2 Linear-affine Funktionen mit unterschiedlichen Parameterwerten vor dem Hintegrund des
Beispieldatensatzes

Werte von 3, und ; minimiert werden. Da hierbei eine Summe von quadrierten Abwei-
chungen zwischen Datenpunkten und Werten der Ausgleichsgerade minimiert wird, spricht
man auch oft etwas ungenau von der Methode der kleinsten Quadrate (engl. method of
least squares). Abbildung 1.3 zeigt die vertikalen Abweichungen zwischen y; und S5, + 5, z;
fir i = 1,...,n des Beispieldatensatzes als orange Linien sowie die Summe ihrer Quadrate
q(pB) im Titel. Fiir die Parameterwerte 5, = —6.2 und $; = 1.7 (vgl. Abbildung 1.2) nimmt
diese Summe ihren kleinsten Wert an.

a(B) =1159

40 40

q(B) =1451 q(B) =250

/1 40
°

Symptomreduktion (y)

I
[iN
o

5 10 15 20
Anzahl Therapiestunden (x)

I
=
o

o
1

..o..o/"/

0 5 10 15 20
Anzahl Therapiestunden (x)

Symptomreduktion (y)
5
1
9
e\
(3
e
Symptomreduktion (y)
5
1
\\,
e
e
13
[

I
[iN
o

0 5 10 15 20
Anzahl Therapiestunden (x)

Abbildung 1.3 Vertikale Abweichungen und Quadratsummen bei unterschiedlichen Parameterwerten

Konkrete Formeln zur Bestimmung der Parameterwerte der Ausgleichsgerade stellt Theo-
rem 1.1 bereit.

Theorem 1.1 (Ausgleichsgerade). Fiir einen Datensatz {(x1,9;), .., (z,,,4,)} C R? hat
die Ausgleichsgerade die Form

fa:R=>Rom fa(z) == 304‘5135,

wobei mit der Stichprobenkovarianz c,,, der (v;,y;)-Werte, der Stichprobenvarianz s2 der
x,;- Werte und den Stichprobenmitteln x und y der z,- und y,- Werte, respektive, gilt, dass

(1.7)

(1.8)

Beweis. Wir betrachten die Summe der quadrierten vertikalen Abweichungen der y, von den Funktions-
werten f(z;) als Funktion von 8, und $; und bestimmen Werte B, und 3, fiir die diese Funktion ihr

Das Allgemeine Lineare Modell | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0
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Minimum annimmt, die Summe der quadrierten vertikalen Abweichungen der y, von den Funktionswerten
f(x,) also minimal wird. Wir betrachten die Funktion

n

q:R? =R, (By, B1) = a(Bo, Br) i= Y (y; — (Bo + Brz))” . (1.9)

i=1

Um das Minimum dieser Funktion zu bestimmen, berechnen wir zunéchst die partiellen Ableitungen hin-
sichtlich B, und B; und setzen diese gleich 0. Es ergibt sich zunéchst

a n
a5, 180 P1) = 55 (Z — (B + B, >>>
:Z%(yi_(ﬁo+ﬁ1$i))2
0 5 (1.10)
2( z_(504'51%))87,80(%_50_51%)
:_Q_Zn:(yi_ﬁo_ﬁlxi)-

Weiterhin ergibt sich

6 a(Bo, B1) = (Z — (Bo + Br:) )
=1
— - 8 _ . 2
:;2( = (Bo + B1z; ))8,81( Y; — Bo — B1z;)
—2 Z (y; — Bo — Brz;) x
i=1
Nullsetzen beider partieller Ableitungen ergibt dann
o
i 8760(1(/807 B1) =0 und B qrfﬂO: B1) =
< _22(% —Bo—f1z;) =0 und — 22 Y; — Bo — Bra;) ®; =0 (1.12)
i-1 i=1

<:>Z(yi_/30_/31xi) =0und Z(yi_ﬂo_ﬂlxi)xi =0
=1 i=1
und weiter

> = oY =0 und Yo=Y o=y ) o =

i=1 (1.13)

@Bon—i-,b’lZa: 7Zy1 undﬁOZx —0—51235 Zyi:ci
i-1

Das sich hier ergebende Gleichungssystem

Bor + By sz = Zyz
i=1 i=1
Bozxi + 6, fo = Zyzxz
i=1 i=1 i=1

wird System der Normalengleichungen genannt und beschreibt die notwendige Bedingung fiir ein Mini-
mum von ¢. Auflésen dieses Gleichungssystems nach B, und S; liefert dann die Werte 8, und 3; des
Theorems. Um dies zu sehen, halten wir zunédchst fest, dass mit der ersten Gleichung des Systems der
Normalengleichungen gilt

(1.14)

71504‘@129%:Zyi¢>féo+félj:@¢>50:@_éli- (1.15)
im1 im1

Das Allgemeine Lineare Modell | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0
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Einsetzen der Form von Bo in die zweite Gleichung des Systems der Normalengleichungen ergibt dann
zunéchst
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¢>gzxi_élizxi+él Zl’f:Zyzwz (1.16)
i =1 i=1 =1

= _Bli’zmz +Bl me = Zyzxz - gzml
i=1 =1 =1 =1

o8 (Dot a3m ) = Y- r ).
=1 =1 =1 =1

:zn:a:f—Qa_czn:xi—b—na_cQ (1.17)
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i=1 =1 [3 1=1
=Y v =y @ YT+ Y yE (1.18)
=1 =1 =1 =1

=1 (1.19)
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Theorem 1.1 besagt, dass die Parameterwerte, die fiir einen gegebenen Datensatz
{(x1,91)s - (z,,,y,)} die Summe der quadrierten vertikalen Abweichungen fiir eine
linear-affine Funktion minimieren mithilfe der Stichprobenmittel der z;- und y,;-Werte,
der Stichprobenvarianz der x;-Werte und der Stichprobenkovarianz der z;- und y;-Werte
berechnet werden kénnen. Die Terminologie orientiert sich hier an den Begrifflichkeiten
der deskriptiven Statistik, insbesondere werden die x;-Werte haufig nicht als Realisatio-
nen von Zufallsvariablen verstanden, der Begriff der Stichprobe wird jedoch trotzdem
verwendet. Aus der Anwendungsperspektive konnen nach Theorem 1.1 die Parameter der
Ausgleichsgerade also mithilfe der bekannten Funktionen fiir die Auswertung deskriptiver
Statistiken bestimmt werden. Folgender R Code demonstriert dies.

1 # Einlesen des Beispieldatensatzes

2 fname = file.path(getwd(), "_data", "401-Regression.csv")

3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

4

5 # Stichprobenstatistiken

6 x_bar = mean(D$x_i) # Stichprobenmittel der x_i-Werte

7 y_bar = mean(D$y_i) # Stichprobenmittel der y_i-Werte

8 s2x% = var(D$x_1i) # Stichprobenvarianz der x_i-Werte

9 cxy = cov(D$x_i, D$y_i) # Stichprobenkovarianz der (x_i,y_i)-Werte
10
11 # Ausgleichsgeradenparameter

12 beta_1_hat
13 beta_0_hat

cxy/s2x # \hat{\beta}_1, Steigungsparameter
y_bar - beta_1_hat*x_bar # \hat{\beta}_0, Offset Parameter

15 # Ausgabe
16 cat("beta_0_hat:", beta_O_hat,
17 "\nbeta_1_hat:", beta_1_hat)

beta_0_hat: -6.194704
beta_1_hat: 1.657055

Eine typische Visualisierung der Ausgleichsgerade eines Datensatzes wie in Abbildung 1.4
implementiert folgender R Code.

1 # Visualisierung der Datenwerte als Punktwolke
2 plot(

3 D$x_i,

4 D$y_i,

5 pch = 16,

6 xlab = "Anzahl Therapiestunden (x)",

7 ylab = "Symptomreduktion (y)",

8  xlim = c(0,21),

9 ylim = c(-10, 40),

10  main = TeX("$\\hat{\\beta}_0 = -6.19, \\hat{\\beta}_1 = 1.66$"))
11

12 # Ausgleichsgerade
13 abline(

14 coef = c(beta_0_hat, beta_1_hat),
15 1ty =1,

16 col = "black")

17

18 # Legende

19 legend(

20 "topleft",

21 c(TeX("$(x_i,y_i)$"), TeX("$f(x) = \\hat{\\beta}_0 + \\hat{\\beta}_1x$")),
22 1ty = c(0,1),

23 pch = c(16, Np),

24 bty = mn)

Die Idee, bei einem gegebenen Datensatz von (x;,y;) Paaren die Summe der quadrierten
vertikalen Abweichungen zwischen einer Funktion der x;-Werte und den y;-Werten zu
minimieren und so eine Funktion moglichst gut an eine Wertemenge anzupassen, ist nicht
auf linear-affine Funktionen beschrinkt. Folgende Definition verallgemeinert die Definition
der Ausgleichsgerade auf Polynomfunktionen beliebigen Grades.

Definition 1.2 (Ausgleichspolynom). Fiir 3 := (S, ..., 8;)7 € RF*! heiBt die Polynom-

funktion kten Grades i

fo:R—= Rz fola) =) B, (1.20)

=0

Das Allgemeine Lineare Modell | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0
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Abbildung 1.4 Ausgleichsgerade fiir den Beispieldatensatz

fiir die fiir einen Datensatz {(x,v;), ..., (x,,,¥,)} C R? die Funktion

2

n k
q:RM — R-o, B q(B) = (yi - fﬁ($i>>2 = Z (yi - Zﬂixi) (1.21)
i=0

i=1 i=1

3

der quadrierten vertikalen Abweichungen der y; von den Funktionswerten f4(x;) ihr Mini-
mum annimt, das Ausgleichspolynom kten Grades fir den Datensatz {(x1,vyy), -, (., Yn)}-

Die Ausgleichsgerade ist damit das Ausgleichspolynom ersten Grades. Wir wollen den
Begriff des Ausgleichspolynoms hier nicht weiter vertiefen und werden insbesondere die
Parameterwerte BO, - Bk, fiir die die Funktion ¢ ihr Minimum annimt an spéaterer Stelle
im Rahmen der Theorie des Allgemeinen Linearen Modells allgemein bestimmen. In Ab-
bildung Abbildung 1.5 visualisieren beispielhaft die Ausgleichspolynome ersten bis vierten
Grades fiir den Beispieldatensatz wobei der Wert der Funktion ¢ an der Minimumsstelle
jeweils im Titel vermerkt ist.

1.2 Einfache lineare Regression

Eine Ausgleichsgerade erlaubt Aussagen iiber unbeobachtete der abhéngigen Variable. Al-
lerdings erlaubt eine Ausgleichsgerade nur implizite Aussagen iiber die mit der Anpassung
einer linear-affinen Funktion an einen Datensatz verbundene Unsicherheit. In der einfachen
linearen Regression wird die Idee einer Ausgleichsgerade um eine probabilistische Kompo-
nente erweitert. Die einfache lineare Regression erlaubt damit insbesondere im Sinne der
Frequentistischen Inferenz Konfidenzintervalle fiir die Ausgleichsgeradenparameter anzuge-
ben und Hypothesentests beziiglich der Ausgleichsgeradenparameter durchzufithren. Wir
wollen hier zundchst nur das Modell der einfachen linearen Regression und die auf ihm
basierende Maximum-Likelihood Schétzung der Ausgleichsgeradenparameter betrachten.

Das Allgemeine Lineare Modell | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0
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Abbildung 1.5 Ausgleichspolynome ersten bis vierten Grades fiir den Beispieldatensatz
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Einfache lineare Regression 14

Die Bewertung der mit dieser Schitzung verbundenen Unsicherheit sowie parameterzen-
trierte Hypothesentests behandeln wir dann an spéaterer Stelle zunéchst im Kontext des
Allgemeinen Linearen Modells. Wir beginnen mit folgender Definition.

Definition 1.3 (Modell der einfachen linearen Regression). Es sei
v; = By + Byx; + &; mit g; ~ N(0,02) wiv. firi =1,...,n (1.22)
wobei

o v; beobachtbare Zufallsvariablen sind, die Werte einer abhéngigen Variable model-
lieren,

e z, € R fest vorgegebene Prdidiktorwerte oder Regressorwerte sind, die Werte einer
unabhéingigen Variable modellieren,

e By, 5; € R wahre, aber unbekannte, Offset- und Steigungsparameterwerte sind und

e ¢, unabhéingig und identisch normalverteilte nicht-beobachtbare Zufallsvariablen mit
wahrem, aber unbekanntem, Varianzparameter o2 > 0 sind, die Fehler- oder Stor-
variablen modellieren.

Dann heifit (1.22) Modell der einfachen linearen Regression.

Im Gegensatz zur Ausgleichsgerade treten im Modell der einfachen linearen Regression also
explizit Zufallsvariablen auf. Speziell definiert das Modell der einfachen linearen Regression
wie n beobachtbare (abhéngige) Zufallsvariablen v; anhand der Werte z; einer unabhén-
gigen Variable, der Parameterwerte 3, und [3; sowie durch Addition der normalverteilten
Fehlervariablen ¢, generiert wird. Das Modell hat dabei drei Parameter, den Offsetpara-
meter (3,, den Steigungsparameter 3; und den Varianzparameter o2 der normalverteilten
Fehlervariablen. Addition der festen Werte 3, und ;x; zu der normalverteilten Zufalls-
variable ¢, impliziert dabei eine Normalverteilung von v,. Dies ist die Aussage folgenden
Theorems.

Theorem 1.2 (Datenverteilung der einfachen linearen Regression). Das Modell der ein-
fachen linearen Regression

v; = By + By, +g; mite; ~ N(0,0%) w.iv. firi=1,...n (1.23)
lasst sich mit p,; == By + Biz; dquivalent in der Form
v; ~ N (p;,0?) wov. firi=1,..,n (1.24)
schreiben.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz fiir ein i, die Unabhingigkeit der v, zeigen wir an spiterer Stelle im
Rahmen des Allgemeinen Linearen Modells. Die Aquivalenz beider Modellformen fiir ein i folgt direkt
aus der Transformation normalverteilter Zufallsvariablen durch linear-affine Funktionen. Speziell gilt im
vorliegenden Fall fiir £; ~ N(0, 02), dass

v, = f(e;) mit f:R—=R,e; = f(e;) ==, +(By + B1z;) (1.25)
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Einfache lineare Regression 15

Mit dem WDF Transformationstheorem bei linear-affinen Abbildungen folgt dann

_1 Yi — Bo — B1z;
pvi(yi) - |1‘pai ( 1 )
= N(yi —Bo *51@507‘72)
1 1
= Wexp (—ﬁ(yi—ﬁo—ﬁlwi—0)2> (1.26)

1 1 5
= WQXP (_ﬁ(yi — (Bo + B1z;) )
= N(l/i;ﬁo + 611’7;7(72) .
Definition von p, := 8y + Bz, ergibt dann die Aussage des Theorems.
O

Theorem 1.2 besagt insbesondere, dass die Datenvariablen v; univariat normalverteilte Zu-
fallsvariablen, deren Erwartungswertparameter jeweils vom Wert der unabhéngigen Varia-
ble z; abhdngen. Abbildung 1.6 visualisiert das Modell und eine Realisation der einfachen

linearen Regression fiir wahre, aber unbekannte, Parameterwerte g, := 0,3, := 1 und
o?:=1.
° Xi
o Bo+PBix; ,
10 N(y::Bo + By, 0°)
e Y
> 5
0 —
9 ——¢——o—¢ —o—9 —o—¢ —

Abbildung 1.6 Modell der einfachen linearen Regression fiir 8, := 0, 8; := 1 und 02 := 1

Da es sich bei dem Modell der einfachen linearen Regression um ein parametrisches statis-
tisches Modell handelt, konnen Schétzer fiir die Modellparameter mithilfe des Maximum-
Likelihood Prinzips gewonnen werden. Insbesondere stellt sich dabei heraus, dass die
Maximum-Likelihood Schétzer des Offset- und des Steigungsparameter mit den Werten der
Ausgleichsgeradenparameter identisch sind. Dies ist eine der Aussagen folgenden Theorems.
Wir verzichten hier bei den Schétzern aus Griinden der notationstechnischen Ubersicht-
lichkeit auf M* Superskripte.

Theorem 1.3 (Maximum-Likelihood Schitzung der einfachen linearen Regression).

v, = By + Bix; +&; mite; ~ N(0,0%) wiv. firi=1,..,n (1.27)
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das Modell der einfachen linearen Regression. Dann sind Mazximum Likelihood Schdtzer
der Modellparameter By, 3, und o® gegeben durch

Py = 37 Bo =y~ P& und5?:= 711; (yi B (EO +’él$i)>2' (1.28)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Ausgleichsgerardenparameter Bo und Bl den entsprechenden
Maximum-Likelihood Schétzern gleichen. Dazu halten wir zunéchst fest, dass aufgrund der Unabhéngigkeit
der vy, ..., v,, die Likelihood-Funktion des Modells der einfachen linearen Regression beziiglich 8, und B,
die Form

L:R? = Reg, (Bo, B1) = L(Bo, B1) : H ! exp( 212( — (B + B1x,))? )

= (27‘(’0’2)7% exp ( 552 Z — (B + B1z;))? )

hat. Weil fir die Exponentialfunktion fiir a < b < 0 gilt, dass exp(a) < exp(b), wird der Exponentialterm
dieser Likelihood-Funktion maximal, wenn der nicht-negative Term

(1.29)

= (y; — (Bo + Br,))? (1.30)
i=1
minimal und damit —¢ maximal wird. Im Rahmen des Beweises der Ausgleichsgeradenform haben wir aber
schon gezeigt, dass der Term (1.30) fir

~ Cw ~ _ ~
B = sz und By =y — & (1.31)

x

minimal wird und damit 31 und Bo die Likelihood-Funktion maximieren.

In einem zweiten Schritt betrachten wir nun die leehhood Funktion des Modells der einfachen linearen
Regression beziiglich o2 an der Stelle von ﬁo und Bl Wir erhalten die Likelihood-Funktion

L:R.g—R.g,0%2 L(c?) = (271'0'2)7% exp ( Z —(Bo + Brzy))? ) (1.32)
i=1
und die entsprechende Log-Likelihood-Funktion
Ry R, 0% £(0?) = — 22— Dot — 1§ 30 + Br;))? 1.33
iRy 7 K07 = (U)*—gnﬁ—gnU _ﬁ;(yi_(/go_’_ﬁlxi))' (1.33)

2

In Analogie zu der Herleitung des Maximum-Likelihood Schétzers fiir o im Normalverteilungsmodell

ergibt sich unter Beachtung von

=By + By, (1.34)
dann hier
1 n
E; 50+519c )2 (1.35)
O

In der Anwendung ist die Maximum-Likelihood Schétzung der Parameter der einfachen
linearen Regression also im Wesentlichen mit der Bestimmung der Ausgleichsgeradenpara-
meter identisch, wie folgender R Code zur Schitzung der Parameter fiir den Beispielda-
tensatz demonstriert.

# Einlesen des Beispieldatensatzes
fname = file.path(getwd(), "_data", "401-Regression.csv")
D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

# Stichprobenstatistiken
n = length(D$y_i) # Anzahl Datenpunkte

DU W N
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Literaturhinweise 17

7 x_bar = mean(D$x_i) # Stichprobenmittel der x_i-Werte
8 y_bar = mean(D$y_i) # Stichprobenmittel der y_i-Werte
9 s2x = var(D$x_1i) # Stichprobenvarianz der x_i-Werte
10 cxy = cov(D$x_i, D$y_i) # Stichprobenkovarianz der (x_i,y_i)-Werte

11

12 # Steigungs- und Offsetparameterschitzung
13 beta_1_hat = cxy/s2x

14 beta_0_hat = y_bar - beta_1_hat*x_bar

15

16 # Varianzparameterschitzung

17 sigsqr_hat = (1/n)*sum((D$y_i-(beta_0_hat+beta_1_hat*D$x_i)) 2)
18

19

20 # Ausgabe

21 cat("beta_0_hat:" , beta_O_hat,

22 "\nbeta_1_hat:", beta_1_hat,

23 "\nsigsqr_hat:", sqrt(sigsqr_hat))

beta_0O_hat: -6.194704
beta_1_hat: 1.657055
sigsqr_hat: 3.536795

1.3 Literaturhinweise

Die Idee der Minimierung einer Summe von quadrierten Abweichungen bei der Anpassung
einer Polynomfunktion an beobachtete Werte geht auf die Arbeiten von Legendre (1805)
und Gauss (1809) im Kontext der Bestimmung von Planetenbahnen zuriick. Eine histo-
rische Einordnung dazu gibt Stigler (1981). Der Begriff der Regression geht zuriick auf
Galton (1886). Stigler (1986) gibt dazu einen ausfiihrlichen historischen Uberblick.

=
>

Selbstkontrollfragen

Geben Sie die funktionale Form eine linear-affinen Funktion an.

Erldutern Sie die Bedeutung der Parameter einer linear-affinen Funktion.

Definieren Sie den Begriff der Ausgleichsgerade.

Erldutern Sie die Bedeutung der Funktion der quadrierten vertikalen Abweichungen.

Geben Sie das Theorem zur Ausgleichsgerade wieder.

Skizzieren Sie den Beweis des Theorems zur Ausgleichsgeraden.

Definieren Sie den Begriff des Ausgleichspolynoms.

Erldutern Sie die Motivation des einfachen linearen Regressionsmodells.

Definieren Sie das Modell der einfachen linearen Regression.

Geben Sie das Theorem zur Datenverteilung der einfachen linearen Regression wieder.

. Geben Sie das Theorem zur Maximum-Likelihood Schétzung der Parameter der einfachen
linearen Regression an.

. Skizzieren Sie den Beweis des Theorems zur Maximum-Likelihood Schétzung der Parameter

der einfachen linearen Regression.

© XN W=

— =
— O

[
[\N)
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2 Korrelation

Die Konzepte der Regression und der Korrelation sind eng miteinander verwoben und die-
nen letztlich der Quantifizierung linear-affiner Abhéngigkeiten zwischen unabhéngigen und
abhingigen Variablen. Ein zentrales Thema dieses Abschnittes sind damit die Aquivalen-
zen zwischen beiden Konzepten. Im Gegensatz zur Regression werden bei der Korrelation
sowohl die abhéngige als auch die unabhéngige Variable als Zufallsvariablen modelliert, die
probabilistische Komplexitdt der Korrelation ist also etwas hoher als die der Regression
und des Allgemeinen Linearen Modells. Um uns den Zusammenhéngen von Regression und
Korrelation zu ndhern, erinnern wir Kapitel 2.1 zunéchst an den Begriff und die Mechanik
der Stichprobenkorrelation. In Kapitel 2.2 widmen wir uns anhand der R® Statistik dem
Zusammenhang zwischen Stichprobenkorrelation und Ausgleichsgerade und geben ein ers-
tes Beispiel fiir die Idee einer Varianzzerlegung. In Kapitel 2.3 schliellich diskutieren wir
erste Aspekte zum Versténdnis der Stichprobenkorrelation im probabilistischen Kontext.
Als Anwendungsbeispiel betrachten wir durchgingig den in Kapitel 1 eingefiithrten Bei-
spieldatensatz zum Zusammenhang von Psychotherapiedauer und Symptomreduktion.

2.1 Grundlagen

Wir erinnern zunéchst an den Begriff der Korrelation zweier Zufallsvariablen.

Definition 2.1 (Korrelation). Die Korrelation zweier Zufallsvariablen £ und v ist definiert

. c.v)
v
£,v) = —2 L 2.1
p(&,v) S©)5(0) (2.1)
wobei C(&,v) die Kovarianz von £ und v und S(§) und S(v) die Standardabweichungen
von ¢ und v, respektive, bezeichnen.

Die Zahl p(§,v) wird auch Korrelationskoeffizient von € und v genannt. Wir haben bereits
gesehen, dass —1 < p(§,v) < 1 gilt und dass £ und v unkorreliert genannt werden, wenn
p(&,v) = 0 ist. Weiterhin haben wir bereits gesehen, dass aus der Unabhéngigkeit der
Zufallsvariablen ¢ und v immer die Unkorreliertheit von ¢ und v folgt, dass aber im
Allgemeinen aus der Unkorreliertheit von £ und v nicht die Unabhéngigkeit von £ und v
folgt.

Liegen von zwei Zufallsvariablen Realisationen als ein bivariater Datensatz vor, so kann
man anhand folgender Definition die realisationsspezifische Stichprobenkorrelation bestim-
men.

Definition 2.2 (Stichprobenkorrelation). {(zy,%;), .., (z,,,%,)} C R? sei ein Datensatz.
Weiterhin seien:
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o Die Stichprobenmittel der x; und y; definiert als

1 & 1 &
—— ) dy:== . 2.2
n;%un y n;yz (2.2)

e Die Stichprobenstandardabweichungen z, und y, definiert als

&I

1 & 1<
5, = Z:(gvZ —z)? und s, := Z(yz —9)*. (2.3)
i=1 i=1

n—1 n—1

 Die Stichprobenkovarianz der (x,y;), ..., (z,,,y,,) definiert als

Cay *= ' (; — %) (y; — ¥)- (2.4)

Dann ist die Stichprobenkorrelation der (z4,y,), ..., (x,,, ) definiert als

c
= Y 2.5
(25)

und wird auch Pearson’s Stichprobenkorrelationskoeffizient genannt.

Folgender R Code wertet die Stichprobenkorrelation des Beispieldatensatzes aus.

1 # Laden des Beispieldatensatzes

2 fname = file.path("./_data/402-Korrelation.csv") # Dateipfad
3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE) # Laden als Dataframe
4 x_i = D$x_1i # x_i Werte
5 y_i = D$y_i # y_i Werte
6 n = length(x_i) #n

7

8 # "Manuelle" Berechnung der Stichprobenkorrelation

9 x_bar = (1/n)*sum(x_i) # \bar{x}
10 y_bar = (1/n)*sum(y_i) # \bar{y}
11 s_x = sqrt(1/(n-1)*sum((x_i - x_bar)~2)) # s_x
12 s_y = sqrt(1/(n-1)*sum((y_i - y_bar)~2)) # s_y
13 c_xy = 1/(n-1) * sum((x_i - x_bar) * (y_i - y_bar)) # c_{xy}
14 r_xy = c_xy/(s_x * s_y) # r_{xy}
15 print (r_xy) # Ausgabe

[1] 0.9378162

1 # Automatische Berechnung mit cor()

2 r_xy = cor(x_i,y_i) # r_{xy}

3 print (r_xy) # Ausgabe

[1] 0.9378162

Im Beispieldatensatz sind die Anzahl der Therapiestunden und die Symptomreduktion
also mit r,, = 0.93 hoch korreliert. Allgemein spricht man bei absoluten Werten von
Ty grofer als etwa 0.70 von hoher Korrelation, bei absoluten Werten von r,, zwischen
etwa 0.30 und 0.70 von mittlerer Korrelation und bei bei absoluten Werten von 7, zwi-
schen 0.00 und 0.30 von niedriger Korrelation. Eine niedrige Korrelation zweier Variablen
bedeutet aber nicht zwangslaufig, dass diese Korrelation irrelevant ist (man denke an Ge-
sundheitsrisikofaktoren), genauso wenig wie eine hohe Korrelation zweier Variablen trivial

sein kann (man denke an die Korrelation von Kérpergrofie und Schuhgrofle).
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A

(x;—%)<0,(y;—¥ >0 x;=%)>0,;—y >0

= -0y —y) <0 = -0 —y) >0
(%.9) .

(x;—%)<0,(y; —¥) <0 (x;—%)>0,(;—y) <0

= -00-5)>0 = -0 -y <0

Abbildung 2.1 Mechanik der Stichprobenkorrelationssummenterme.

Da die Stichprobenkorrelation lediglich die auf das Intervall [—1, 1] normalisierte Stichpro-
benkovarianz c,, ist, wird die Hohe der Stichprobenkorrelation und insbesondere ihr Vor-
zeichen entscheidend durch die Werte Stichprobenkovarianzsummenterme (z; — z)(y; — y)
bestimmt. Dabei ist es entscheidend, wie haufig iiber die Datenpaare (z;,y;) hinweg die
x; und y, gleichartig oder entgegengesetzt von ihren jeweiligen Stichprobenmitteln ab-
weichen. Dies ist schematisch in Abbildung 2.1 dargestellt. Bei hdufiger richtungsgleicher
Abweichung von ihren jeweiligen Mittelwerten, sowohl in positiver als auch in negativer
Richtung, ergibt das Produkt (z;—)(y;—¥) eine positive Zahl, tragt also zu einer positiven
Stichprobenkovarianz bei. Bei hiufiger entgegengesetzter Abweichung von ihren jeweiligen
Mittelwerten ergibt das Produkt (z; — z)(y; — y) héufig eine negative Zahl, tragt also zu
einer negativen Stichprobenkovarianz bei. Kommen sowohl richtungsgleiche als auch entge-
gengesetzte Abweichungen der z; und y; haufig vor, so gleichen sich positive und negative
Beitriage zur Stichprobenkovarianzsumme eher aus und es resultiert eine geringe Stichpro-
benkovarianz bzw. ein Stichprobenkorrelationskoeffizient nahe Null. Abbildung 2.2 zeigt
bivariate Datenséitze von jeweils n = 30 Datenpunkten zusammen mit ihren jeweiligen
Stichprobenkorrelationskoeffizienten.

Der Vorteil des Stichprobenkorrelationskoeffizienten gegeniiber der Stichprobenkovarianz
als Zusammenhangsmaf ist es, dass der absolute Wert des Stichprobenkorrelationskoeffi-
zienten bei linear-affiner Transformation der zugrundeliegende Wertemenge gleich bleibt,
wohingegen die Stichprobenkovarianz ihren Wert je nach gewdhltem Maflstab dndert. Man
sagt deshalb auch, dass der Stichprobenkorrelationkoeffizient maf$stabsunabhdngig ist. Dies
ist die zentrale Aussage folgenden Theorems.

Definition 2.3 (Stichprobenkorrelation bei linear-affiner Transformation). Fiir einen Da-
tensatz {(2;, ;) im1 . C R? sei {(Z;,5;)}ie1.n C R? der linear-affin transformierte Da-
tensatz mit

(‘%i’ gz) = (axmi + bx? ayyi + by>7 ) a’y 7& 0. (26)

gegeben.Dann gilt
Pzl = [rayl- (2.7)
[ ]
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Abbildung 2.2 Beispiele bivariater Datensétze und ihrer Stichprobenkorrelationen.
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Beweis.

_ le(azwi +b, —(a,z+b,))(a,y; +b, —(a,y+0b,))
V(@ + b, — (a,@+b,))2 /S0 (4, +b, — (a,5+b,))?
a’zay Zinzl(xi - i)(yz - @)

i \/“i Y (- 3?")2\/@5 Y (v —9)? (2.8)
_ _%afy S (x—2)(y; — )
acllay]\ /57 (e~ 202 /S (0 - 92

- agllayl s.s,
_a.a, .
la,lla,|

wllayl Y

Also folgt, durch Durchspielen aller moglichen Vorzeichenfille, dass

2.2 Korrelation und BestimmbheitsmalB3

Das sogenannte Bestimmtheitsma R? ist eine beliebte, hidufig reportierte Statistik zur Be-
schreibung der Zusammenhangsstiarke der Werte einer unabhingigen und einer abhéangigen
Variable. Numerisch handelt es sich bei R lediglich um den quadrierten Stichprobenkor-
relationskoeffizienten. Ist die seStichprobenkorrelation zum Beispiel r,, = 0.5, dann ist
R® = 0.52 = 0.25, ist die Stichprobenkorrelation dagegen r,,, = —0.5, dann gilt analog

R® = (—0.5)2 = 0.25. An diesen Beispielen erkennt man, dass R? weniger Information
tber die Rohdaten enthélt als r,,, da das Vorzeichen und damit die Richtung des Zusam-

menhangs wegféllt. Per se ist die Angabe von R? anstelle von 7., als Deskriptivstatistik
zur Beschreibung der Zusammenhangsstiarke der Werte von unabhéngiger und abhéngiger
Variable ohne Vorteil. Wir wollen hier trotzdem etwas genauer auf R® eingehen, da ein
tieferes Versténdnis von R* einerseits den Einstieg in das Konzept der Varianzzerlequngen
erlaubt und andererseits die Zusammenhénge zwischen den Konzepten der Ausgleichsge-
rade und der Stichprobenkorrelation weiter verdeutlicht. Wir erweitern dazu zunéchst die
Beschreibung der Ausgleichsgerade aus Kapitel 1.1 durch die Begriffe der erkldrten Werte
und der Residuen.

Definition 2.4 (Erkldrte Werte und Residuen einer Ausgleichsgerade). Gegeben sei ein
Datensatz {(z1, ;) - (Z,,,¥,)} € R? und die zu diesem Datensatz gehérende Ausgleichs-
gerade

f5:R=Rab fyx) = Fy+ Bz (2.10)
Dann werden fiir i = 1,...,n R ~
y; = By + By, (2.11)
die durch die Ausgleichsgerade erkldrten Werte genannt und
& =Y — Ui (2.12)
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werden die Residuen der Ausgleichsgerade genannt.

Etwas allgemeiner formuliert sind die erkldrten Werte damit die Datenvorhersage des
Modells basierend auf den geschitzten Parameterwerten, wihrend die Residuen die Dif-
ferenzen zwischen den geschatzten Datenvorhersagen und den beobachteten Datenwerten
bezeichnen. Abbildung 2.3 verdeutlicht diese Begriffe am Beispiel der Ausgleichsgerade
des Beispieldatensatzes.

40
o (xy)
e (Xy R
30 - fg(x)
— Vi ) e
> e
= : o s
e
o s
£20 /
p=} [} e
© e
@ /
€ ‘0000
S10 ¥ i
o e
S S
s S e
%) o o v,
N
0+ -
[ )% 2
-10 T T T T
0 5 10 15 20

Anzahl Therapiestunden (x)

Abbildung 2.3 Ausgleichsgerade, erklarte Werte und Residuen fiir den Beispieldatensatz.

Mithilfe der Begriffe der erkldrten Werte und Residuen ldsst sich nun folgende Quadrat-
summenzerlegung beim Vorliegen einer Ausgleichsgerade eines Datensatzes angeben.

Theorem 2.1 (Quadratsummenzerlegung bei Ausgleichsgerade). Fiir einen Datensatz
{(z1,91), - (T, Y,,)} C R? und seine zugehirige Ausgleichsgerade f5 seien fir

1 .
Y = — . diy = . ir 1 = 1,..., 2.13
Y " ; y; und y; := By + By, fir i n ( )

das Stichprobenmittel der y,-Werte und die durch die Ausgleichsgerade erklirten Werte,
respektive. Weiterhin seien

o die Total Sum of Squares definiert als

n

SQT =) (v, — 1) (2.14)

i=1
e die Explained Sum of Squares definiert als

n

SQE =" (§; —1)* (2.15)

i=1
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e die Residual Sum of Squares definiert als

SQR:= (y; — ;). (2.16)
i—1
Dann gilt
SQT = SQE+ SQR (2.17)
Beweis.

(yi — Y +Y; _@)2

i=1

N 2.18
= (= 50+ 20— 5@~ D)+ (5~ 9)?) (245)
=3 @ — 92> (W — 0@ — 9+ Y (v —8,)?
7=1 =1 =1
=SQE+2> (y,—,)(J; —¥) +SQR
i-1
= SQE + SQR
Dabei ergibt sich die letzte Gleichung mit
g li flzn:ﬂ +Bix) =B+ b=y B2+ BZ=7 (2.19)
Y= n £ ~n 0 1 0 1T =Y 1 1T =Y .

und damit auch

1 n 1 n n n n n
=GS D =Y e Di=) uiS i) 5=§) v (2.20)
i=1 1=1 i=1 i=1 i=1 3

sowie
R DI SRS SV SRS S S s (221)
=1 =1 =1 =1 =1 =1
aus
n n
> (i — 9:)(5; — :Z YU — YU — UsTi + 9:9)
=1

~Sow-$s
- ’Lzl z:ln z:ln (222)
i=1 i=1 i=1 i=1
=040
=0
O

Die Begriffsbildungen von Theorem 2.1 erklaren sich intuitiv wie folgt:

o SQT reprasentiert die Gesamtvariabilitdt der y,-Werte um ihren Mittelwert y.
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o SQE reprisentiert die Variabilitat der erkléarten Werte g; um ihren Mittelwert. Grofie
Werte von SQE représentieren damit eine grofle absolute Steigung der y; mit den x;
und kleine Werte von SQE reprasentieren eine kleine absolute Steigung der y, mit
den z;. SQE ist somit ein Maf fiir die Starke des linearen Zusammenhangs der z;-
und y,-Werte

e SQR ist die Summe der quadrierten Residuen, denn es gilt

SQR := Z(yz —7;)% = Z & (2.23)
i=1 i=1

Grofle Werte von SQR repréasentieren damit grofie Abweichungen der erklérten von
den beobachteten y;-Werten und kleine Werte von SQR représentieren geringe Ab-
weichungen der erklérten von den beobachteten y,-Werten. SQR ist also ein Maf fiir
die Giite der Beschreibung der Datenmenge durch die Ausgleichsgerade.

Die zentrale Aussage des Theorem 2.1 ist nun, dass sich die Gesamtstreuung der y;-Werte
um ihren Mittelwert i gerade aus der Summe der Stérke des linearen Zusammenhangs der
x,;- und y,-Werte (also des “deterministischen Einflusses” der z; auf die y,) sowie den den
Abweichungen von diesem linearen Zusammenhang (also dem “Rauschen”) zusammensetzt.
Obwohl es sich bei SQT formal nicht um ein Varianzmafl handelt, spricht man in diesem
Zusammenhang auch oft von einer Varianzzerlequng in erklirte Varianz und Residualvari-
anz. Dieses Motiv ist ein zentraler Aspekt des Allgemeinen Linearen Modells und wird in
spateren Kapiteln erneut aufgegriffen werden. Fiir den Moment erlaubt Theorem 2.1 nun
folgende Defintion des Bestimmtheitsmafles R%.

Definition 2.5 (BestimmtheitsmaB R?). Fiir einen Datensatz {(z1,%,), ..., (z,,,4,)} C R?
und seine zugehorige Ausgleichsgerade f ; sowie die zugehdrigen Explained Sum of Squares
SQE und Total Sum of Squares SQT heifit

SQE
R” = = 2.24
SQT (2.24)
Bestimmtheitsmaf§ oder Determinationskoeffizient.

[ ]

Folgendes Theorem liefert nun den oben erwédhnten Zusammenhang zwischen dem Be-
stimmtheitsmafl und der Stichprobenkorrelation.

Theorem 2.2 (Stichprobenkorrelation und Bestimmtheitsma8). Fir einen Datensatz
{(z1,91), o (2,,9,)} C R? sei R® das Bestimmtheitsmafl und Ty Sei die Stichproben-
korrelation. Dann gilt

2_ 2
R =7z, (2.25)
Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass mit
= 1& 1 ¢ 5 N
9= 2 b E;ﬁowl =Bo+Piz=y- Pz +piz = (2.26)
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folgt, dass

=1
=> -9
1=1
= Z(Bo"'éﬁri _BAO _3151_7)2 (2.27)

Damit ergibt sich dann

$3 it 2 (Y — 9)? (2.28)

O

Man beachte, dass mit —1 < Tuy < 1 aus Theorem 2.2 direkt folgt, dass 0 < R2 < 1. Nach

Definition 2.5 gilt R? =0 genau dann, wenn SQE = 0 ist. R? = 0 bedeutet also, dass die
erklarte Datenvariabilitdt durch die Ausgleichsgerade gleich Null ist und beschreibt damit
den Fall einer denkbar schlechten Datenerklarung durch die Ausgleichsgerade. Anderer-
seits gilt R*=1 genau dann, wenn SQE = SQT ist. R? = 1 bedeutet also, dass die Ge-
samtstreuung gleich der durch die Ausgleichsgerade erklarten Streuung ist und beschreibt
den Fall, dass sdmtliche Datenvariabilitat durch die Ausgleichsgerade erklirt werden kann.
Man sagt deshalb auch oft etwas ungenau, dass R? die durch die Ausgleichsgerade erklérte
Varianz an der Gesamtvarianz der Daten représentiert. Neben der jeweiligen Stichproben-
korrelation ist in Abbildung 2.2 auch jeweils das Bestimmtheitsmafl fiir die bivariaten
Beispieldatensétze aufgefiihrt.

2.3 Korrelation und linear-affine Abhangigkeit

Die Tatsache, dass stochastische Unabhéingigkeit zwar Unkorreliertheit impliziert, dass
umgekehrt die Unkorreliertheit zweier Zufallsvariablen aber nicht ihre stochatische Unab-
hangigkeit impliziert, deutet daraufhin, dass die Korrelation zweier Zufallsvariablen nur
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bestimmte Formen der Abhéngigkeit zwischen Variablen misst. Abbildung 2.4 verdeutlicht
dies anhand dreier Simulationsbeispiele.

A fy = 0.90 B ry = -0.01 c fy = -0.01
47 ~ 10 0. o o..o «©
.. . s L . 5 .. . . .
2 - ..oo’ . .
L] L] L]
« .... . 6 . e . .
> “ > o~ « > o ¢
0 M . 4 L) °e 0 .
.. L] o
* .« ° . 2 ., o L4 . L3 .o
24 o °° ) '.’o.co °.0. 5 | . ® .
.. 0 ® . Ly o
. ° * . 4
e I B N N e T T T T T
-3 -1 0 1 2 3 -3 -1 0 1 2 3 -3 -1 0 1 2 3
x X X

Abbildung 2.4 Korrelation und stochastische Abhéangigkeit.

Abbildung 2.4 A zeigt eine Realisation des Modells
v, =x; +¢&; mite; ~ N(0,1) fir i =1,...,n. (2.29)

Die Stichprobenkorrelationen des Datensatzes {(x;,y;)}j-, ergibt sich hier zu r,, = 0.90.
Es besteht eine klare Abhéngigkeit des Wertes der v; Realisation y; vom Wert z;: je hcher
der Wert von z;, desto hoher der Erwartungswert fiir den Wert von v;. Abbildung 2.4 B
zeigt eine Realisation des Modells

v; =27 +¢; mit g; ~ N(0,1) fiir i = 1,...,n. (2.30)

Die Stichprobenkorrelationen des Datensatzes {(x;,y;)}7, ergibt sich hier zu r,, = —0.01.
Die Stichprobenkorrelation ist also minimal. Es besteht aber auch hier eine klare Abhén-
gigkeit des Wertes der v; Realisation y;, vom Wert z,: je hoher oder je niedriger der Wert
von z;, desto hoher der Erwartungswert fiir den Wert von v;, es besteht ein quadratischer
Zusammenhang. Ein dhnliches Bild ergibt sich beim Betrachten von Abbildung 2.4 C einer
Realisation des Modells

v; = 8cos(2z;) +¢; mit g, ~ N(0,1) firi =1,...,n. (2.31)

Auch hier ergibt sich das Bild einer Abhéngikeit des Wertes der v; Realisation y, vom
Wert z,;, in diesem Fall im Sinne einer zyklischen Abhéngigkeit, die Stichprobenkorrelati-
on ist aber mit r,, = —0.01 wiederum minimal. Diese Simulationsbeispiele belegen also
intuitiv, dass die Stichprobenkorrelation verschwindend gering sein kann, auch wenn klare
Abhéngigkeiten zwischen zwei Variablen bestehen. Als allgemeines Mafl fiir die Abhén-
gigkeit zweier Variablen ist die Korrelation also ungeeignet. Diesen Umstand zugrunde
liegt die Tatsache, dass die Korrelation lediglich ein Maf fiir den linear-affinen Zusam-
menhang zweier Zufallsvariablen, nicht aber fiir ihre stochastische Abhéngigkeit ist. Wir
formalisieren und prézisieren diese Aussage in folgenden Theorem.

Theorem 2.3 (Korrelation und linear-affine Abhéngigkeit). £ und v seien zwei Zufalls-
variablen mit positiver Varianz. Dann besteht genau dann eine lineare-affine Abhdngigkeit
der Form

v = [y + 51§ mit By, B €R (2.32)
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zwischen £ und v, wenn

p(&,v) =1 oder p(§,v) = —1 (2.33)
gilt.

Beweis. Wir beschranken uns auf den Beweis der Aussage, dass aus v = (B + 3, & folgt, dass p(&,v) = +1
ist. Dazu halten wir zunéchst fest, dass mit den Theoremen zu den Eigenschaften von Erwartungswert und
Varianz gilt, dass

E(v) = By + B1E(§) und V(v) = BTV(§). (2.34)
Wegen V(£) > 0 und V(v) > 0 gilt damit 8; # 0. Es folgt dann

B1>0=5(v)=p;5(&) >0und B; <0=5w)=—-3,5(&) > 0. (2.35)
Weiterhin gilt

v—E(v) = By + B1§ —E(v)
= /80 + 515* ﬂo - ﬂ1[E(f)

= /815 - ﬁlE(E) (2.36)
= 61 (5 - [E(ﬁ))
Fiir die Kovarianz von £ und v ergibt sich also
C(&,v) = E((v—E(v))(§ — E(£)))
=E(B:(§ — E(€)(§ — E&)))
2.37
— BE (€~ E©)) (247
=B V(§).
Damit ergibt fiir die Korrelation von £ und v
- C(ﬁ, U) - B,1VY(€) - /81\/(5) o
P&V = Slesw) ~ 508,50 ~ TAVE) T (239
O

Die Korrelation zweier Zufallsvariablen wird also genau dann maximal, wenn zwischen
den beiden Zufallsvariablen ein linear-affiner Zusammenhang besteht. Dabei impliziert die
linear-affine Abhéngigkeit von v von & auch immer die linear-affine Abhédngigkeit von &
von v, denn

Bo

vzﬁomlg@—ﬁwvzﬁlf@&——ﬁ—1+6—1 ve =6+ B (2.39)
mit 5
B = —5—‘1) und B, = o (2.40)

2.4 Literaturhinweise

Der Begriff der Korrelation erscheint, allerdings basierend auf fritheren Arbeiten z.B. von
Bravais (1844), zunéchst bei Galton (1890) (vgl. Stigler (1986)) und wird u.a. durch die
Arbeiten von Pearson (1895), Pearson (1896), Pearson (1900), Pearson (1901) im Kontext
multivariater Normalverteilungen weiter ausgearbeitet. Eine frithe Studie zum Verhéltnis
von Korrelation und Kausalitiat ist Wright (1921) .
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2.5

e

12.

e © o

Selbstkontrollfragen

Geben Sie die Definition der Korrelation zweier Zufallsvariablen wieder.

. Geben Sie die Definitionen von Stichprobenmittel, Stichprobenstandardabweichung, Stich-

probenkovarianz und Stichprobenkorrelation wieder.

Erldutern Sie anhand der Mechanik der Kovariationsterme, wann eine Stichprobenkorrelation
einen hohen absoluten Wert annimmt, einen hohen positiven Wert annimmt, einen hohen
negativen Wert annimmt und einen niedrigen Wert annimmt.

Geben Sie das Theorem zur Stichprobenkorrelation bei linear-affinen Transformationen wie-
der.

Erldutern Sie das Theorem zur Stichprobenkorrelation bei linear-affinen Transformationen.
Geben Sie die Definitionen von erklarten Werten und Residuen einer Ausgleichsgerade wie-
der.

Geben Sie das Theorem zur Quadratsummenzerlegung bei einer Ausgleichsgerade wieder.
Erldutern Sie die intuitiven Bedeutungen von SQT, SQE und SQR.

Geben Sie die Definition des BestimmtheitsmaBes R* wieder.

Geben Sie das Theorem zum Zusammenhang von Stichprobenkorrelation und Bestimmtheits-
maf} wieder.

. Erldutern Sie die Bedeutung von hohen und niedrigen R? Werten im Lichte der Ausgleichs-

gerade.
Geben Sie das Theorem zum Zusammenhang von Korrelation und linear-affiner Abhéngigkeit
wieder.
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3 Matrizen

Matrizen sind die Worte der Sprache der modernen Datenanalyse. Ein Verstdndnis moder-
ner datenanalytischer Verfahren und ihrer Implementation ist ohne ein Grundverstdndnis
des Matrixbegriffs und ein Wissen um die grundlegenden Matrixoperationen nicht moglich.
Matrizen konnen dabei sehr unterschiedliche Rollen spielen. So kénnen Matrizen zum Bei-
spiel Daten, experimentelle Designs und Modellparameter reprasentieren. Im Kontext der
Linearen Algebra dienen Matrizen weiterhin zur Représentation linearer Abbildungen und
von Vektorrdumen, hier werden Vektoren dann als spezielle Matrizen aufgefasst. In die-
sem Abschnitt geben wir eine erste Einfithrung zum Umgang mit Matrizen, wobei wir auf
abstrakte Konzepte der linearen Algebra im Wesentlichen verzichten. Wir fithren zunéchst
den Matrixbegriff ein und diskutieren dann mit der Matrixaddition, Matrixsubtraktion,
Skalarmultiplikation und der Matrixtransposition erste grundlegende Operationen. Wir
fiihren dann die zentralen Begriffe der Matrixmultiplikation und der Matrixinversion ein.
Mit der Matrixdeterminante diskutieren wir dann eine erste Mafizahl zur Beschreibung von
Matrizen und schliefen mit einer Ubersicht zu besonders hiufig auftretenden Matrizen.

3.1 Definition

Wir beginnen mit der Definition einer Matrix.

Definition 3.1. Eine Matrix ist eine rechteckige Anordnung von Zahlen, die wie folgt
bezeichnet wird

app Qi - Gy
A= |20 G227 Gam | (a;;) . (3.1)
: : : : Y/ 1<i<n, 1<j<m
An1 Qpa 0 Gy
°

Matrizen bestehen aus Zeilen (rows) und Spalten (columns). Die Matrixeintrége a,; werden
mit einem Zeilenindex ¢ und einem Spaltenindex j indiziert. Zum Beispiel gilt fiir

, (3.2)

© O 00 N
RN |
— O Ot Ot
N © O N

dass ag, = 4. Die Grifle oder Dimension einer Matrix ergibt sich aus der Anzahl ihrer
Zeilen n € N und Spalten m € N. Matrizen mit n = m heiflen quadratische Matrizen.

In der Folge bendtigen wir nur Matrizen mit reellen Eintrdgen, also a;; € R fir alle
t=1,...,nund 5 =1,...,m. Wir nennen die Matrizen mit reellen Eintréage reelle Matrizen
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und bezeichnen die Menge der reellen Matrizen mit n Zeilen und m Spalten mit R™*"*. An
dem Ausdruck
AeRv™ (3.3)

kénnen wir also ablesen, dass A eine reelle Matrix mit n Zeilen und m Spalten ist. Wir
identifizieren dabei die Menge R'*! mit der Menge R, die Menge R™*! mit der Menge R™.
Reelle Matrizen mit einer Spalte und n Zeilen entsprechen also n-dimensionalen reellen
Vektoren und reelle Matrizen mit einer Spalte und einer Zeile entsprechen reellen Zahlen.

Definition von Matrizen in R

In R werden Matrizen definiert, indem R Vektoren mithilfe der matrix () Funktion in
die Reprisentation einer mathematischen Matrix transformiert werden. Die Eintrige ei-
nes R Vektors werden dabei anhand der spezifizierten Zeilenanzahl nrow anhand ihrer
Gesamtanzahl auf die Matrix verteilt. Wollen wir beispielsweise die Matrix

T o

in R definieren, so ergibt sich

1 # Spaltenweise Definition von A (R default)
2 A = matrix(c(2,1,3,6,0,5), nrow = 2)
3 print(4)

[,11 [,2] [,3]
[1,] 2 3 0
[2,] 1 6 5

R folgt hier per default einer sogenannten column-major-order, d.h. die Elemente des R
Vektors c(2,1,3,6,0,5) werden der Reihe nach von oben nach unten in die Spalten der
Matrix von links nach rechts iiberfiihrt. Einen etwas klareren Zusammenhang zwischen
dem visuellen Layout des R Codes und der resultierenden Matrix erhdlt man, indem
man den R Vektor mithilfe von Zeilenumbriichen anhand des intendierten Matrixlayouts
formatiert und dann die column-major-order mithilfe des Arguments byrow = TRUE zu
einer row-magjor-order umstellt. Es wird dann zunéchst die erste Zeile der Matrix von
links nach rechts mit den Elementen des R Vektors gefiillt wird und dann die zweite Zeile
usw. bis alle Elemente des Vektors auf die Matrix verteilt sind.

# Reihenweise Definition von A (R default)

1
2 A = matrix(c(2, 3, O,
3 1, 6, 5),
4 nrow = 2,
5 byrow = TRUE)
6 print(A)

[,11 [,2] [,3]

[1,] 2 3 0
[2,] 1 6 5

1 # Zeilenweise Definition von B
2 B = matrix(c(4,1,0,
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3 -4,2,0),
4 nrow = 2,
5 byrow = TRUE)
6 print(B)
[,11 [,21 [,3]

[1,] 4 1 0
[2,1 -4 2 0

3.2 Grundlegende Matrixoperationen

Man kann mit Matrizen rechnen. Dabei sind folgende Matrixoperationen grundlegend:

e Die Addition von Matrizen gleicher Gréfle, genannt Matrizaddition

e Die Subtraktion von Matrizen gleicher Grofle, genannt Matrizsubtraktion

o Die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar, genannt Skalarmultiplikation

e Das Vertauschen der Zeilen- und Spalten einer Matrix, genannt Matrixtransposition.

Wir fiithren diese Operationen in der Folge in Operatorform, also als Funktionen ein. Dies
dient insbesondere dazu, bei jeder Operation mit Hilfe ihrer Definitionsmenge zu betonen,
von welcher Art die Objekte der jeweiligen Operation sind und mithilfe ihrer Bildmenge
zu betonen, von welcher Art das Resultat der jeweiligen Operation ist.

3.2.1 Matrixaddition

Definition 3.2. Es seien A, B € R™*". Dann ist die Addition von A und B definiert als
die Abbildung

4 Rnm x RXm oy [Rnxm7 (A, B) N _|_(A,B> = A+ B (3.5)
mit
ayp Q2 0 Gy by by o by
A+B=| %t 92 7 fom | byy boy by
a a - a b b b
nl n2 nm nl n2 nm (36)
aj; +byy appyt+byy o ay, + by,
_ | a2 Tl agy by o ag,, by,
Ap1 + bnl (%) + bn2 Oy + bnm
[

Die Definition der Matrixaddition legt insbesondere fest, dass nur Matrizen gleicher Grofie
addiert werden konnen und dass die Additionsoperation elementweise definiert ist.

Beispiel
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Es seien A, B € R?*3 definiert als

2 -3 0 4 10
A= (1 6 5) und B := (_4 5 0). (3.7)

Da A und B gleich grof} sind, kénnen wir sie addieren

2 —3 0 4 10
C_A+B_<1fs5>+<4 20)

(244 =341 040
_<1—4 6 + 2 5+0) (38)

(6 —2 0
—\-3 8 5)°

In R fiihrt man obige Rechnung aus wie folgt.

1 # Definition

2 A = matrix(c(2, -3, O,

3 1, 6, 5),

4 nrow = 2,

5 byrow = TRUE)
6 B = matrix(c( 4, 1, O,

7 -4, 2, 0),

8 nrow = 2,

9 byrow = TRUE)
10

11 # Addition

12 C=A+8B

13 print(C)

[,11 [,21 [,3]
[1,] 6 -2 0
[2,] -3 8 5

3.2.2 Matrixsubtraktion

Die Subtraktion von Matrizen gleicher Gréfe ist analog zur Addition definiert.

Definition 3.3. Es seien A, B € R™*™, Dann ist die Subtraktion von A und B definiert
als die Abbildung

— R x R — R™™ (A, B) +— —(A,B):=A—B (3.9)
mit
ayp Qi 0 Oy by by o by
A_B= Qg1 Ggp =+ Qo | byr  byy -+ by,
Ap1 Apo o Qpy bnl bn2 o bnnL (3.10)
aj; — by agp—byy o ay, — by,
_ | @21 — oy agy —byy -+ g, — by,
Apy — bnl Apo — bn2 Ay, — bnm
[ ]
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Wie bei der Matrixaddition legt die Definition der Matrixsubtraktion fest, dass nur Ma-
trizen gleicher Gréle voneinander subtrahiert werden kénnen und dass die Subktration
zweier gleich grofler Matrizen elementweise definiert ist.

Beispiel

Wir kénnen die im Beispiel zur Matrixaddition definierten Matrizen A und B auch von-

einander subtrahieren:
2 -3 0 4 1 0
D_A_B_@ 6 Q_<4120>

2-4 —3-1 0-0
_<1+4 6 — 2 5—0) (8:11)

(=2 —4 0
“\5 4 5)

In R fithrt man diese Rechnung wie folgt aus.

1 # Subtraktion

2 D=A-B
3 print(D)
[,11 [,2] [,3]

[1,17 -2 -4 0
[2,] 5 4 5

3.2.3 Skalarmultiplikation

Die Skalarmultiplikation einer Matrix bezeichnet die Multiplikation eines Skalars mit einer
Matrix.

Definition 3.4. Es sei ¢ € R ein Skalar und A € R™*™. Dann ist die Skalarmultiplikation
von ¢ und A definiert als die Abbildung

R R — R (e, A) b (¢, A) i=cA (3.12)
mit
ay; G o Ay Cayyp  CQyp = Clypy
cA=c a:21 Gz " Gam | ca:m ca:m ca?m : (3.13)
Ap1 Apo 0 Qpy Capy Chpg o+ Chpy
[

Die Skalarmultiplikation ist mit dieser Definition also elementweise definiert.
Beispiel

Es seien ¢ := —3 und A € R**3 definiert als
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31 1
5 2 5
A= 2] (3.14)
3 4 2
Dann ergibt sich
31 1 3.3 —3.1 —-3-1 9 -3 -3
5 2 5 3.5 —3.2 —3.5 15 —6 —15
Bi=ed==3|, - 3.9 3.7 3.1|=| 6 —21 3| G
3 4 2 3.3 —3.4 —3.2 —9 —12 —6

In R fithrt man diese Skalarmultiplikation aus wie folgt.

© 0 N R W N =

=
N o= O

# Definitionen
A = matrix(c(3,1,1,
5,2,5,
2,7,1,
3,4,2),
nrow 4,
byrow = TRUE)

c=-3
# Skalarmultiplikation

B = c*A
print(B)

(,11 [,2] [,3]

[1,] -9 -3 -3
[2,] -16 -6 -15
[3,] -6 -21 -3
[4,] -9 -12 -6

Mithilfe der Definition von Matrixaddition und Skalarmultiplikation ist es moglich, einen
Vektorraum zu definieren, dessen Elemente die reellen Matrizen sind. Insbesondere legt
diese Definition auch die Rechenregeln beim Umgang mit Matrixaddition und Skalarmul-
tiplikation fest.

Theorem 3.1. Das Tripel (R™*™, +,-) mit der oben definierten Matrizaddition und Ska-

larmultiplikation ist ein Vektorraum. Insbesondere gelten damit fir A, B,C €

R™ ™ ynd

r,s,t € R folgende Rechenregeln:

(1) Kommutativitat der Addition: A+ B = B+ A.

(2) Assoziativitat der Addition: (A+ B)+C =A+ (B+C).

(8) Existenz eines neutralen Elements der Addition: 30 € R™*™ mit A+0=0+ A = A.
(4) Ezistenz inverser Elemente der Addition: VA3 — A € R™*™ mit A+ (—A) = 0.

(5) Ezistenz eines neutralen Elements der Skalarmultiplikation: 31 € R mit 1- A = A.
(6) Assoziativitat der Skalarmultiplikation: r-(s-t) = (r-s) - t.

(7) Distributivitit hinsichtlich der Matrizaddition: r - (A+ B) =r-A+r- B.

(8) Distributivitdt hinsichtlich der Skalaraddition: (r +s)-A=r-A+s- A.
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Wir verzichten auf einen Beweis, welcher sich mit einigem Notationsaufwand direkt aus
dem elementweisen Charakter von Matrixaddition und Skalarmultiplikation sowie aus dem
Umgang mit den reellen Zahlen bekannten Rechenregeln ergibt. Das im Theorem erwahnte
neutrale Element der Addition wird Nullmatriz genannt, wir werden dazu spéter eine
allgemeine Notation einfithren. Die inversen Elemente der Addition sind durch

—A = <_aij)1§i§n,1§j§m (3.16)

gegeben und erlauben, die Matrixsubtraktion als Spezialfall der Matrixaddition zu be-
trachten.

3.2.4 Matrixtransposition

Eine weitere hiufig auftretende grundlegende Matrixoperation ist das Vertauschen der
Zeilen- und Spaltenanordnung einer Matrix:

Definition 3.5. Es sei A € R™ ™. Dann ist die Transposition von A definiert als die
Abbildung

T Rroxm oy Rmxn s A by T(A) = AT (3.17)
mit
T
G11 Qg 0 Gy Gy Ggp " Ay
AT — | @21 G2 v Qg || G1p Gp vt Op (3.18)
anl an2 anm alm a2m a’er
[

Fiir A € R™*™ gilt damit also immer AT € R™*". Weiterhin gelten folgende Rechenregeln
der Matrixtransposition, wie man sich an Beispielen klar macht

1) Fiir A € R gilt
(1) g
AT = A. (3.19)
(2) Es gilt
(AT)" = A. (3.20)
(3) Es gilt

T
<aii)1gz’gmin(n,m) = <aii>1gigmin(n,m)'

(3.21)

Letztere Eigenschaft der Transposition besagt, dass die Elemente auf der Hauptdiagonalen
einer Matrix bei Transposition unberiihrt bleiben.

Beispiel

Es sei A € R?*3 definiert durch

A (f 2 (5)) (3.22)
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Dann gilt AT € R3*? und speziell

2 1

AT =3 6. (3.23)
0 5
Weiterhin gilt offenbar min(m,n) = 2 und folglich

T T
(a11) = (ag1)” und (ag;) = (ag) (3.24)

In R fihrt man die Transposition einer Matrix wie folgt durch.

1 # Definition
2 A = matrix(c(2,3,0,

3 1,6,5),

4 nrow = 2,

5 byrow = TRUE)
6 print(A)

[,11 [,2] [,3]
[1,] 2 3 0
[2,1] 1 6 5

1 # Transposition
2 AT = t(4)
3 print (AT)

[,11 [,2]
[1,] 2 1

Schliefllich gelten in der Verbindung mit der Matrixaddition, Matrixsubtraktion und der

Skalarmultiplikation folgende Rechenregeln, wie man sich an Beispielen klarmacht.

(1) Fiir A, B € R™*™ gilt
(A+B)T = AT + BT,

( g

(3) Fiir c € Rund A € R™™ gilt
(cA)T = cAT.

3.3 Matrixmultiplikation

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Die Matrixmultiplikation ist die zentrale Operation beim Rechnen mit Matrizen. Sie ist

definiert wie folgt.
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Definition 3.6. Es seien A € R™™ und B € R™**. Dann ist die Matrizmultiplikation
von A und B definiert als die Abbildung

ciRmox Rmxk s RXE (A B) (A, B) := AB (3.28)
mit
a1 A2 A1m by by b1k
AR = | %21 @22 az_m byy by ba
Uy Gy a;m by Do - Db
S e Y, o0

m m m
Zi=1 Apibiy Zizl Apibig o Zizl Ui

m
= E ajiby
=1 1<j<n,1<I<k

Das Matrixprodukt AB ist also nur dann definiert, wenn A genau so viele Spalten hat wie
B Zeilen hat. Informell gilt fiir die beteiligten Matrixgréfien dabei die Merkregel

(nxm)(m x k)= (nxk). (3.30)

Der Eintrag (AB),; in AB entspricht der Summe der multiplizierten iten Zeile von A und
jten Spalte von B. Zum Berechnen von (AB),; geht man fiir i = 1,..,nund j = 1,...,k
also in Gedanken wie folgt vor:

(1) Man legt die Tranposition der iten Zeile von A iiber die jte Spalte von B.

(2) Weil A genau m Spalten hat und B genau m Zeilen hat, gibt es dann zu jedem
Element der Zeile aus A ein korrespondierendes Element in der Spalte von B.

(3) Man multipliziert die korrespondierenden Elemente miteinander.

(4) Die Summe dieser Produkte ist dann der Eintrag mit Index ¢j in AB.

Beispiel

A € R?*3 und B € R3*? seien definiert als
4 2
A= G _63 g) und B := (—1 0). (3.31)
1 3

Wir wollen C := AB und D := BA berechnen. Mit n = 2,m = 3 und k = 2 wissen wir
schon, dass C' € R?*2? und D € R3*3, weil

(2x3)(3x2)=(2x2) (3.32)

und
(3x2)(2x3)=(3x3). (3.33)
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Es gilt hier also sicher AB # BA. Fiir C ergibt sich dann
C=AB
2 =30 402
=16 5/ 1Y
1 3
_(2-4+(-3)-(-1)+0-1 2-24(=3)-0+0-3 (3.34)
1-446-(—1)+5-1 1-246-04+5-3 '
_(8+3+0 44+0+0
 \4—6+5 24+0+15
(11 4
S \3 17/
In R nutzt man fiir die Matrixmultiplikation den %*% Operator.
1 # Definitionen
2 A = matrix(c(2,-3,0,
3 1, 6,5),
4 nrow = 2,
5 byrow = TRUE)
6 B = matrix(c( 4,2,
7 -1,0,
8 1,3),
9 nrow = 3,
10 byrow = TRUE)
11
12 # Matrixmultiplikation
13 C=AYx) B
14 print(C)
[,11 [,2]
[1,] 11 4
[2,] 3 17
Fiir D ergibt sich weiterhin
D =BA
402 2 =30
i e B G
1 3
4.242-1 4-(-3)4+2-6 4-04+2-5
=|(-1)-240-1 (-1)-(=3)+0-6 (—=1)-0+0-5
1-243-1 1-(=3)+3-6 1-04+3-5 (3.35)

—-2+0 3+0 0+0

8+2 —12+12 O—I—5)

2+3 —3+18 0+15

10
—2
5

0 10
3 0
15 15

In R iberpriift man diese Rechnung wie folgt.
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# Definitionen
A = matrix(c(2,-3,0,

1’ 6)5),
nrow = 2,

byrow = TRUE)
B = matrix(c( 4,2,

-1,0,
1,3),

nrow
10 byrow

3,
TRUE)

12 # Matrixmultiplikation

13 D =B %x% A
14  print(D)

[,11 [,2] [,3]
[1,1] 10 0 10
[2,] -2 3 0
[3,] 5 15 15

Ist allerdings eine Matrixmultiplikation aufgrund nicht-adédquater Matrizengréfen nicht

definiert, so ldsst sich diese auch nicht numerisch auswerten.

1 # Beispiel fiir eine undefinierte Matrixmultipliation

2 E=t() %% B

Error in t(A) %*% B: nicht passende Argumente

# (3 x 2)(3 x 2)

Folgendes Theorem, das wir nicht beweisen wollen, stellt den Bezug zwischen dem Skalar-
produkt zweier Vektoren und der Multiplikation zweier Matrizen her. Dieser ergibt sich
im Wesentlichen durch die Identifikation von R™ und R™*! und der Tatsache, dass nach
Definition der Eintrag (AB),; im Produkt von A € R"*™ und B € R™*k dem Vektorska-

larprodukt der iten Spalte von A” und der jten Spalte von B entspricht.

Theorem 3.2 (Matrixmultiplikation und Vektorskalarprodukt). Es seien x,y € R™. Dann

gilt

die Spalten von AT und fir B € R™* firi=1,.. k

die Spalten von B, also

AT = (a; ay

Dann gilt

(z,y) =zTy.

Weiterhin seien fir A € R™*™ firi=1,...,n

b; = (bij)1<jem € R™

a,) € R™*™ und B = (by b,

AB = (<&i’ bj>>1§ign,1§j§€ '

a; = (aj;)1<jem € R™

by,) € Rmxk.

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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3.3.1 Rechenregeln der Matrixmultiplikation

Im Folgenden stellen wir einige grundlegende Rechenregeln der Matrixmultiplikation, ins-
besondere auch in Kombination mit anderen Matrixoperationen zusammen.

Fir Beweise der folgenden zwei Theoreme zur Assoziativitdt und Distributivitét, die sich
im Wesentlichen mit den entsprechenden Rechenregeln fiir Summen und Produkte der
reellen Zahlen ergeben, verweisen wir auf die einschldgige Literatur.

Theorem 3.3 (Assoziativitit). Es seien A € R™™, B € R™* C € RMP ynd ¢ € R.
Dann gelten

(1) Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ, es gilt
A(BC) = (AB)C. (3.41)
(2) Die Kombination von Matrizenmultiplikation und Skalarmultiplikation ist assoziativ,

¢(AB) = (cA)B = A(cB). (3.42)

Die Assoziativitit von Matrizenmultiplikation und Skalarmultiplikation erkennt man leicht
bei Betrachtung des j, lten Elements von ¢(AB), (cA)B und A(cB) anhand von

c (Z_: aﬁbil) = Z (cay;) by = Z aj; (cby) . (3.43)

=1 i=1

Theorem 3.4 (Distributivitét). Es seien A € R™*™, B € R™*™, C € R™*P. Dann gelten
(A+B)C = AC + BC (3.44)

und

CT(A+B)=CTA+C'B (3.45)

Im Gegensatz zur Kommutativitdts der Multiplikation reeller Zahlen ist die Matrixmulti-
plikation im Allgemeinen nicht kommutativ.

Theorem 3.5 (Nichtkommutativitiat). Es seien A € R™*™ und B € R"™*P. Dann gilt im
Allgemeinen
AB # BA. (3.46)

Beweis. Im Fall p # n ist BA nicht definiert, wir betrachten also nur den Fall p = n. Wir zeigen durch
Angabe cines Gegenbeispiels mit A, B € R?*", dass im Allgemeinen AB = BA nicht gilt. Es seien

A= (8 é) und B = ((1) 8). (3.47)

Dann gilt
R [ R R T B I ST
O
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Theorem 3.6 (Kombination von Matrixmultiplikation und Transposition). Es seien A €
R™*" und B € R™**. Dann gilt
(AB)T = BT AT. (3.49)

Beweis. Ein Beweis ergibt sich wie folgt

. T
(AB)T = (Z aﬁbu> )
i=1 1<j<n,1<i<k

(3.50)

Il
W~ —
lngt
S]

: Ny
&
by

—
2
A
=
=
A
<
A
3

3.4 Matrixinversion

Um den Begriff der inversen Matrix zu motivieren, betrachten wir zunéchst das Problem
des Losens eines linearen Gleichungssystems. Dazu seien A € R™" x € R” und b € R”
und es gelte

Ax =b. (3.51)

A und b seien als bekannt vorausgesetzt, x sei unbekannt. Konkret seien beispielsweise

A (é i) und b = (151) . (3.52)

Dann liegt folgendes lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekann-

ten vor:
_ 1 2 .%'1 o 5 1.%'1 + 2$2 = 5
Ar=b< (3 4) (x2> - (11> 3z, +da, =11 (3.53)

Ziel des Losens von linearen Gleichungssystemen ist bekanntlich, herauszufinden, fiir wel-
che z das Gleichungssystem erfiillt ist. Um in diesem Kontext den Begriff der inversen
Matrix von A einzufithren, vereinfachen wir die Situation weiter. Wir nehmen an, dass
A = a eine 1 x 1 Matrix, also ein Skalar, sei und ebenso z und b, dass wir also fiir
a,z,b € R die Gleichung

ar =b (3.54)

haben. Um diese Gleichung nach x aufzulésen wiirde man natiirlich beide Seiten der Glei-
chung mit dem multiplikativem Inversen von a multiplizieren, wobei das multiplikative
Inverse von a den Wert bezeichnet, der mit a multipliziert 1 ergibt. Dieser ist bekanntlich
durch

1
== 3.55
= (355)
gegeben. Dann wiirde gelten
—1 —1 —1 b
ax=bsatar=a'bel-z=albsr=—. (3.56)
a
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Ganz konkret etwa

1 1
20 =62 120 =276 < §2x = 56 & =3. (3.57)

Analog zu dem Fall, dass die Matrizen in Az = b allesamt Skalare sind, méchte man im
Fall eines linearen Gleichungssystems beide Seiten der Gleichung mit dem multiplikativen
Inversen A~' von A multiplizieren kénnen, sodass eine Gleichung der Form

ATA="1" (3.58)
resultiert. Dann hétte man nidmlich
Ar=be A Az =A"b<2=A4"1b (3.59)

Diese intuitive Idee des multiplikativen Inversen einer Matrix A wird im Folgenden unter
dem Begriff der inversen Matriz formalisiert. Dazu benotigen wir zunéchst den Begriff der
Einheitsmatrix.

Definition 3.7 (Einheitsmatrix). Die Matrix

10 -0
01 -0

I o= (@) 1<icn12jen € RV o= 0 oo (3.60)
0 0 1

mit a;; =1 fiir i = j und a;; = 0 fiir ¢ # j heiBit n-dimensionale Einheitsmatriz.

In R wird I,, mit dem Befehl diag(n) erzeugt. Die Einheitsmatrix ist fiir die Matrixmul-
tiplikation das Analog zur 1 bei der Multiplikation reeller Zahlen. Das ist die Aussage
folgenden Theorems.

Theorem 3.7 (Neutrales Element der Matrixmultiplikation). I,, ist das neutrale Element
der Matrizmultiplikation, d.h. es gilt fir A € R™*"™, dass

I,A=A und Al,, = A. (3.61)

Beweis. Es sei B = (bij) =I,AecR™™. Dann gilt firallel1 <i<mundallel<j<n

di;=0-ay;+0-ay;+++0-a, ;;+1-a;;++++0-a,.,;+0-a,;=a,

(3.62)
Analog zeigt man dies fiir AT, .

O

Mit dem Begriff der Einheitsmatrix konnen wir jetzt die Begriffe der inversen Matrix und
der invertierbaren Matrix definieren:

Definition 3.8 (Invertierbare Matrix und inverse Matrix). Eine quadratische Matrix A €
R™*™ heiBt invertierbar, wenn es eine quadratische Matrix A~! € R™*" gibt, so dass

ATA=AA =T, (3.63)

ist. Die Matrix A~! heiit die inverse Matriz von A.
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Man beachte, dass sich die Begriffe der inversen Matrix und der Invertierbarkeit nur auf
quadratische Matrizen bezichen. Insbesondere kénnen quadratische Matrizen invertierbar
sein, miissen es aber nicht sein (lineare Gleichungssysteme konnen also Losungen haben,
miissen es aber nicht). Nicht invertierbare Matrizen nennt man auch singuldre Matrizen,
invertierbare Matrizen manchmal auch nicht-singuldre Matrizen. SchlieBlich beachte man,
dass Definition 3.8 lediglich aussagt, was eine inverse Matrix ist, aber nicht wie man sie
berechnet.

Beispiel fiir eine invertierbare Matrix

2.0 1.0
A= (3.0 4.0) (3.64)
ist invertierbar und ihre inverse Matrix ist gegeben durch

0.8 —0.2
-1 _
AT = (—0.6 0.4 ) ’ (3.65)

Die Matrix

denn
2.0 1.0 08 —0.2y (1 0\ (08 —0.2) /20 10 (3.66)
3.0 40/\-06 04 ) \0 1) \-06 04 3.0 4.0/’ i
wovon man sich durch Nachrechnen iiberzeugt.

Beispiel fiir eine nicht-invertierbare Matrix

B = ((1) 8) (3.67)

ist nicht invertierbar, denn wére B invertierbar, dann gébe es

(Z Z) (3.68)

o) a)=(Go-61) (3.69)

Das wiirde aber bedeuten, dass 0 = 1 in R und das ist ein Widerspruch. Also kann B nicht
invertierbar sein.

Die Matrix

Zum Berechnen inverser Matrizen

2 x 2 bis etwa 5 x 5 Matrizen kann man prinzipiell per Hand invertieren, dazu stellt die
Lineare Algebra verschiedene Verfahren bereit. Wir wollen hier auf eine Einfiihrung in die
Matrizeninvertierung per Hand verzichten, da in der Anwendung Matrizen standardmaéfig
numerisch invertiert werden. Die numerische Matrixinversion ist dann auch ein grofles
Feld der Forschung zur Numerischen Mathematik, die eine Vielzahl von Algorithmen zu
diesem Zweck bereitstellt. In R werden Matrizen per default mit der Funktion solve(),
in Anlehnung an das Ldsen linearer Gleichungssysteme, invertiert. Fiir das obige Beispiel
einer invertierbaren Matrix ergibt sich dabei folgender R Code.

1 # Definition
2 A = matrix(c(2,1,
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3 3,4),
4 nrow = 2,
5 byrow = TRUE)
6
7 # Berechnen von A~{-1}
8 print(solve(A))
[,11 [,2]

[1,] 0.8 -0.2
[2,] -0.6 0.4

1 # Uberpriifen der Eigenschaften einer inversen Matrix
2 print(solve(A) %x*% A)

[,11 [,2]
[1,] 1 0
[2,] 0 1

1 # Bei der umgekehrten Berechnung ergebn sich kleine Rundungsfehler
2 print(A %*7 solve(A))

[,1] [,2]
[1,] 1 -5.551115e-17
[2,1] 0 1.000000e+00

Nicht-invertierbare Matrizen sind dabei natiirlich auch numerisch nicht-invertierbar, wie
folgende Fehlermeldung in R beziiglich obigen Beispiels einer nicht-invertierbaren Matrix
demonstriert.

1 B = matrix(c(1,0,

2 0,0),

3 nrow = 2,
4 byrow = 2)
5 solve(B)

Error in solve.default(B): Lapackroutine dgesv: System ist genau singuléar: U[2,2] = 0O

3.5 Determinanten

Die Determinante ist eine vielseitig einsetzbare Mafizahl einer quadratischen Matrix. Fur
das Verstédndnis der Eigenanalyse und der Matrizzerlegung ist der Begriff der Determinante
im Kontext des charakteristischen Polynoms grundlegend.

Allgemein ist eine Determinante eine nichtlineare Abbildung der Form
|-|: R = R, A |4, (3.70)

d.h. eine Determinante ordnet einer quadratischen Matrix A die reelle Zahl |A| zu. Die
Zahl |A] wird dabei rekursiv anhand folgender Definition bestimmt.
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Definition 3.9 (Determinante). Fiir A = (a;;)1<; <, € R™™ mit n > 1 sei 4;; €
R~ 1*n~1 die Matrix, die aus A durch Entfernen der iten Zeile und der jten Spalte entsteht.
Dann heif3t die Zahl

|A] == aq, firn=1 (3.71)
Al =" ay;(—1)"* det (Ay;) fiirn > 1 (3.72)
j=1

die Determinante von A.

Die Definition fiihrt die Bestimmung der Determinante einer quadratischen Matrix also
sukzessive durch Streichen von Zeilen und Spalten auf die Determinante einer 1 x 1 Matrix
zuriick, die durch ihr einziges Element gegeben ist. Fiir

1 2 3
A:=|4 5 6| cR33 (3.73)
789

ergeben sich dabei zum Beispiel folgende Matrizen der Form A,; € R¥~13~1:

5 6 4 6 2 3 1 3
A11:(8 9))"412:(7 9)7A21:<8 9)"’422:(7 9) (374)

Fiir die Berechnung der Determinanten von zwei- und dreidimensionalen quadratischen
Matrizen gibt es direkte, nicht-rekursive Rechenregeln, die in folgendem Theorem festge-
halten sind

Theorem 3.8 (Determinanten von zwei- und dreidimensionalen Matrizen).
Es sei A = (a;;)1<; j<o € R¥2. Dann gilt
[ Al = ay1a99 — @150 (3.75)
Es sei A = (a;;)1<; j<3 € R*®. Dann gilt
[ A = 1099033 + 15093031 + Q13051035 — 12091033 — G11093039 — Q13099031 (3.76)
Beweis. Fir A € R?*2 gilt nach Definition

|Al = Zalj(_l)lJrj‘Aljl
=1

= all(_1)1+1|A11‘ + a12(_1)1+2‘A12| (3.77)
= ay[(ags)| — ayzl(as;)

= Q11Q2p — A12Q97 -
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Fiir A € R3*3 gilt nach Definition und mit der Formel fiir Determinanten von 2 x 2 Matrizen

| Al

Z alj(_1)1+j|(A1j|
=1

= all(_1)1+1“41j| a1 (=1)" A+ ags(—1) TP A )

=ay,|A]— alQ‘A12| + a13|A13|

3.78
_ Qo Qg3 Qg1 Q23 Qg1  Qgg ( )
=a —a +a
11l g a 12|l 4 a 13|\ 4 a
32 33 31 33 31 32
= ay11(A22033 — Ga3032) — G12(A21a33 — Ga3031) + a13(A21a35 — 22031)
= Q711095033 — Q11023035 — (12091033 T Q13023037 + G13021A33 — Q1302203
= Q717095033 + Q13053031 + A13051035 — Q13051033 — (11033035 — Q1300303 -
O

Fiir die Bestimmung der Determinanten von 2 x 2 und 3 x 3 Matrizen gilt somit die
sogennante Sarrusche Merkregel:

”Summe der Produkte auf den Diagonalen minus Summe der Produkte auf den Gegendiagonalen.”

Dabei bezieht sich die Merkregeln bei 3 x 3 Matrizen auf das Schema

apy g ajy | oap; agg
Qg1 Qg Go3 | ag; ag |- (3.79)
G3; G3p A3z | Gz Gz

Beispiele fiir Determinanten von 2 x 2 und 3 x 3 Matrizen

Es seien
2 00
A= (g i) ,B = (é 8) und C:=|[0 1 0 (3.80)
0 0 3
Dann ergeben sich
|A|]=2-4—1-3=8—-3=5 (3.81)
und
|IBl=1-0—0-0=0—-0=0 (3.82)
und

IC|=2-1-340-0-040-0-0-0-0-3—0-0-0—0-1-0=2-1-3=6.  (3.83)

In R rechnet man dies mithilfe der det () Funktion wie folgt nach:

1 # Matrixdefinition und Determinantenberechnung
2 A = matrix(c(2,1,

3 3,4),

4 nrow = 2,

5 byrow = TRUE)

6 det(A)

[11 5
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1 # Matrixdefinition und Determinantenberechnung
2 B = matrix(c(1,0,

3 0,0),

4 nrow = 2,

5 byrow = TRUE)

6 det(B)

[11 0

1 # Matrixdefinition und Determinantenberechnung
2 C = matrix(c(2,0,0,
3 0,1,0,
4 0,0,3),
5 nrow = 3,
6 byrow = TRUE)
7 det(C)
[1]1 6

Fiir Determinanten bestehen zahlreiche Rechenregeln im Zusammenspiel mit Matrixmul-
tiplikation und Matrixinversion. Ohne Beweis stellen wir diese in folgendem Theorem
zusammen.

Theorem 3.9 (Rechenregeln fiir Determinanten).
(Determinantenmultiplikationssatz). Fir A, B € R™*" gilt
|AB| = |A||B]. (3.84)
(Transposition). Fir A € R™*™ gilt
|A| = |AT]. (3.85)

(Inversion). Fiir eine invertierbare Matriz A € R™*™ gilt

1
A7l = —. 3.86
7= o (550

(Dreiecksmatrizen). Fir Matrizen A = (a;;)1<; jen, € R™" mit a;; = 0 fiir i > j oder
a;; =0 fir j>1i git

n

i=1
Folgendes sehr tiefgehendes Theorem, welches wir nicht vollstdndig beweisen wollen, gibt

eine Moglichkeit an, anhand der Determinante einer quadratischen Matrix zu bestimmen,
ob sie invertierbar ist.

Theorem 3.10. A € R™*™ ist dann und nur dann invertierbar, wenn gilt, dass |A| # 0.
Es gilt also

A ist invertierbar < |A| # 0 und A ist nicht invertierbar < |A| = 0. (3.88)
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Beweis. Wir deuten einen Beweis lediglich an und zeigen, dass aus der Invertierbarkeit von A folgt, dass
|A| nicht gleich Null sein kann. Nehmen wir also an, dass A invertierbar ist. Dann gibt es eine Matrix B
mit AB = I,, und mit dem Determinantenmultiplikationssatz folgt

[AB| = |A||B| = |I,| = 1. (3.89)

Also kann |A| = 0 nicht gelten, denn sonst wére 0 = 1.

Visuelle Intuition

Der abstrakte Begriff der Determinante einer quadratischen Matrix kann mithilfe des Vek-
torraumbegriff etwas veranschaulicht werden. Dazu seien a4, ...,a,, € R™ die Spalten von
A € R™™. Dann gilt (wie wir nicht beweisen wollen), dass |A| dem signierten Volumen
des von aq,...,a, € R™ aufgespannten Parallelotops entspricht. Um dies visuell zu veran-
schaulichen betrachten wir die Matrizen

() (2 ) 22 )

mit den jeweiligen Determinanten

|A|=3-2—1-1=5, [Ay=2-2—0-0=4, |A4]=2-2—2.2=0.  (3.91)

Abbildung 3.1 visualisiert die entsprechende Intuition.

A [Ad]=5 B |A| =4 C [As]=0
44 4 4
3 3 3
<2 < 2 <2
1 1 1
0 T T T 1 0 T f T 1 0 T T T 1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Abbildung 3.1 Determinanten als Parallelotopvolumina.

3.6 Spezielle Matrizen

In dieser Sektion stellen wir einige haufig auftretende Typen von Matrizen und ihre Eigen-
schaften zusammen. Zum Beweis der allermeisten Eigenschaften verweisen wir dabei auf
die einschlagige Literatur.
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3.6.1 Einheitsmatrizen

Die Einheitsmatrix und die Einheitsvektoren haben wir bereits kennengelernt. Wir fassen
sie hier noch einmal in einer gemeinsamen Definition zusammen.

Definition 3.10 (Einheitsmatrix und Einheitsvektoren). Wir bezeichnen die Finheitsma-
triz mit

n

Wir bezeichnen die Finheitsvektoren e;,i = 1,...,n mit

€;

= <€ij>1§j§n € R™ mit e; =1 fiir i = j und e; =0 fiir z + 7. (3.93)

Die Einheitsmatrix I, besteht nur aus Nullen und Diagonalelementen gleich Eins, die
Einheitsvektoren bestehen nur aus Nullen und einer Eins in der jeweils indizierten Kom-
ponente. Es gilt

I,=(e; - e,). € R (3.94)

Fir n = 3 gilt also zum Beispiel

1 00 1 0 0
Is=10 1 0] unde;=|[0|,eq=11],e5=1/[0]. (3.95)
0 01 0 0 1

Weiterhin gelten fiir die Einheitsvektoren bekanntlich fir 1 <i,57 <n
efe;=0firi# jele; =1 und ef v =v'e; = v; fiir v e R™ (3.96)
3.6.2 Einsmatrizen und Nullmatrizen

Definition 3.11 (Nullmatrizen, Nullvektoren, Einsmatrizen, Einsvektoren). Wir bezeich-
nen Nullmatrizen und Nullvektoren mit

Onm = (0)1§i§m,1§j§n € R™™ und On = <O>1§i§n e R™ (397)

Wir bezeichnen Einsmatrizen und Einsvektoren mit
Lim = (Wigicn,1<5em € R und 1, = (1)1, € R” (3.98)
[ )

0,,,, und 0,, bestehen also nur aus Nullen und 1,,, und 1,, bestehen nur aus Einsen. Es

gilt also beispielsweise

0 0 0 11 1
0 0 0 11 1

Weiterhin gelten zum Beispiel

m

0,00 =0,,und 1,17 =1, . (3.100)

wovon man sich durch Nachrechnen tiberzeugt.
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3.6.3 Diagonalmatrizen

Definition 3.12 (Diagonalmatrix). Eine Matrix D € R™"™ heifit Diagonalmatriz, wenn

[ )
Eine quadratische Diagonalmatrix D € R™™ mit den Diagonalelementen dy,...,d,, € R
schreibt man auch als
D = diag(dy, ...,d,,). (3.101)
Zum Beispiel gelten
1 00
D :=diag(1,2,3) =10 2 0 (3.102)
0 0 3
und fiir 02 € R
a2 0 0
¥ = diag(0?,0%,02)=| 0 o2 0 | =%L. (3.103)
0 0 o2

In folgendem Theorem stellen wir einige wichtige Eigenschaften von quadratischen Diago-
nalmatrizen zusammen.

Theorem 3.11 (Eigenschaften quadratischer Diagonalmatrizen).

(Determinante.) D := diag(dy, ...,d,,) € R™"™ sei eine quadratische Diagonalmatriz. Dann
gilt

D =]]d- (3.104)
=1

3.6.4 Symmetrische Matrizen

Symmetrische Matrizen sind quadratische Matrizen, die bei Transposition unverdndert
bleiben:

Definition 3.13. Eine Matrix S € R™ " heifit symmetrisch, wenn ST = S.

Ein Beispiel fiir eine symmetrische Matrix ist

1 2 3
Si=121 2]|. (3.105)
3.2 1

In folgendem Theorem stellen wir einige wichtige Eigenschaften symmetrischer Matrizen
zusamimen.
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Theorem 3.12 (Eigenschaften symmetrischer Matrizen).

(Summation.) S; € R™™ und S, € R™*™ seien symmetrische Matrizen. Dann gilt
Sy + Sy = (S +8,)7T. (3.106)

(Inverse.) S sei eine invertierbare symmetrische Matriz und S™1 ihre Inverse. Dann ist
auch S~' eine symmetrische Matriz, d.h. es gilt

(§71)" =gL (3.107)

3.6.5 Positiv-definite Matrizen

Positiv-definite Matrizen sind fiir die probabilistiche Modellierung mit multivariaten Nor-
malverteilungen zentral.

Definition 3.14. Eine quadratische Matrix C' € R™*™ heifit positiv-definit (p.d.), wenn

e ( eine symmetrische Matrix ist und
o fiir alle x € R™, x # 0,, gilt, dass 7 Cz > 0 ist.

In folgendem Theorem stellen wir einige wichtige Eigenschaften positiv-definiter Matrizen
zusammen.

Theorem 3.13 (Eigenschaften positiv-definiter Matrizen).

(Inverse.) C' € R™" sei eine positiv-definite Matriz. Dann gilt, dass C~1 existiert und
ebenfalls positiv-definit ist.

3.7 Literaturhinweise

S. Searle (1982) gibt eine umfassende Einfithrung in die Matrixtheorie vor dem Hintergrund
der probabilistischen Datenanalyse, Strang (2009) gibt ein umfassende Einfithrung in die
Matrixtheorie im Kontext der linearen Algebra. In ihrer modernen Inkarnation tauchen
Matrizen als algebraische Objekte wohl zunéchst in den Arbeiten von Arthur Caley (1821-
1895) auf, siche zum Beispiel Caley (1858).

3.8 Selbstkontrolifragen

Geben Sie die Definition einer Matrix wieder.

Nennen Sie sechs Matrixoperationen.

Geben Sie die Definitionen der Matrixaddition und -subtraktion wieder.
Geben Sie die Definition der Skalarmultiplikation fiir Matrizen wieder.
Geben Sie die Definition der Matrixtransposition wieder.

FU o =
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6.

10.
11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.

Es seien
1 2 3 0
A= <2 1) ,B:= (1 2) , und ¢ := 2 (3.108)

D:=c(A—B7T) und E := (cA)" + B. (3.109)

Berechnen Sie

Geben Sie die Definition der Matrixmultiplikation wieder.
Es seien A € R**2, B € R?** und C € R3*%. Priifen Sie, ob folgende Matrixprodukte definiert
sind, und wenn ja, geben Sie die Gréfle der resultierenden Matrix an:

ABC, ABCT,ATCBT, BAC. (3.110)

12 3 12 2 1
A=|4 5 6|B:=|1 3 1| wmdC:=|3]. (3.111)
320 2 0 0 2

Berechnen Sie die Matrixprodukte

. Es seien

AB,BTAT (BTAT)"  AC. (3.112)

Definieren Sie die Begriff der inversen Matrix und der Invertierbarkeit einer Matrix.
Geben Sie die Formel fiir die Determinante von A := (4;;)1<; j<2 € R? wieder.
Geben Sie die Formel fiir die Determinante von A := (4,;);<; j<3 € R wieder.
Berechnen Sie die Determinanten von

9 1 3 2 1
A= B:=12 3 2| und C:=diag(1,2,3) (3.113)
L2 1 2 3

Geben Sie die Definitionen von Einheitsmatrix und Einheitsvektoren wieder.
Geben Sie die Definitionen von Nullmatrizen und Einsmatrizen wieder.
Geben Sie die Definition einer symmetrischen Matrix wieder.

Geben Sie die Definition einer Diagonalmatrix wieder.

Geben Sie die Definition einer positiv-definiten Matrix wieder.
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4 Normalverteilungen

Die multivariate Normalverteilung ist die multivariate Generalisierung der univariaten
Normalverteilung. Die Motivation fiir die verbreiteten Normalverteilungsannahmen in der
probabilistischen Modellierung liegt bekanntermafien im Zentralen Grenzwertsatz: In pro-
babilistischen Modellen représentieren probabilistische Terme die Summation sehr vieler
Prozesse, die durch die deterministischen Bestandteile des jeweiligen Modells, also eine
formalisierte wissenschaftliche Theorie, nicht erklart werden. Nach dem Zentralen Grenz-
wertsatz ist die Summe dieser nicht erklidrten Prozesse dann aber gerade normalverteilt.

Uber diesen grundlegenden Aspekt hinaus hat die Normalverteilung viele giinstige mathe-
matische Eigenschaften, die ihren Einsatz in vielen Bereichen der probabilistischen Mo-
dellierung ermdoglichen. Anwendungen multivariater Normalverteilungen finden sich damit
im Kontext des Allgemeinen Linearen Modells, den Generalisierungen des Allgemeinen
Modells zu Hierarchischen Linearen Modellen oder Multivariaten Allgemeinen Linearen
Modellen, der Bayesianischen Inferenz bei Normalverteilungsannahmen und nicht zuletzt
der Theorie probabilistischer Filter, wie zum Beispiel dem Kalman-Bucy Filter.

4.1 Konstruktion

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie ein bivariat normalverteilter Zufallsvektor durch
Transformation und Konkatenation zweier univariat normalverteilter Zufallsvariablen kon-
struiert werden kann. Dazu erinnern wir zunédchst an den Begriff der normalverteilten
Zufallsvariable

Definition 4.1 (Normalverteilte Zufallsvariable). £ sei eine Zufallsvariable mit Ergebnis-
raum R und WDF

1 1
p:R—= R,z px):= Noroe exp <_ﬁ($ — u)2> . (4.1)

Dann sagen wir, dass £ einer Normalverteilung (oder Gauf-Verteilung) mit Erwartungs-
wertparameter p € R und Varianzparameter o > 0 unterliegt und nennen & eine normal-
verteilte Zufallsvariable. Wir kiirzen dies mit & ~ N(p,0?) ab. Die WDF einer normalver-
teilten Zufallsvariable bezeichnen wir mit

N (o) = < exp (=5 (@ —n)?). (12)
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N(x; 0,1) N(x; —=2.5,10) N(x; 3,0.5)

0.6 0.6 0.6 -
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 /k 0.1
0.0 0.0 0.0

T T T T T T T T T T T T T T T

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

X X X

Abbildung 4.1 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen univariater Normalverteilungen.

Visuell entspricht der Parameter p einer normalverteilten Zufallsvariable dem Wert hochs-
ter Wahrscheinlichkeitsdichte und der Parameter o2 spezifiziert die Breite der WDF (Abbil-
dung 4.1). Weiterhin gelten fiir den Erwartungswert und die Varianz einer normalverteilten
Zufallsvariable bekanntlich

E(¢) = pund V(§) = o2, (4.3)

Eine normalverteilte Zufallsvariable der Form & ~ N (0, 1) schliefllich heiit auch standard-
normalvertedlt.

Folgendes Theorem zeigt, wie zwei unabhéngige, univariat standardnormalverteilte Zu-
fallsvariablen kombiniert werden kénnen, um einen bivariat verteilten Zufallsvektor zu
konstruieren. Die Verteilung eines ebensolchen Zufallsvektors wird dann als bivariate Nor-
malverteilung bezeichnet.

Theorem 4.1 (Konstruktion bivariater Normalverteilungen). ¢; ~ N(0,1) und (5 ~
N(0,1) seien zwei unabhdngige standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Weiterhin seien
fys iy € R, 01,09 >0 und p €] — 1, 1[. Schlieflich seien

§ =01 1y

4.4
§y =0y (PC1+(1_P2)1/2C2>+H2- 449

Dann hat die WDF des Zufallsvektors € == (&,,&,)T, also der gemeinsamen Verteilung von
& und &,, die Form

PR = Rog i pla) = @) HS] e (5l — @S M@ —p)) . (45)

wobei n := 2 und p € R? und ¥ € R?*? durch

2
= (,u1> und ¥ = ( 71 '001202) (4.6)

Ha pPo0y 03

gegeben sind.

Fiir einen Beweis des Theorems verweisen wir auf DeGroot und Schervish (2012).
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Beispiel

Folgender R Code zeichnet das obige Theorem anhand konkreter Beispielwerte fiir
1, e, 01,09 und p nach und gibt die Parameter p und ¥ der resultierenden bivariaten
WDF aus.

1 # Parameterdefinitionen

2 mu_1 =5.0 # \mu_1

3 mu_2 = 4.0 # \mu_2

4 sig_.1 = 1.5 # \sigma_1

5 sig_ 2 = 1.0 # \sigma_2

6 rho =0.9 # \rho

7

8 # Realisierungen der standardnormalverteilten ZVen

9 n = 100 # Anzahl Realisierungen
10 zeta_1 = rnorm(n) # \zeta_1 \sim N(0,1)

11 zeta_2 = rnorm(n) # \zeta_1 \sim N(0,1)

12

13 # Evaluation von Realisierungen von \xi_1 und \xi_2

14 xi_1 = sig_1l*zeta_1 + mu_1 # Realsierungen von zeta_1
15 xi_2 = sig_2*(rho*zeta_1 + sqrt(l-rho”2)*zeta_2) + mu_2 # Realsierungen von zeta_2
16

17 # Parameter der gemeinsamen Verteilung von \xi_1 und \xi_2

18 mu = matrix(c(mu_1, # \mu \in \mathbb{R}"2

19 mu_2),

20 nrow = 2, byrow = TRUE)

21 Sigma = matrix(c(sig_1"2 , tho*sig_lxsig 2, # \Sigma \in \mathbb{R}"{2 x 2}
22 rhoxsig_l*sig 2, sig_272),

23 nrow = 2, byrow = TRUE)

24 print (mu)

[,1]
[1,] 5
[2,] 4

1 print(Sigma)

RN
W N e
]
o w N
S o=

Die durch obigen R Code generierten Realisierungen von & = (£;,&,)7, sowie die Isokon-
turen der durch Theorem 4.1 postulierten WDF sind in Abbildung 4.2 dargestellt.

10

X2

Abbildung 4.2 Konstruktion bivariater Normalverteilungen.
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4.2 Definition

In diesem Abschnitt wollen wir die multivariate Normalverteilung nun formal einfithren
und erste Eigenschaften angeben. Wir nutzen folgende Definition.

Definition 4.2. ¢ sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Ergebnisraum R™ und WDF
n 1
PR Rog, a0 pla) = (2 H (S Fexp (56— S @) (A7)

Dann sagen wird, dass & einer multivariaten (oder n-dimensionalen) Normalverteilung
mit Erwartungswertparameter p € R™ und positiv-definitem Kovarianzmatrizparameter
Y € R™™ unterliegt und nennen ¢ einen (multivariat) normalverteilten Zufallsvektor. Wir
kiirzen dies mit £ ~ N(u,X) ab. Die WDF eines multivariat normalverteilten Zufallsvek-
tors bezeichnen wir mit

Niai %) = (20) 3] b exp (—3 @ =TS w—p) ). (4.8)

Abbildung 4.3 A,B,C zeigen die Isokonturen der WDFen bivariat normlaverteilter Zufalls-
vektoren fiir u = (1,1)7 und

0.20 0.15 0.20 0.00 0.20 —0.15

respektive. Abbildung 4.4 A-C zeigen jeweils 200 Realisierungen der entsprechenden Zu-
fallsvektoren.

A B
2.0 2.0
1.5 4 1.5 4
<10 £1.0 H ()

06

0.5 0.5 0.4
02

0.0 T T T 1 0.0 T T T 1

0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Abbildung 4.3 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen bivariater Normalverteilungen.

Ohne Beweis halten wir fest, dass wie im Fall einer univariat normalverteilten Zufallsva-
riable, der Erwartungswert und die Kovarianzmatrix eines normalverteilten Zufallsvektors
durch die entsprechenden Parameter gegeben sind.

Theorem 4.2 (Erwartungswert und Kovarianzmatrix normalverteilter Zufallsvektoren).
&~ N(u,X) sei ein multivariat normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswertparame-
ter p € R™ und Kovarianzmatrizparameter ¥ € R™*™ p.d.. Dann gelten

E(§) = p und C(&) = X. (4.10)
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A B C
2.0 4 2.0 4 2.0 4
1.5 H 1.5 H 1.5 H
<'1.0 <1.0 1.0
0.5 — 0.5 0.5
0.0 T T T 1 0.0 T T T 1 0.0 T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Abbildung 4.4 Realisierungen bivariat normalverteilter Zufallsvektoren.

Wie im Falle der univariat normalverteilten Zufallsvariable entspricht der Parameter u €
R™ dem Wert hochster Wahrscheinlichkeitsdichte der multivariaten Normalverteilung. Ana-
log zum Varianzparameter der univariat normalverteilten Zufallsvariable spezifizieren die
Diagonalelemente von 3 € R™ "™ p.d. die Breite der WDF beziiglich der Zufallsvektor-
komponenten &, ...,&,,. Allgemein spezifiziert im Falle des multivariat normalverteilten
Zufallsvektors das i, jte Element von ¥ € R™*™ p.d. hier nun die Kovarianz der Zufallsvek-
torkomponenten §; und §;.

4.3 Transformationen

In diesem Abschnitt stellen wir einige Resultate zu den Verteilungen transformierter nor-
malverteilter Zufallsvektoren zusammen. Wir verzichten dabei auf Beweise.

Theorem 4.3 (Invertierbare lineare Transformation eines normalverteilten Zufallsvek-
tors). & ~ N(,ug,Eg) sei ein normalverteilter n-dimensionaler Zufallsvektor und es sei
¢ := A& mit einer invertierbaren Matrix A € R™*™. Dann gilt

Nach Theorem 4.3 ergibt die invertierbare lineare Transformation eines multivariat nor-
malverteilten Zuallsvektors also wiederum einen multivariat normalverteilten Zufallsvektor
und die Parameter der Verteilung dieses normalverteilten Zufallsvektors ergeben sich aus
den Parametern der Verteilung des urspriinglichen Zufallsvektors und der Transformati-
onsmatrix.
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Beispiel

Als Beispiel betrachten wir die invertierbare lineare Transformation eines bivariaten nor-
malverteilten Zufallsvektors £. Es seien

1 0.20 0.15
= (1) was (020 020) 12

der Erwartungswert- und Kovarianzmatrixparameter von &, respektive, und es sei

A= (:i ;) (4.13)

die Transformationsmatrix. Da |A| = —3 # 0 ist A invertierbar und es gilt nach Theo-
rem 4.3, dass

0.40 0.05) . (4.14)

) B (1 T _
¢~ N, Be) mit pre = Ap = ( 1 ) und Axed” = (0.05 0.40

Abbildung 4.5 A zeigt Isokonturen der WDF von ¢ und Realisierungen z¥) € R? von ¢ fiir
i =1,...,50. Abbildung 4.5 B zeigt die transfomierten Realisierungen 2! = Az € R?
von ( sowie die Isokonturen der WDF von ¢ nach Theorem 4.3.

A &~ N(ug, Z¢) B {~ N(Apg, AZA")
3 3
2 - — 2 -
e,
/):/97/ / /0:‘
1 /5 1o " e(eel
\. & / \\/
x 0 oo N 0 1
_2 —] _2 —
-3 T T T T 1 -3 T T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X1 Z3

Abbildung 4.5 invertierbare lineare Transformation eines normalverteilten Zufallsvektors

Die Tatsache, dass ein linear transfomierter normalverteilter Zufallsvektor wiederum nor-
malverteilt ist und dass sich die Parameter der Verteilung des transformierten Zufallsvek-
tors aus den Parametern der Verteilung des urspriinglichen Zufallsvektors sowie den Trans-
formationsparametern bestimmen lassen, bleibt auch im Falle einer nicht notwendigerweise
invertierbaren linearen Transformation und auch im Falle einer nicht notwendigerweise in-
vertierbaren linear-affinen Transformation wahr. Dies ist die Aussage folgenden zentralen
Theorems. Fiir einen Beweis verweisen wir auf Anderson (2003), Abschnitt 2.4.

Theorem 4.4 (Linear-affine Transformation eines normalverteilten Zufallsvektors). & ~
N(pe, X¢) sei ein normalverteilter n-dimensionaler Zufallsvektor und es sei

(:=Ax+bmit Ac R™" und b € R™. (4.15)
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Dann gilt

¢~ N(pe, %) mit pe = Ap+b € R™ und ¥ = ALAT € R™™, (4.16)

4.4 Spharizitat

Folgendes Theorem ist fiir die grundlegende Theorie des Allgemeinen Linearen Modells
zentral.

Theorem 4.5 (Sphérische multivariate Normalverteilung). Fir ¢ = 1,...n seien
N(x;;p;,02) die WDFen wvon n wunabhingigen wunivariaten normalverteilten Zufalls-
variablen &;,...,€, mit py,...pn, € R und o®> > 0. Weiterhin sei N(x;u,o%I,) die
WDF eines n-variaten normalverteilten Zufallsvektors & mit Erwartungswertparameter
= (fty, s )T € R™. Dann gilt

n
Pe(@) =pe, e (1, my) = [ [ e, () (4.17)
i=1
und insbesondere .
N(:L” K, UQIn) = HN(szuwo-Q) (418)
i=1

fiir alle x = (24, ...,x,)T € R™.

Beweis. Wir zeigen die Identitéit der multivariaten WDF N (z; pu, 021,,) mit dem Produkt von n univaria-
ten WDFen N(z,;u,;,021,,), wobei p,; der ite Eintrag von p € R™ ist. Es ergibt sich

N (5, 0°1,) = (2m) 0?1, ] e (—5 (0 — )7 (0?L) M — p)

= (n 27r5> (02)  exp (—%(w — )" (@~ u))

4.19
N 1 2 (4.19)
:H 27{'0‘2Hexp<_2 2( ’L_I'I/’L) )
i=1 1=1
n 1 )
= H €xXp _72(1“7, - :U’z)
1 V2mo?
:HN@%’/LNU )
=1
O

Einen Kovarianzmatrixparameter der Form ¥ = ¢2I,, nennt man auch sphdrisch, da die
Isokonturen der WDF eines normalverteilten Zufallsvektors mit einem solchen Kovarianz-
matrixparameter Sphdren bilden (zum Beispiel Kreise bei n = 2 und Kugeln bei n = 3).
Eine multivariate Normalverteilung mit sphérische Kovarianzmatrixparameter nennt man
entsprechend eine sphdrische Normalverteilung. Theorem 4.5 besagt, dass die WDF eines
n-dimensionalen normalverteilten Zufallskvektors mit sphérischem Kovarianzparameter
der gemeinsamen WDF von n unabhéngigen univariat normalverteilten Zufallsvariablen
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entspricht und umgekehrt. Eine Realisierung eines n-dimensionalen normalverteilten Zu-
fallsvektors entspricht also den Realisierungen von n unabhéngigen univariat normalver-
teilten Zufallsvariablen und umgekehrt. Man beachte, dass die Identitdt der Verteilungen
der &;,7 = 1,...,n hier nicht voraussgesetzt ist, insbesondere kénnen sich ihre Erwartungs-
wertparameter u,,% = 1,...,n explizit unterscheiden.

4.5 Marginale und bedingte Verteilungen

Multivariate Normalverteilungen haben die Figenschaft, dass auch alle anderen assozi-
ierten Verteilungen Normalverteilungen sind und deren Erwartungswert- und Kovarianz-
matrixparameter aus den Parametern der jeweils komplementédren Verteilung errechnet
werden konnen. Insbesondere gilt zum einen, dass die uni- und multivariaten Marginal-
verteilungen multivariater Normalverteilungen wiederum Normalverteilungen sind. Zum
anderen lassen sich wie alle multivariaten Verteilungen multivariate Normalverteilungen
multiplikativ in eine marginale und eine bedingte Verteilung zerlegen. Insbesondere sind
nun aber bei multivariaten Normalverteilungen diese Verteilungen wiederum (multivaria-
te) Normalverteilungen, deren Parameter aus den Parametern der gemeinsame Verteilung
errechnet werden kénnen und umgekehrt. Wir fassen obige Erkenntnisse formal in den
folgenden drei Theoremen zusammen.

Theorem 4.6 (Marginale Normalverteilungen). Es sein = k+1 und & = (&, ...,&,,)T sei
ein n-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswertparameter

= (”U) € R, (4.20)
K¢

mit p,, € RF and He € R! und Kovarianzmatrizparameter

¥ = @“v §“<> € R, (4.21)
Cu ¢¢
mit ¥, € RPF, 8 e R 8, € RF, und S € R Dann sind v := (&, ...,&,)" und
¢ = (&ins s &)Y k- und I-dimensionale normalverteilte Zufallsvektoren, respektive, und
es gilt
v~ N(pty, Xyp,) und ¢~ N(pe, Xee) (4.22)

Die Marginalverteilungen einer multivariaten Normalverteilung sind also auch Normalver-
teilungen und die Parameter der Marginalverteilungen ergeben sich aus den Parametern
der gemeinsamen Verteilung. Fiir Beweise dieses Theorems verweisen wir auf z.B. Mar-
dia, Kent, und Bibby (1979), Kapitel 3 oder Anderson (2003), Kapitel 2. Abbildung 4.6
visualisiert Theorem 4.6 fiir den Fall n:=2 k:=1,1:=1,

(1 9 __(0.10 0.08 2%2
o= (2> € R* und ¥ := (0.08 0.15> eR (4.23)

Abbildung 4.6 A zeigt dabei die WDF des bivariaten Zufallsvektors £ und Abbildung 4.6
B und C die WDFen der entsprechenden marginalen Zufallsvariablen v und ¢.

Mithilfe einer marginalen und einer bedingten multivariaten Normalverteilung léasst sich
eine gemeinsame multivariate Normalverteilung konstruieren, deren Parameter sich aus
den Parametern der marginalen und bedingten Verteilung ergeben. Dies ist die zentrale
Aussage folgenden Theorems.
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Abbildung 4.6 Marginale Verteilungen eines bivariaten normalverteilten Zufallsvektor.

Theorem 4.7 (Gemeinsame Normalverteilungen). £ sei ein m-dimensionaler normalver-
teilter Zufallsvektor mit WDF

Pt R™ = Rog, = pe(x) := N(x; pg, Bge) mit pe € R™, N € R™XT (4.24)

A € R™™ sei eine Matrix, b € R™ sei ein Vektor und v sei ein n-dimensionaler bedingt
normalverteilter Zufallsvektor mit bedingter WDF

PoeClz) : R™ = Rog, y 1= pye(yle) := N(y; A +b,5,,,) mit ¥, € R™™. (4.25)

Dann ist der m + n-dimensionale Zufallsvektor (£,v)T normalverteilt mit (gemeinsamer)

WDF
L R™ SR <x>|—> U(G))—N((lj; > U), 4.26
De, >0 | y De, y y Fee vy g, (4.26)

mit pe ,, € R und ¢, € R und insbesondere

_ (ke _ [ e Tee AT
Hew = (Aug +b> und e, = (AE£€ Sy + ASeAT) (4.27)

Insbesondere ergeben sich die Parameter der gemeinsamen Verteilung also als linear-affine
Transformation der Parameter der induzierenden Verteilungen. Abbildung 4.7 visualisiert
Theorem 4.7 fiir den Fall m := 1,n:= 1,y := 1,5, := 0.2, A:=1,b:=1und X, := 0.1.
Abbildung 4.7 A zeigt dabei die WDF der Zufallsvariable &, Abbildung 4.7 B zeigt die WDF
der bedingten Verteilung der Zufallsvariable v gegeben & und Abbildung 4.6 C schliefilich
zeigt die WDFen des induzierten bivariaten Zufallsvektors (&, v).

Die Definition einer multivariaten Normalverteilung erlaubt es weiterhin, die bedingten
Verteilungen aller Komponenten des entsprechenden Zufallsvektors direkt mithilfe der Pa-
rameter der multivariaten Normalverteilung zu bestimmen. Dies ist die zentrale Aussage
folgenden Theorems.
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Abbildung 4.7 Gemeinsame Verteilungen einer marginalen und einer auf dieser bedingten normalverteil-
ten Zufallsvariable.

Theorem 4.8 (Bedingte Normalverteilungen). (£,v) sei ein m + n-dimensionaler nor-
malverteilter Zufallsvektor mit WDF

m4n T T AN
p£7U H [R + — |R>07 (y) g pE,U <<y>> = N ((y) ’/"Lf,’lﬂ 2571)) 3 (428)

= “5) 2 :(E& Efv) 4.29
Fe v (MU v = \n, ) (4.29)

mit x,pe € R™,y,pu, € R" und Xge € R™™, 5., € R™", X, € R"™. Dann ist die
bedingte Verteilung von & gegeben v eine m-dimensionale Normalverteilung mit bedingter
WDF

mit

Pejo (1Y) s R™ = Rog, @ b pepyp(2]y) = N(25 bgpys Xigpoy) (4.30)

mit
Hepo = He + D Xn (Y — 11,) € R™ (4.31)

und
ey = Bee — Ve, Tyl € R7<m, (4.32)

Im Zusammenspiel mit Theorem 4.7 und Theorem 4.6 konnen die Parameter bedingter
und marginaler Normalverteilungen also aus den Parametern der komplementédren be-
dingten und marginalen Normalverteilungen bestimmt werden. Abbildung 4.8 visualisiert
Theorem 4.8 fiir den Fall m :=2,n:=1,

1 0.12 0.09
o= <2> und ¥ = (0‘09 0.12) (4.33)

Dabei zeigt Abbildung 4.8 A die WDF des bivariaten Zufallsvektors (£,v)” und Abbil-
dung 4.8 B und C zeigen die WDF der bedingten Verteilung der Zufallsvariable £ gegeben
v = 1.5 und v = 2.8, respektive.
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Abbildung 4.8 Bedingte Normalverteilungen

4.6

Literaturhinweise

Die Entwicklung der bivariaten Normalverteilung hat ihre Urspriinge in der statistischen
Literatur zur Mitte des 19. Jahrhunderts, insbesondere in den Arbeiten von Francis Gal-
ton (1822-1911). Die mathematische Formalisierung der bivariaten Normalverteilung geht
dabei wohl insbesondere auf Pearson (1896) zurtick (Seal (1967)). Die urspriingliche For-
mulierung der multivariaten Normalverteilung wird bei Edgeworth (1892) verortet. Tong
(1990) gibt eine umfassenden Uberblick zur Theorie und Anwendung der multivariaten
Normalverteilung.

4.7

10.
11.
12.

Selbstkontrollfragen

. Geben Sie die Definitionen des Erwartungswerts und der Kovarianzmatrix eines Zufallsvek-

tors wieder.

Was repréisentieren die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors?

Was reprasentieren die Nichtdiagonalelemente der Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors?
Definieren Sie die WDF' eines multivariaten normalverteilten Zufallsvektors wieder und er-
lautern Sie diese.

Welche Werte haben der Erwartungswert und die Kovarianzmatrix eines normalverteilten
Zufallsvektors?

Visualisieren Sie die WDF' eines 2-dimensionalen normalverteilten Zufallsvektors mit den

Parameterwerten
10 3 1
v (1) s (2 1), 34

Generieren Sie 100 Realisierungen aus dieser Verteilung und visualisieren Sie diese.

Geben Sie das Theorem zur invertierbaren linearen Transformation multivariater Normal-
verteilungen wieder.

Geben Sie das Theorem zur linear-affinen Transformation multivariater Normalverteilungen
wieder.

Geben Sie das Theorem zu sphérischen Normalverteilungen wieder.

Erldutern Sie den Begriff des sphérischen Kovarianzmatrixparameters.

Skizzieren Sie den Beweis des Theorems zu sphérischen Normalverteilungen.
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5 Modellformulierung

5.1 Allgemeine Theorie

Wir definieren das Allgemeine Lineare Modell (ALM) wie folgt.

Definition 5.1 (Allgemeines Lineares Modell). Es sei
v=Xp+e, (5.1)
wobei

e v ein n-dimensionaler beobachtbarer Zufallsvektor ist, der Daten genannt wird,
o X € R™P fiir n > p und rg(X) = p eine Matrix ist, die Designmatriz genannt wird,
e [ € RP ein unbekannter Parametervektor ist, der Betaparametervektor genannt wird,
¢ ¢ ein n-dimensionaler nicht-beobachtbarer Zufallsvektor ist, der Zufallsfehler genannt
wird und fiir den angenommen wird, dass mit einem unbekannten Varianzparameter
o? > 0 gilt, dass
e~ N (0,,0%I,). (5.2)

Dann heifit Gleichung 5.1 Allgemeines Lineares Modell (ALM).

In Gleichung 5.1 bezeichnen wir X5 € R™ als den deterministischen Aspekt des ALMs
und e als den probabilistischen Aspekt des ALMs. Das ALM postuliert also, dass Daten
aus der Addition eines deterministischen Aspektes X5 € R™ unter der Addition eines
multivariat normalverteilten probabilistischen Aspektes € zustande kommen. Man beachte,
dass X € R™ ein n-dimensionaler Vektor und ¢ ein n-dimensionaler Zufallsvektor ist. Der
resultierende Vektor v ist ein Zufallsvektor, weil er aus der Addition des Zufallsvektors &
zu dem Vektor X5 € R™ resultiert. Das ALM ist also ein probabilitisches Modell bei dem
durch v vorliegende Datensétze modelliert werden. Generativ betrachtet entsteht im ALM
ein Datensatz y € R™ als Realisierung von v dann durch Addition des deterministischen
Modellaspekts und einer nicht direkt beobachtbaren Realisierung e € R™ von &,

y=Xpf+e (5.3)

mit y € R", X € R" und e € R".

Die Gesamtzahl an Parametern des ALMs betrdt p+1, bestehend aus p skalaren Betapara-
metern und einem Varianzparameter o2. Der Betaparametervektor 8 € RP wird dabei auch
Gewichtsvektor oder Effektvektor genannt. Seine Eintrége wichten die Eintrdge der Spal-
ten der Designmatrix X € R™*P in der Erzeugung des deterministischen Modellaspekts
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Xp € R™. Die Spalten der Designmatrix werden in unterschiedlichen Kontexten unter-
schiedlich bezeichnet, gebréduchliche Bezeichungen sind zum Beispiel Pradiktoren, Regres-
soren oder Kovariaten. Allgemein betrachtet modellieren die Spalten der Designmatrix
unabhéngige Variablen und der Datenvektor abhéngige Variablen.

Man beachte, dass der Kovarianzmatrixparameter von ¢ als sphérisch angenommen wird.
Damit folgt direkt, dass die €y, ...,&,, unabhdngige normalverteilte Zufallsvariablen mit
identischem Varianzparameter sind. Weil fiir € zusétzlich der Erwartungswertparameter
als 0,, € R™ angenommen wird, sind die €, ..., ¢,, auch identisch normalverteilte Zufallsva-
riablen. Wenn z,; € R das ijte Element der Designmatrix X € R"*? bezeichnet, dann gilt

damit fiir jede Komponente v,,¢ = 1,...,n von v nach Gleichung 5.1, dass

V; = T By + TPy A+ 1,8, + &y mit £, .8, ~ N(0,07). (5.4)

Die in Gleichung 5.1 implizite Verteilung des Datenvektors v halten wir in folgendem
Theorem fest.

Theorem 5.1 (Datenverteilung des Allgemeinen Linearen Modells). Es sei
v=XB+¢e mite~ N(0,,0%I,) (5.5)

das ALM. Dann gilt
v~ N(u,0?1,) mit p:= X3 R (5.6)

n

Beweis. Mit dem Theorem 4.4 gilt fiir
e~ N(0,,0%I,) und v:=1I,e + X3, (5.7)

dass
v~ N(I,0 +Xﬁ,In(021n)Igs) = N(XpB,0o%1,). (5.8)

n-n

Mit der Definition p := X € R™ folgt das Theorem dann direkt.

Im ALM sind die Daten v also ein n-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit
Erwartungswertparameter ;4 = X € R und Kovarianzmatrixparameter o2, € R™*".
Das ALM ist also eine multivariate Normalverteilung deren Erwartungswertparameter
mithilfe einer Designmatrix und eines Betaparametervektors parameterisiert ist. Weiterhin
sind die Komponenten vy, ...,v,, von v, also die Zufallsvariablen, die skalare Datenpunkte
modellieren, damit unabhéngige normalverteilte Zufallsvariablen der Form

v, ~ N ((Xp);,0?) firi=1,..,n. (5.9)

Da im Allgemeinen aber (X3); # (Xf); fiir i # j gilt, sind die v;,7 = 1,...,n im Allgemei-
nen aber nicht identisch verteilt. Das Szenario unabhéngig und identisch normalverteilter
datenmodellierender Zufallsvariablen kann aber natiirlich als Spezialfall des ALMs formu-
liert werden.
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Beispiel (1) Unabhéngige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Wir betrachten das Szenario von n unabhéngigen und identisch normalverteilten Zufalls-

variablen mit Erwartungswertparameter 4 € R und Varianzparameter o2,

V1, ey Uy, ~ N (1, 0%). (5.10)
Dann gilt, dass Gleichung 5.10 dquivalent ist zu

v; = p+¢e;,e; ~ N(0,0%) fiir i = 1,...,n mit unabhiingigen ¢,. (5.11)

In Matrixschreibweise ist dies wiederum &dquivalent zu dem ALM Spezialfall
v~ N(XB,0%I,) mit X :=1, € R 3:=pec R, o?>0. (5.12)
In R konnen Realisierungen des ALMs leicht mithilfe eines Zufallszahlengenerators fiir
multivariate Normalverteilungen durch Spezifikation der entsprechenden Erwartungs- und
Kovarianzparameter gewonnen werden. Folgender R Code zeigt, wie n unabhéngig und
identisch normalverteilte skalare Datenpunkte im Sinne des ALMs realisiert werden koén-

nen. Man beachte, dass n skalare Datenpunkte dabei einer Realisierung des ALMs ent-
sprechen.

1 # Modellformulierung

2 library (MASS) # Multivariate Normalverteilung

3 n =12 # Anzahl von Datenpunkten

4 P =1 # Anzahl von Betaparameter

5 X = matrix(rep(1,n), nrow = n) # Designmatrix

6 In = diag(n) # n x n Einheitsmatrix

7 beta =2 # wahrer, aber unbekannter, Betaparameter

8 sigsqr = 1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
9

0 # Datenrealisierung

1 y = mvrnorm(1, X %*) beta, sigsqr*I_n) # eine Realisierung eines n-dimensionalen ZVs

Realisierungen: 0.18 3.72 3.13 -0.13 1.63 0.29 1.31 0.12 0.59 2.14 2.38 2.04

Beispiel (2) Einfache lineare Regression

Wir betrachten das generative Modell der einfachen linearen Regression
y; = By + Brz; + 5,6, ~ N(0,02) fiir i = 1,...,n, (5.13)

Wir haben bereits gesehen, dass dieses Modell dquivalent ist zu dem Normalverteilungs-
modell der Regression

v; ~ N(p;,02) mit p; == By + By, fiir i = 1,...,n. (5.14)

In Matrixschreibweise ist dies wiederum dquivalent zu dem ALM Spezialfall

1z

v~ N(XB,02%I,) mit X := 2 e g2 = (?) €R2,0%2>0. (5.15)
: . 1
1 =z,

R Code zur Simulation von Realisierungen einer einfachen linearen Regression hat dem-
entsprechend eine sehr &hnliche Struktur wie obiger R Code zur Simulation von Realisie-
rungen von n unabhéngig und identisch normalverteilten Zufallsvariablen.
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1 # Modellformulierung

2 library(MASS) # Multivariate Normalverteilung

3 n =10 # Anzahl von Datenpunkten

4 p =2 # Anzahl von Betaparametern

5 b = 1:n # Pradiktorwerte

6 X = matrix(c(rep(1,n),x), nrow = n) # Designmatrix

7 In = diag(n) # n x n Einheitsmatrix

8 beta = matrix(c(0,1), nrow = p) # wahrer, aber unbekannter, Betaparameter

9 sigsqr = 1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
10

11 # Datenrealisierung

12 N = mvrnorm(1l, X %% beta, sigsqr*I_n) # eine Realisierung eines n-dimensionalen ZVs

Wir visualisieren obige Realisierung in Abbildung 5.1.

Xp
10 4 o X P |

i (Xi,Yi) °

°
> 5 — o ©
[ ]

° ° o
0_

9 —o 9 o ¢ o9 o9

Abbildung 5.1 Realisierung einer einfachen linearen Regression.

5.2 Identifizierbarkeit und Schatzbarkeit

Wir haben oben gesehen, dass die Datenverteilung des ALM durch

v~ N(p,02l,) mit p:= X3 € R" fir X € R"*P,3 € RP (5.16)

n

gegeben ist. Das ALM ist also eine multivariate Normalverteilung mit einer speziellen Er-
wartungswertparameterisierung. Um die Begriffe der Identifizierbarkeit und Schéitzbarkeit
im Kontext von ALMSs einzufiihren ist es hilfreich den Begriff der Parametrisierung einer
multivariaten Normalverteilung zunachst etwas zu verallgemeinern.

Definition 5.2 (Betaparametrisierung). N(u,0?1,,) sei eine multivariate Normalvertei-
lung mit sphérischem Kovarianzmatrixparameter. Dann bezeichnen wir eine multivariate,
vektorwertige Funktion der Form

FiRP SR, B f(B) = (5.17)
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als eine Betaparametrisierung von .

Das ALM beruht offenbar auf der Designmatrix-abhéngigen Betaparametrisierung
fiRP R, B f(B) = XB. (5.18)

Mit Hilfe des Begriffs der Betaparametrisierung kénnen wir nun den Begriff der Betapara-
meteridentifizierbarkeit formulieren:

Definition 5.3 (Betaparameteridentifizierbarkeit). N(u,021,,) sei eine multivariate Nor-
malverteilung mit sphéarischem Kovarianzmatrixparameter und f sei eine Betaparametri-
sierung von . § heifit dann und nur dann identifizierbar, wenn fiir beliebige 3, 5, € RP

gilt, dass aus f(8;) = f(By) folgt, dass 5, = B, gilt.

Die Betaparameter allgemeiner linearer Modelle, deren Designmatrix vollen Rang hat, sind
identifizierbar. Dies ist die Aussage folgenden Theorems:

Theorem 5.2 (Betaparameteridentifizierbarkeit bei vollem Designmatrixrang).
v ~ N(XB,0%I,) sei die Datenverteilung eines ALMs mit rg(X) = p. Dann ist 3
identifizierbar.

Beweis. Fir X € R™*P impliziert rg(X) = p, dass (XTX) € RP*P eine invertierbare Matrix ist. Dann
aber gilt fiir beliebige 3, 8, € RP

f(B1) = f(Bz) & XBy = XB,
o XTXB, = XTXB,
e (XTX) XTXB, = (XTX) ' XTXB,
& By =By

(5.19)

O

Im Rahmen der Analyse schitzbarer Funktionen benétigen wir weiterhin den Begriff der
Identifizierbarkeit von vektorwertigen Funktionen der Betaparameter. Wir definieren:

Definition 5.4 (Identifizierbarkeit von Funktionenen der Betaparameter). N(u,o?1,,) sei
eine multivariate Normalverteilung mit sphéarischem Kovarianzmatrixparameter und f sei
eine Betaparametrisierung von p. Weiterhin sei

g:RP = RF B g(B) (5.20)

eine Funktion des Betaparametervektors. g heifit dann und nur dann identifizierbar, wenn
fiir beliebige f(5;), f(B;) € R™ gilt, dass aus f(8;) = f(B) folgt, dass g(B;) = g(Ba)-

Schatzbare Funktionen sind lineare Funktionen von (3, die identifizierbar sind. Allgemein
gilt folgendes Theorem:
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Theorem 5.3 (Identifizierbare Betaparameterfunktionen). N(u,0%1,,) sei eine multiva-
riate Normalverteilung mit sphdrischem Kovarianzmatrizparameter und f sei eine Beta-
parametrisierung von . Weiterhin sei

g:RP = RF B g(B) (5.21)

eine Funktion des Betaparametervektors. Die Funktion g ist dann und nur dann identifi-
zierbar, wenn g eine Funktion von f ist, wenn also eine Funktion ¢ existiert, so dass

g=¢of (5.22)

Beweis. Wir zeigen die Aussage lediglich in eine Richtung.

= Wir nehmen an, es existiert eine Funktion ¢, so dass
g=¢of. (5.23)

Dann impliziert die Tatsache, dass eine Funktion einem Argument genau einen Funktionswert zuordnet,
dass gilt

F(B1) = f(Bz) < o(f(B1)) = ¢(f(B2)) < 9(B1) = 9(B2) (5.24)
Also ist g identifizierbar, denn aus f(8;) = f(B5) folgt, dass g(8;) = g(B5)-

O

Wie oben bereits erwédhnt sind schdtzbare Funktionen lineare Funktionen von S, die iden-
tifizierbar sind. Die klassische Definition einer schiatzbaren Funktion ist folgende.

Definition 5.5 (Schitzbare Funktion). N(X3,0°I,) sei ein ALM. Dann heifit eine
lineare Funktion

g: R = R, B g(B) = CT5 (5.25)

mit C € RP** schitzbar, wenn eine Matrix P € R™** existiert, so dass

CTp =PTXB. (5.26)

Diese Definition erschlie3t sich wie folgt: Nach dem Theorem zu identifizierbaren Funktio-
nen muss eine identifizierbare lineare Funktion von g eine Funktion der Form

9(8) = (¢ = f)(B) (5.27)

sein. Da weiterhin gilt, dass fiir ein ALM f(8) = X und dass g eine lineare Funktion ist,
also mithilfe einer Matrix C”7 geschrieben werden kann, muss auch ¢ eine lineare Funktion
sein. Damit kann aber auch ¢ geschrieben werden als

¢(f(B)) = p(XB) = PTXB (5.28)

mit einer geeigneten Matrix P € R™**,
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5.3 Designspektrum

Die Wahl von Designmatrix und Betaparameter 6ffnet eine grofie Freiheit zur Implementa-
tion verschiedenster Erwartungswertparameterszenarien der ALM Datenverteilung. Prin-
zipiell liegen dabei alle speziellen Designs in einem Kontinuum zwischen folgenden beiden
Extrema

(1) Die Erwartungswerte aller Datenvariablen sind identisch, d.h.
v; ~ N(p,0?) wiv. firi=1,..,n (5.29)

also
v=XB+emit X =1, € R"! B:=peR,e~ N(0,,0%I,). (5.30)

(2) Die Erwartungswerte aller Datenvariablen sind paarweise verschieden, d.h.
v; ~ N(p;,0?) wv. firi=1,..,n, (5.31)
also

v=XB+emit X :=1, € R, B:= (g, ..., u,,)T € R", e ~ N(0,,,0%I,). (5.32)

In Szenario (1) wird jegliche Datenvariabilitit dem Zufallsfehlerterm zugeschrieben, in
Szenario (2) wird dagegen jegliche Datenvariabilitdt dem Erwartungswertparameter zuge-
schrieben. Beide Extremszenarien sind wissenschaftlich nicht ergiebig, da sie keine theorie-
geleitete systematische Abhéngigkeit zwischen unabhéngigen und abhidngigen Variablen
reprasentieren. Alle im weiteren Verlauf betrachteten ALM Designs liegen damit zwischen
den beiden Extremszenarien und reprisentieren verschiedene Formen der systematischen
Abhéngigkeit zwischen unabhéngigen und abhingigen Variablen. Insbesondere unterschei-
det man

(1) Faktorielle Designs, bei denen die Designmatrix im Wesentlichen nur len und Oen
und manchmal —1len enthélt. In diesem Fall reprasentieren die Betaparameter Grup-
penerwartungswerte und wir werden sehen, dass die Betaparameterschatzer in der
Représentationen von Gruppenstichprobenmitteln resultieren. Man sagt manchmal,
dass faktorielle Designs der Untersuchung von Unterschiedshypothesen dienen. Bei-
spiele fiir faktorielle Designs sind verschiedene Designs zur Implementation von T-
Tests und Varianzanalysen.

(2) Parameterische Designs, bei denen die Designmatrix aus Spalten mit kontinuierli-
chen reellen Werten besteht. Vor allem in diesem Kontext werden die Spalten der De-
signmatrix oft als Regressoren oder Pridiktoren bezeichnet. In diesem Fall représen-
tieren die Betaparameter partielle Steigungsparameter und wir werden sehen, dass
sich die entsprechenden Betaparameterschétzer als normalisierte Regressor-Daten
Kovarianzen ergeben. Man sagt manchmal, dass parametrische Designs zur Untersu-
chung von Zusammenhangshypothesen dienen. Beispiele fiir parametrische Designs
sind verschiedene Designs zur Implementation von einfacher und insbesondere mul-
tipler linearer Regression.
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(3) Faktoriell-parametrische Designs, bei denen die Spalten der Designmatrix sowohl
faktorielle als auch parametrische Pradiktoren représentieren. In diesem Kontext
werden die parametrischen Regressoren oft als Kowvariaten betrachtet. Gemischt
faktoriell-parametrische Designs sind das zentrale Charakteristikum der Kovarianz-
analyse die auf eine kontrollierte Untersuchung von Unterschiedshypothesen bei Vor-
liegen weiterer moglicher Abhéngigkeiten zwischen unabhéngigen und abhéngigen
Variablen bzw. auf die kontrollierte Untersuchung von Zusammenhangshypothesen
bei Vorliegen weiterer moglicher Gruppenunterschiede abzielt.

5.4 Literaturhinweise

Das Allgemeine Lineare Modell hat eine lange Geschichte, deren moderne Inkarnation
tiblicherweise auf die Arbeiten von Legendre (1805) und Gauss (1809) zuriickgefithrt wird.
Matrixbasierte Formulierungen der multiplen Regression finden sich spétestens bei Aitken
(1936) und Scheffé (1959). Seal (1967) gibt einen ausfiihrlichen Uberblick zur Geschichte
des Allgemeinen Linearen Modells im 19. und der ersten Hélfte des 20. Jahrhunderts. Die
in diesem Abschnitt gegebene Diskussion von Identifizierbarkeit und Schétzbarkeit beruht
auf der Darstellung in Christensen (2011).

5.5 Selbstkontrollfragen

Geben Sie die Definition des Allgemeinen Linearen Modells wieder.

Erldutern Sie die deterministischen und probabilistischen Aspekte des ALMs.

Wie viele skalare Parameter hat das ALM mit sphérischer Kovarianzmatrix?

Warum sind die Komponenten des ALM Zufallsfehlers unabhéngig und identisch verteilt?
Geben Sie das Theorem zur Datenverteilung des Allgemeinen Linearen Modells wieder.
Sind die Komponenten des ALM Datenvektors immer unabhéngig und identisch verteilt?
Schreiben Sie das Szenario von n unabhéngig und identisch normalverteilten Zufallsvariablen
in ALM Form.

8. Schreiben Sie das Szenario der einfachen linearen Regression in ALM Form.

NS ote e
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In diesem Abschnitt betrachten wir die Frequentistische Punktschéatzung von Betaparame-
tervektor und Varianzparameter im ALM. Als Beispielanwendungen betrachten wir das
Szenario n unabhéngig und identisch normalverteilter Zufallsvariablen und das Szenario
der einfachen linearen Regression. Wir schlieen mit der Dokumentation der Frequentisti-
schen Parameterschétzerverteilungen des ALMs.

6.1 Betaparameterschatzung

Wir fassen die Frequentistische Punktschéitzung des Betaparametervektors in folgendem
Theorem zusammen.

Theorem 6.1 (Betaparameterschitzer). Es sei
v=XB+e mite ~N(0,,0°I,) (6.1)
das Allgemeine Lineare Modell und es sei
3= (XTX)1XxTy. (6.2)
Dann gelten

(1) B ist der KQ-Schdtzer von B € RP, es gilt also

~ ~ ~

B = argming(v — X3 (v— XB). (6.3)

(2) ,@ ist ein unverzerrter Mazimum-Likelihood Schdtzer von 8 € RP.

Beweis. (1) Wir zeigen in einem ersten Schritt, dass B ein KQ-Schitzer ist, dass also B die Summe der
Abweichungsquadrate

- - n N2
(W= XA (WX = (v,~(x5) ) (6.4)
i-1
minimiert (die Notation BN fir das Minimierungsargument dient hier lediglich dazu, es vom wahrem, aber
unbekannten, Parameterwert 8 € RP abzugrenzen und ist ansonsten ohne Bedeutung). Dazu halten wir
zunéachst fest, dass

B=(XTX)'XTve XTXF=XTve XTv-XTXE=0, s X" (v-Xp3)=0,. (6.5)
Weiterhin gilt dann auch, dass
~ ~NT ~
XT(v—Xp) =0, (XT(v-XpB)) =0T« (v—XB)TX =0T (6.6)
Weiterhin halten wir ohne Beweis fest, dass fir jede Matrix X € R™*P gilt, dass

2T XT X2z >0 fiir alle z € RP. (6.7)
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Wir betrachten nun fiir festes v und ein beliebiges 5 die Summe der Abweichungsquadrate
(v—=XB)T(v—XP). (6.8)
Es ergibt sich

v—XB+ XB—XB)T(v— XB+XB— X}j)
(v—XB)+ X(B—B)T((v—XB)+ X(B— )
v—XB)T(v—XB)+ (v—XB)TX(B—B)+(B—BTXT(v—XB)+(B—BTXTX(B—B)
v—XB)T(v—XP)OI(B—B)+(B—HT0,+(B-BHTXTX(B—B)
=(w-XA)T(v—XB) +(B-BTXTX(B—B)

Auf der rechten Seite obiger Gleichung ist nur der zweite Term von ,é abhéngig. Da fiir diesen Term gilt,
dass

(B-BTXTX(B~5) >0 (6.10)
nimmt dieser Term genau dann seinen Minimalwert 0 an, wenn
(B—B)=0,« =4 (6.11)
Also gilt R 3
8= argmin 5 (U—XB) (v—Xp). (6.12)

(2) Um zu zeigen, dass B ein Maximum Likelihood Schétzer ist, betrachten wir fiir festes y € R™ und festes
02 > 0 die Log-Likelihood Funktion

£:RP 5 R, B+ Inps(v) =InN(y; XB,0°1,,) (6.13)

wobei gilt, dass

In N(ys XB,071,) = In ((27) 2101, 3 exp (—5 5 (v — XB) (v - X7)) ) o
6.14

n 1 5 1 ~
=—gn2r- §1n\0 Il =55y — XB)T(y—XB).
Dabei héingt allein der Term — 525 (y — XB)T(y — X ) von B ab. Weil aber (y — X3)T(y— XB3) >0
gilt, wird dieser Term aufgrund des negativen Vorzeichens maximal, wenn (y — X B)T(y - X é) minimal

wird. Dies ist aber wie oben gezeigt genau fiir ,@ = ,@ der Fall. Die Unverzerrtheit von B schlieBlich ergibt
sich aus

E(B) = E((XTX) 1 XTv) = (XTX) ' XTE(v) = (XTX) ' XTXB = 8. (6.15)

O

Theorem 6.1 gibt mit
A= (xTx)" xTv (6.16)

eine Formel an, um  anhand der Designmatrix und einer Realisierung y € R"™ von v
konkret zu schétzen. 3 ist ein unverzerrter Schitzer von 8 und als Maximum-Likelihood
Schétzer insbesondere auch konsistent, asymptotisch normalverteilt und asymptotisch ef-
fizient. Wir sehen an spéterer Stelle dass B sogar normalverteilt ist. Neben den genannten
Eigenschaften hat B noch weitere gute Eigenschaften. Zum Beispiel besitzt B die kleins-
te Varianz in der Klasse der linearen unverzerrten Schétzer von (. Diese Eigenschaft ist
Kernaussage des Gauss-Markov Theorems, auf das wir hier aber nicht ndher eingehen
wollen.

Mithilfe des Betaparameterschéitzers konnen wir die Begriffe der erkldrten Daten, des
Residuenvektors und der Residuen definieren, die wir an vielen Stellen benotigen werden.
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Definition 6.1 (Erklarte Daten, Residuenvektor und Residuen). Es sei
v=XB+emite~ N(0,,0%I,) (6.17)
das Allgemeine Lineare Modell und es sei
Bi=(XTX)1XTo. (6.18)
der Betaparameterschétzer. Dann heifit der Zufallsvektor
bi=XB=X(XTX)'XTv (6.19)
die erkldrten Daten, der Zufallsvektor

::U—ﬁZU—XﬁA (6.20)

m)

heiflt Residuenvektor und fiir ¢ = 1,...,n heiflen die Komponenten dieses Zufallsvektors

g i=v; —0; = v, — (Xf), (6.21)

die Residuen.

6.2 Varianzparameterschatzung

Wir fassen die Frequentistische Punktschitzung des Varianzparameters in folgendem Theo-
rem zusammen, das wir nicht beweisen wollen.

Theorem 6.2. Es sei

v=XB+¢e mite~ N(0,,0%I,) (6.22)
das Allgemeine Lineare Modell. Dann ist
ATA
§2.= = °F (6.23)
n—p

ein unverzerrter Schéitzer von o2 > 0.

Theorem 6.2 gibt mit
T2 T 2
~ —X —X
n—p n—p
eine Formel an, um o2 anhand der Designmatrix, des Betaparameterschiitzers und einer
Realisierung von v zu schétzen. Offenbar gilt mit Theorem 6.2, dass

52 nip S (v, (x8),) (6.25)

i=1

o2 wird also durch die Summe der quadrierten Residuen, also als eine Summe von Abwei-
chungsquadraten geschétzt. Fiir einen Beweis von Theorem 6.2 verweisen wir z.B. auf S.
R. Searle (1971), S. R. Searle und Gruber (2017) oder Rencher und Schaalje (2008). Aus
probabilistischer Perspektive handelt es sich bei 32 nicht um einen Maximum-Likelihood
Schétzer, sondern um einen Restricted Mazimum-Likelihood Schézter von o2 (vgl. Har-
ville (1977), Foulley (1993), Starke und Ostwald (2017)). Aus geometrischer Perspektive
handelt es sich bei 6% um einen KQ-Schitzer (vgl. Christensen (2011), Kapitel 2).
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6.3 Unabhangig identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Als erste Anwendung von Theorem 6.1 und Theorem 6.2 analysieren wir das Szenario von
n unabhéngigen und identisch normalverteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswertpara-

meter i € R und Varianzparameter o2,

v; ~ N(p,0?) fiiri =1,...,n. (6.26)
Schreibt man dieses Modell in seiner Designmatrixform (vgl. Gleichung 5.10) dann gilt,
wie unten gezeigt,
n 1 n

;-1 —. 5 52 _ )2 = g2
ﬂ—nZUi =:vund o _n—lz(vi )% =: 85 (6.27)

i=1 =1

In diesem Fall ist also der Betaparameterschitzer mit dem Stichprobenmittel © der
vy, ..., v, und der Varianzparameterschiitzer mit der Stichprobenvarianz s? der v, ..., v
identisch.

n

Gleichung 6.27 ergibt sich wie folgt. Zum einen gilt

B=(XTX)1XTv
=(171,) " 170
1 - v,
(o wl)) e ()
. ! n (6.28)
:"fl;?}i
1 n
:E;vi
Zum anderen gilt
L, 1 N T .
o 7n71<U—XB> <U—XB>
:nil(v—lnf)) (v—1,0)
(-0 ()01
“no1 RN E
v, 1 v, 1 (6.29)

1 2 )
:mizl(vifv)

Wir demonstrieren die Parameterschitzung in diesem Szenario in folgendem R Code.

# Modellformulierung

1

2 library (MASS) # Multivariate Normalverteilung

3 n =12 # Anzahl Datenpunkte

4 P =1 # Anzahl Betaparameter

5 X = matrix(rep(1,n), nrow = n) # Designmatrix

6 In = diag(n) # n x n Einheitsmatrix

7 beta =2 # wahrer, aber unbekannter, Betaparameter
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8 sigsqr =1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
9
10 # Datenrealisierung
11 y = mvrnorm(1, X %*) beta, sigsqr*I_n) # eine Realisierung eines n-dimensionalen ZVs
12
13 # Modellschétzung
14 beta_hat = solve(t(X) %x% X) %*% t(X) %x% y # Betaparameterschétzer
15 eps_hat =y - X %*J beta_hat # Residuenvektor
16 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %#), eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschitzer
beta 2
hat{beta} : 1.347296
sigsqr 1
hat{sigsqr}: 0.7921628

Die Frequentistische Bedeutung der Schétzerunverzerrtheit in diesem Szenario simuliert
folgender R Code.

1 # Modellformulierung
2 library (MASS) # Multivariate Normalverteilung
3 n =12 # Anzahl Datenpunkte
4 P =1 # Anzahl Betaparameter
5 X = matrix(rep(1,n), nrow = n) # Designmatrix
6 In = diag(n) # n x n Einheitsmatrix
7 beta =2 # wahrer, aber unbekannter, Betaparameter
8 sigsqr =1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
9
10 # Frequentistische Simulation
11 nsim = led # Anzahl Datenrealisierungen
12 beta_hat = rep(NaN,nsim) # \hat{\beta} Realisierungsarray
13 sigsqr_hat = rep(NaN,nsim) # \hat{sigsqr} Realisierungsarray
14 for(i in 1:nsim){ # Simulationsiterationen
15 y = mvrnorm(1l, X * beta, sigsqr*I_n) # Datenrealisierung
16 beta_hat[i] = solve(t(X) %*% X) %% t(X) %*% y # Betaparameterschitzer
17 eps_hat =y - X %*% beta_hat[i] # Residuenvektor
18 sigsqr_hat[i] = (t(eps_hat) %*) eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschitzer
19 ¥
Wahrer, aber unbekannter, Betaparameter 2
Geschétzter Erwartungswert des Betaparameterschétzers :1.998824
Wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter o1
Geschétzter Erwartungswert des Varianzparameterschitzers : 0.9995151

6.4 Einfache lineare Regression

Als zweite Anwendung von Theorem 6.1 und Theorem 6.2 analysieren wir das Szenario
der einfachen linearen Regression

Basierend auf der Designmatrixform (vgl. Gleichung 5.15) dieses Modells ergibt sich, wie
unten gezeigt,

- (3 D— G R 1 & 55
B = @0 = e und 62 = Z(Ul — (By + 51%’))2 (6.31)
A 52 n—24

wobei z und v die Stichprobenmittel der x4, ..., z,, und vy, ...,v,,, c,,, die Stichprobenkova-
rianz der x4, ...,z, und vy, ...,v, und s2 die Stichprobenvarianz der z, ..., z,, bezeichnen.
Wie in Kapitel 1 sind die Bezeichnungen Stichprobenkovarianz und Stichprobenvarianz
beziiglich der zq,...,x,, hier lediglich formal gemeint, da keine Annahme zugrundeliegt,
dass die z, ..., z,, Realisierungen von Zufallsvariablen sind.

Wir halten also fest, dass fiir eine parametrische Designmatrixspalte sich der entsprechende
Betaparameterschatzer aus der Stichprobenkovarianz der respektiven Spalte mit den Da-
ten geteilt durch die Stichprobenvarianz der entsprechenden Spalte ergibt und somit einer
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standardisierten Stichprobenkovarianz entspricht. Ein Vergleich mit den Parametern der
Ausgleichsgerade in Kapitel 1 zeigt weiterhin die Identitidt der Betaparameterschéitzerkom-
ponenten Bo und 51 mit den dort unter dem Kriterium der Minimierung der quadrierten
vertikalen Abweichungen hergeleiteten Parametern. Dies iiberrascht nicht, da sowohl B als
auch die Parameter der Ausgleichsgerade den Wert

q(B) = Z(Ui — (By + Brz))? = (v— XB)T (v — XB) (6.32)
—1

)

hinsichtlich 8 minimieren.

Um die Form des Betaparameterschéitzers in Gleichung 6.31 herzuleiten, halten wir zunéchst fest, dass

(6.33)
n
= Z T,V; — UNT — TNV + NIV
i=1
= Z T,V; — NIV — NITU+ nrv
i=1
= Z T,v; — NI,
i=1
Weiterhin halten wir fest, dass
n n
Z(acl —-7)? = Z(acf —2x,% + x?)
i=1 1=1
-Yut-Fana3et
i=1 i=1 i=1
= fo —2:izgci + nz?
i=1 i=1
n (6.34)
= E:cf —2ZnT + nT>
i=1
n
= fo —2nz? + nz?
i=1
= Z z? —nz?
i=1
Aus der Definition von [§ ergibt sich
B=(XTX)'XTv
-1
B (1 1) 1 x.l (1 1) U}
x, - =z, 1 m'n x, -z, ’U.n
(6.35)

-1
(s B (o)
Zizl Z; Zizlxi Zizl iUs

Das Allgemeine Lineare Modell | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Einfache lineare Regression 79

Die Inverse von X7 X ist gegeben durch

1 ﬁ+‘2 _7
— nﬂ{” 19”, (6.36)

weil

2 n
1 2 +ng?—nz? EE4nzlz—z). T
Y —2 5t
s2 —zn + nx —nz® 4+ x7
2 2~ = no 2 2
_ 1 (sz s2x — xn(zizl z? —nzx ))
= 3 2 =2
52\ 0 > T —nT (6.37)
2 25 g2
_ L (sz sz —2ms:C
s2\ 0 sz
! (si O)
== 5
s2\0 s
(1 0
0o 1/)°
Es ergibt sich also
~2 - _ 1 2 _ Ty x;v
R 1,2 & no (*—ng)nv— i) TiVi
— n s3 5 _ n s s2
B= z 0 1° n = L .
—= == 2'71 ggivi Eizl TU4 nTv
Sz s% 1= s2 s2
nuv + 2no _ 121:1 TV
_ n 52 s2
- Diq TV TV
SI
O+ a’cna’cf)faczzlzl T v
_ 53 (6.38)
Do TV~ NTD
s3
o — Y1 cc,ingna?f) Z
— Sz
- Y TV NEV
53
B v — CST’%“:E
- C.’E’U )
s3

Wir demonstrieren die Parameterschétzung in diesem Szenario in folgendem R Code. Man
beachte die weitgehende Ubereinstimmung mit der Implementation der Parameterschiit-
zung im Szenario der unabhingig und identisch normalverteilten Zufallsvariablen - ledig-
lich die Designmatrix und die Dimension des Betaparameters éndern sich.

1 # Modellformulierung

2 library (MASS) # Multivariate Normalverteilung

3 n = 10 # Anzahl Datenpunkte

4 P =2 # Anzahl Betaparameter

5 X =1 # Pradiktorwerte

6 X = matrix(c(rep(1,n),x), nrow = n) # Designmatrix

7 I_n = diag(n) # n x n Einheitsmatrix

8 beta = matrix(c(0,1), nrow = p) # wahrer, aber unbekannter, Betaparameter

9 sigsqr =1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
10
11 # Datenrealisierung
12 y = mvrnorm(1, X %+ beta, sigsqr*I_n) # eine Realisierung eines n-dimensionalen ZVs
13
14 # Parameterschétzung
15 beta_hat = solve(t(X) %x% X) %*% t(X) %x% y # Betaparameterschitzer
16 eps_hat =y - X %% beta_hat # Residuenvektor

#*

17 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %#J), eps_hat) /(n-p) Varianzparameterschitzer

beta 01

hat{beta} 0.7426838 0.9830537
sigsqr 1

hat{sigsqr}: 0.9961321
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Analog zum Szenario der unabhéngig und identisch normalverteilten Zufallsvariablen kann
auch hier die Frequentistische Bedeutung der Schétzerunverzerrtheit simuliert werden.

1 # Modellformulierung

2 library(MASS) # Multivariate Normalverteilung

3 n =10 # Anzahl Datenpunkte

4 p =2 # Anzahl Betaparameter

5 X = 1:n # Pradiktorwerte

6 X = matrix(c(rep(1,n),x), nrow = n) # Designmatrix

7 In = diag(n) # n x n Einheitsmatrix

8 beta = matrix(c(0,1), nrow = p) # wahrer, aber unbekannter, Betaparameter

9 sigsqr =1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
10
11 # Frequentistische Simulation
12 nsim = led Anzahl Realisierungen des n-dimensionalen ZVs
13 beta_hat = matrix(rep(NaN,p#*nsim), nrow = p) \hat{\beta} Realisierungsarray

#
#
14 sigsqr_hat = rep(NaN,nsim) # \hat{sigsqr} Realisierungsarray
15 for(i in 1:nsim){ # Simulationsiterationen
16 y = mvrnorm(1, X %*J beta, sigsqr*I_n) # Datenrealisierung
17 beta_hat[,i] = solve(t(X) %*% X) Ux% t(X) %x% y # Betaparameterschétzer
18 eps_hat =y - X %*J beta_hat[,i] # Residuenvektor
19 sigsqr_hat[i] = (t(eps_hat) %*% eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschitzer
¥

Wahrer, aber unbekannter, Betaparameter : 01

Geschétzter Erwartungswert des Betaparameterschétzers : -0.00191267 0.9997315
Wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter o1

Geschétzter Erwartungswert des Varianzparameterschétzers : 1.000095

6.5 Frequentistische Schatzerverteilungen

Wir dokumentieren die Frequentistische Verteilung des Betaparameterschétzers in folgen-
dem Theorem.

Theorem 6.3 (Frequentistische Verteilung des Betaparameterschétzers). Es sei
v=XB+¢e mite~ N(0,,0%I,) (6.39)
das ALM. Weiterhin sei R
= (XTX)1XTy (6.40)
der Betaparameterschdatzer. Dann gilt

B N (8,03(XTX)). (6.41)
Beweis. Das Theorem folgt direkt mit dem Theorem zur linearen Transformation von multivariaten Nor-
malverteilungen. Speziell gilt hier:
B~ N ((XTX)IXTXB, (XTX) X7 (021, )((XTX) 1 XT)T). (6.42)
Der Erwartungswertparameter vereinfacht sich dann zu
(XTX)1XTXB=p. (6.43)
Der Kovarianzmatrixparamter vereinfacht sich wie folgt.
(XTX) XTI )(XTX) 1 XT)T = (XTX) 1 XT (02, ) X (XTX) !
= XTX) 1 XTX(XTX)™! (6.44)
=o?(XTX)1.

Dabei hier die erste Gleichung aus der Tatsache, dass sowohl X7 X als auch ihre Inverse (X7 X) ! sym-
metrische Matrizen sind. Damit folgt dann aber sofort

B~ N(B,o2(XTX)1). (6.45)

O
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Mit Theorem 6.3 folgt also inbesondere auch fiir den Erwartungswert und die Kovarianz-
matrix des Betaparameterschéatzers, dass

E(3) = 8 und C(B) = o2(XTX)1. (6.46)
Als Diagonalelemente von C(B) héngen die Varianzen der Betaparameterschéitzerkompo-
nenten also sowohl vom Varianzparameter der Fehlervariablen als auch von der Design-
matrix ab. Insbesondere bei festem, wahren, aber unbekannten o2 > 0 kann also die
Designmatrix so gewélt werden, dass die Varianz der Betaparameterschatzerkomponenten
minimiert wird.

Die Frequentistische Verteilung des Varianzparameterschitzers dokumentieren wir in fol-
gendem Theorem, welches wir nicht beweisen wollen.

Theorem 6.4 (Frequentistische Verteilung des Varianzparameterschétzers). Es sei

v=XB+e mite ~N(0,,0°1I,) (6.47)
das ALM. Weiterhin ses:
“ eTe
o2 = (6.48)
n—p

der Varianzparameterschatzer. Dann gilt

n—p.
= % ~x%(n—p). (6.49)

Da es sich bei (n — p)d? um eine Summe normalverteilter Zufallsvariablen handelt, liegt
die y2-Verteilung im Lichte der y2-Transformation bei normalverteilten Zufallsvariablen
zumindest nahe. Allerdings ist 62 selbst nicht x? verteilt, sondern lediglich seine durch
Multiplikation mit "5 skalierte Version. Wir wollen die Frequentistischen Schétzervertei-
lungen aus Theorem 6.3 und Theorem 6.4 noch an den beiden Standardbeispielen verdeut-
lichen.

Beispiel (1) Unabhingige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Es sei
v~ N(XB,0%,) mit X :=1, € R"*!3:=p € R und 0 > 0. (6.50)

das ALM Szenario unabhéngiger und identisch normalverteilter Zufallsvariablen bei be-
kannter Varianz. Wir haben bereits gesehen, dass in diesem Fall § mit dem Stichproben-
mittel v identisch ist. Theorem 6.3 impliziert dann mit

- - 1
(XTx) = (111,) " =~ (6.51)
dass
o2

Das Stichprobenmittel von n unabhéngigen und identisch normalverteilten Zufallsvaria-
blen mit Erwartungswertparameter p und Varianzparameter o2 ist also normalverteilt
mit Erwartungswertparameter x4 und Varianzparameter o /n. Wir haben diese Tatsache
bereits im Kontext der Transformationen der Normalverteilungen unter dem Begriff der
Mittelwertstransformation gesehen.
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Beispiel (2) Einfache lineare Regression

Es sei
1 =

v~ N(XB,0%L)mit | : | eR™”2 B€R?und 02 >0 (6.53)

1 =z,

das Szenario der einfachen linearen Regression. Wir haben bereits gesehen, dass

0% (== 43? —g K
2(XTX) 1= — ( n ) mit s, = Y (z; — )2, (6.54)
=1

Spa —T 1

Die Varianz des Offsetparameterschatzers hingt damit sowohl von der Summe der qua-
drierten Differenzen der Werte der unabhéngigen Variable von ihrem Stichprobenmittel
und dem Stichprobenmittel der Werte der unabhéngigen Variable selbst ab. Die Varianz
des Steigungsparameterschéitzers hingt dagegen nur von der Summe der quadrierten Dif-
ferenzen der unabhéngigen Variable von ihrem Stichprobenmittel ab. Die Kovarianz von
Offset- und Steigungsparameterschétzern schlieflich hangt vom Mittelwert der Werte der
unabhéngen Variable ab. Folgender R Code simuliert die frequentistischen Verteilungen
von Beta- und Varianzparameterschitzern im Szenario der einfachen linearen Regressi-

on.

1 # Modellformulierung

2 library(MASS) # Multivariate Normalverteilung

3 n =10 # Anzahl von Datenpunkten

4 P =2 # Anzahl von Betparametern

5 X =1:n # Pradiktorwerte

6 X = matrix(c(rep(1,n),x), nrow = n) # Designmatrix

7 I_n = diag(n) # n x n Einheitsmatrix

8 beta = matrix(c(0,1), nrow = p) # wahrer,aber unbekannter,Betaparameter

9 sigsqr = .5 # wahrer,aber unbekannter,Varianzparameter
10
11 # Frequentistische Simulation
12 nsim =10 # Anzahl Realisierungen n-dimensionaler ZV
13 y = matrix(rep(NaN,n*nsim), nrow = n) # y Realisierungsarray
14 beta_hat = matrix(rep(NaN,p*nsim), nrow = p) # \hat{\beta} Realisierungsarray
15 for(i in 1:nsim){
16 y[,i] = mvrnorm(1,X %*), beta,sigsqr*I_n) # eine Realisierung n-dimensionaler ZV
17 beta_hat[,i] = solve(t(X)%*%X) %%t (X)%*%y[,i]  # \hat{\beta} = (X"T)X"{-1}X"Ty
18 ¥

Abbildung 6.1 A zeigt 10 Realisationen des Modells einer einfachen linearen Regression
und Abbildung 6.1 B zeigt die entsprechenden Betaparameterschétzerrealisationen sowie
die analytische Verteilung des Betaparameterschéatzers.

6.6 Literaturhinweise

Plackett (1949) gibt einen historischen Uberblick zur Entwicklung der Betaparameterschét-
zung und insbesondere des Gauss-Markov Theorems. Das Problem der Varianzparameter-
schiatzung ALM im Sinne der Restricted Maximum Likelihood Methode erscheint zunéchst
in Patterson und Thompson (1971) (vgl. Harville (1977), Verbyla (1990)) und bleibt, in
verallgemeinerten ALMs, Gegenstand aktueller Forschung (vgl. Starke und Ostwald (2017),
Lindholm und Wahl (2020)).

6.7 Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie das Theorem zum Betaparameterschétzer wieder.
2. Warum ist der Betaparameterschétzer ein Maximum-Likelihood Schétzer?
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Abbildung 6.1 Frequentistische Betaparameterschitzerverteilung bei einfacher lineare Regression

@

Geben Sie das Theorem zum Varianzparameterschitzer wieder.

4. Geben Sie die Parameterschéitzer bei n unabhéngigen und identisch normalverteilten Zufalls-
variablen an.

5. Geben Sie die Parameterschétzer bei einfacher linearer Regression an.

Geben Sie das Theorem zur Verteilung des Betaparameterschétzers wieder.

7. Geben Sie das Theorem zur Verteilung des Varianzparameterschitzers wieder.

>
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7 T-Statistiken

In diesem Abschnitt fithren wir T-Statistiken als Mafle zur Evaluation von Betaparame-
terschiatzern im ALM ein. T-Statistiken quantifizieren dabei die geschitzten Effekte des
Betaparameterschitzers in Bezug zur durch den Varianzparameterschéitzer geschétzten
Residualvariabilitat. Der Wert einer T-Statistik ist also zunéchst einmal einfach als Signal-
zu-Rauschen Verhéltnis (Signal-to-Noise Ratio) zu verstehen.

T-Statistiken erlauben weiterhin die Evaluation von Linearkombinationen der Komponen-
ten des Betaparameterschétzers im Sinne Frequentistischer Konfidenzinteralle und Hypo-
thesentests. Wir betrachten hier zunéchst nur die funktionale Form von T-Statistiken und
ihre Frequentistische Verteilung zum Zwecke der Konfidenzintervallbestimmung. Der Ein-
satz von T-Teststatistiken im Rahmen von Einstich- und Zweistichproben T-Tests ist das
Thema von Kapitel 9.

7.1 Definition und Beispiele

Vor dem Hintegrund des ALMs und seiner Parameterpunktschétzer definieren wir die
T-Statistik wie folgt.

Definition 7.1 (T-Statistik). Es sei
v=Xp+emite~ N (0,,0°1,) (7.1)
das ALM. Weiterhin seien

5= (XTX)1XTy und 2 o= L= X0 (0= XP)
n—p

(7.2)

die Betaparameter- und Varianzparameterschitzer, respektive. Dann ist fiir einen Kon-
trastgewichtsvektor ¢ € RP und einen Parameter 3, € RP die T-Statistik definiert als

o CTB— cTﬁo
/2T (XTX) e

(7.3)

Geeignete Wahlen des Kontrastgewichtvektors ¢ € RP und des Parameters 3, € RP erlau-
ben eine Vielzahl von Einsatzmoglichkeiten der T-Statistik. Betrachten wir zunéchst den
Kontrastgewichtsvektor. Offenbar dient der Konstrastgewichtsvektor dazu, den Zufallsvek-
tor B € RP in die Zufallsvariable ¢’ 3 zu transfomieren und sichert damit die Skalaritéit
der T-Statistik. Weiterhin erlaubt die Wahl von p-dimensionalen Einheitsvektoren fiir
den Kontrastgewichtsvektor die Auswahl einzelner Komponenten des Betaparameters zur



Definition und Beispiele 85

Evaluation mithilfe der T-Statistik. Schlielich erlaubt eine generelle Wahl des Kontrastge-
wichtsvektors die Evaluation beliebiger Linearkombination der Betaparameterkomponen-
ten, wie zum Beispiel Differenzen einzelner Komponenten. Beispielhaft seien fiir 5 € [RQA
hier folgende Méglichkeiten fiir die Wahl von ¢ € R? hinsichtlich des Skalarproduktes ¢’ j3
aufgefiihrt:

e ((1)) TR, e (‘1)) L TR f, cim (_11) TR B, — B, (T4)

Die Wahl des Parameters 3, € R? eroffnet die Moglichkeit, die T-Statistik unterschiedlich
einzusetzen. Wéhlt man zum Beispiel §, := 0, so erhélt man mit der T-Statistik eine
Deskriptivstatistik, die es erlaubt, geschitzte Regressoreffekte, also Komponenten oder
Linearkombinationen von B, im Sinne eines Signal-zu-Rauschen Verhéltnisses in Bezug
zu der durch 62 quantifizierten Residualdatenvariabilitéiit zu setzen. Der Nenner der T-
Statistik stellt dabei sicher, dass insbesondere die adaquate (Ko)Standardabweichung der
entsprechenden Betaparameterkomponentenkombination als Bezugsgrofie dient, da es sich
bei 6% (XTX )_1 bekanntlich um die Kovarianz des Betaparameterschéitzers handelt (vgl.
Theorem 6.3).

Wahlt man fir 3, dagegen (3, also den wahren, aber unbekannten, Betaparameterwert,
so eroffnet die T-Statistik die M&glichkeit, fiir einzelne Komponenten des Betaparameter-
vektors Konfidenzintervalle zu bestimmen. Wir vertiefen diesen Aspekt der T-Statistik in
Kapitel 7.2. Deklariert man schliefflich 3, im Kontext eines Testszenarios als das Element
einer Nullhypothese, so ertffnet die T-Statistik die hypothesentestbasierte Inferenz iiber
Betaparameterkomponenten und ihrer Linearkombinationen. Anwendungsfélle dieser Art
diskutieren wir ausfiihrlich in Kapitel 9.

Die Anwendung der T-Statistik zum Zwecke der Frequentistischen Inferenz im Sinne von
Konfidenzintervallen und Hypothesentests basiert dabei natiirlich auf der Frequentisti-
schen Verteilung der T-Statistik vor dem Hintegrund des ALMs. Diese ist der zentrale
Inhalt folgenden Theorems, auf dessen Beweis wir verzichten.

Theorem 7.1 (T-Statistik). Es sei
v=XB+¢e mite~ N(0,,0%I,) (7.5)
das ALM. Weiterhin seien

5 (v—XBT(v—XB)

Bi=(XTX) ' XTv und 62 := o (7.6)

die Betaparameter- und Varianzparameterschdtzer, respektive. SchliefSlich sei fiir einen
Kontrastgewichtsvektor ¢ € RP und einen Parameter 3, € RP

- B—cThy (7.7)
V2T (XTX) e ‘
die T-Statistik. Dann gilt
Tp_ T
T ~t(6,n—p) mit 6 := ¢ b—c by (7.8)

V2T (XTX) e
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Im Allgemeinen ist die T-Statistik also nichtzentral t-verteilt. Gilt dabei, wie bei der Be-
stimmung von Konfidenzintervallen (vgl. Kapitel 7.2) §, := ( oder gilt in einem Test-
szenario bei Zutreffen der Nullhypothese § := [, (vgl. Kapitel 9), so ist die T-Statistik
sogar t-verteilt, jeweils mit Freiheitsgradparameter n — p. Gilt in einem Testszenario da-
gegen, dass die Nullhypothese nicht zutrifft, so kann die Verteilung der T-Statistik aus
Theorem 7.1 zur Herleitung der Testgiitefunktion und damit zur Bestimmung der Power
des Tests genutzt werden (vgl. Kapitel 9). Wir werden diese Aspekte an gegebener Stelle
vertiefen. An dieser Stelle wollen wir die T-Statistik und ihre Verteilung zunéchst nur
an den Beispielen der unabhéngigen identisch normalverteilten Zufallsvariablen und der
einfachen linearen Regression illustrieren.

Beispiel (1) Unabhingige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Es sei
v~ N(XB,0%I,) mit X :=1,, € R} B:=p € R und 02 > 0. (7.9)

das ALM Szenario unabhéngiger und identisch normalverteilter Zufallsvariablen und es
seien ¢ := 1 und f; := py € R. Dann gilt fiir die T-Statistik

Vo2cT(XTX)te  /s217(171,) 11 s

v

Dies entspricht offenbar der bekannten Einstichproben-T-Teststatistik. Wie diese nimmt
die hier betrachtete T-Statistik, bei Konstanz der jeweils komplementaren Terme, grofie
absolute Werte fir eine groBe absolute Differenz von v—p, (oft als Effekt bezeichnet), sowie
fiir kleine Werte von s2 (also eine geringe Datenvariabilitit) und einen grofien Wert von n
(also einen groBen Stichprobenumfang) an. Folgender R Code simuliert die Frequentistische
Verteilung dieser T-Statistik fiir die Falle 5 = 5, und g # f,.

1 # Modellformulierung
2 library (MASS) # multivariate Normalverteilung
3 n =12 # Anzahl von Datenpunkten
4 P =1 # Anzahl von Betaparametern
5 X = matrix(c(rep(1,n)), nrow = n) # Designmatrix
6 In = diag(n) # Einheitsmatrix
7 beta = ¢(0,1) # wahre , aber unbekannte , Betaparameter
8 nscn = length(beta) # Anzahl wahrer, aber unbekannter, Hypothesenszenarien
9 sigsqr =1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
10 c =1 # Kontrastvektor von Interessse
11 beta_0 =0 # Nullhypothesenbetaparameter
12
13 # Frequentistische Simulation
14 nsim = led # Anzahl Simulationen
15 delta = rep(NaN, nscn) # Anzahl Nichtzentralitédtsparameter
16 Tee = matrix(rep(Nall, nscn*nsim), ncol = nscn) # T-Teststatistik Realisierungsarray
17 for(s in 1:nscn){ # Hypothesenszenarien
18 deltals] = ((t(c) 7%*% betals] - t(c) %x% beta_0)/ # Nichtzentralit&tsparameter
19 sqrt (sigsqr*t (c) %*%solve (t (X) %*%X) %*%c) )
20 for(i in 1:nsim){ # Simulationsiterationen
21 y = mvrnorm(1, X %*% betals], sigsqr*I_n) #y
22 beta_hat = solve(t(X) %*% X) %*% t(X) %*% y # \hat{\betal}
23 eps_hat =y - X %/ beta_hat # \hat{\eps}
24 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %+, eps_hat)/(n-p) # \hat{\sigma}~2
25 Teel[i,s] = ((t(c) %*% beta_hat - t(c) %x% beta_0)/ # T
26 sqrt (sigsqr_hatx*t (c)%*lsolve (t (X) %*%X) %*%c))
27 ¥
28 ¥

Abbildung 7.1 A und B zeigen die resultierenden simulierten und analytischen Verteilungen
der T-Statistik.

Beispiel (2) Einfache lineare Regression

In diesem Beispiel wollen wir nicht auf die spezifische Form der T-Statistik eingehen, aber
anhand einer Simulation demonstrieren, wie sich das Prinzip der T-Statistik im Kontext
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A

Simuliert
Analytisch

0.4

0.1

Abbildung 7.1 Verteilungen der T-Statistik bei unabhéingig und identisch normalverteilten Zufallsvaria-

blen

darstellt. Dazu betrachten wir das bekannte Beispielmodell der einfachen linearen Regres-
sion (vgl. Kapitel 5), in diesem Fall mit den wahren, aber unbekannten, Parameterwer-
ten B4 := (1,0) und Sp := (1,1). Weiterhin betrachten wir den Kontrastgewichtsvektor
¢ := (0,1), so dass die T-Statistik zu Evaluation des Steigungsparameters der einfachen
linearen Regression genutzt werden kann. Schliellich betrachten wir in beiden Féllen den
Parameter 3, := (0,0)7, so dass im Fall von 3, gilt, dass ¢I'8 = ¢T3, und im Fall von 5
gilt, dass ¢T3 # ¢T'3,. Folgender R Code implementiert die skizzierten Szenarien, Abbil-
dung 7.2 A und B zeigen die resultierenden simulierten und analytischen Verteilungen der

T-Statistik.

1 # Modellformulierung

2 library (MASS)

3 n =10

4 P =2

5 X = 1:n

6 X = matrix(c(rep(1,n),x), ncol = p)

7 I_n = diag(n)

8 beta = matrix(c(1,0,1,1), nrow = 2)

9 nscn = ncol(beta)
10 sigsqr =1
11 c = matrix(c(0,1), nrow = 2)
12 beta_0 = matrix(c(0,0), nrow = 2)
14 # Frequentistische Simulation
15 nsim = led

16 delta = rep(NaN, nscn)

17 Tee = matrix(rep(NaN, nscn*nsim), ncol = nscn)

18 for(s in 1:mscn){

19 deltals] = ((t(c) %*% betal,s] - t(c) %% beta_0)/

sqrt (sigsqr*t (c) %*%solve (t (X) %*%X) %*%e) )
21 for(i in 1:nsim){
22 y = mvrnorm(1, X %*% betal,s], sigsqr*I_n)
23 beta_hat = solve(t(X) %x*% X) Ux% t(X) %% y
24 eps_hat =y - X ’xJ% beta_hat
25 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %#J), eps_hat)/(n-p)
26 Teeli,s] = ((t(c) %*% beta_hat - t(c) %% beta_0)/
sqrt(sigsqr_hatxt (c)%*lsolve (t (X)) %*%X) %*%c))

28 ¥
29 }

B I T

L
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Anzahl Nichtzentralit&dtsparameter
T-Teststatistik Realisierungsarray
Hypothesenszenarien
Nichtzentralitdtsparameter

Simulationsiterationen
y
\hat{\beta}

\hat{\eps}
\hat{\sigma}"2
T
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Abbildung 7.2 Verteilungen der T-Statistik bei einfacher linearer Regression

7.2 Konfidenzintervalle fiir Betaparameterkomponenten

Mithilfe der T-Statistik konnen Konfidenzintervalle fiir die Komponenten des Betapara-
metervektors bestimmt werden. Das folgende Theorem ist die zentrale Aussage dieses
Abschnitts.

Theorem 7.2 (Konfidenzintervalle fiir Betaparameterkomponenten). Es sei
v=XB+e mite ~ N(0,,0°1I,) (7.11)

das ALM, A R
(v—XB)T(v— XB)

n—p
seien die Betaparameter- und Varianzparameterschatzer, respektive und fir ein 6 €0, 1]
set

3= (XTX)'XTv und 62 := (7.12)

1+9
ty =01 (%,n —p) . (7.13)
Schlieflich sei fir j=1,...p
Aj = ((XTX)71> ~ das jte Diagonalelement von (XTX)il. (7.14)

JJ
Dann ist fir j=1,....p
by = [Bj — 5/ A\ts, B+ 5 /Ajté] (7.15)
ein §-Konfidenzintervall fiir die jte Komponente 3; des Betaparameters 8 = (B, ..., Bp)T.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass
P(k; 2 B;) = 9. (7.16)
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Dazu halten wir zunéichst fest, dass fiir alle j = 1,...,p bei Wahl von 8, = 8 und ¢ := e; nach dem
Theorem zur T-Teststatistik fir T~ ¢(5, n — p) gilt, dass

T = 83376?6 — Bjiﬁj :Bj*ﬁj::T.
o) e e () Y (717)
und
TG T
’ . (7.18)

Vo2l (XTX) e,

Damit gilt dann auch sofort, dass T; ~ t(n — p). Weiterhin erinnern erinnern wir daran (vgl. (11) Kon-

fidenzintervalle in Wahrscheinlichkeitstheorie und Frequentistischer Inferenz), dass per Definition von ¢
gilt, dass
P(—ts <T; <ts) (7.19)

Aus der Definition eines J-Konfidenzintervalls folgt dann

§=P(—t; <T; <t5)

ol B;— B
P( W Sté)
<

P (45&\//\7 <B,—B, <t /\J)

=P (—B]. - ta&\/yj < —B; < —B; +1t56 /\j) (7.20)
=P (B, + 5N, 2 8,2 B, — 155,/

=P (B, ts0\ /2, < B; < B+ 155/,

=P ([8, =\t By + 5Nt

=P(k; 3 B;)

und damit ist alles gezeigt.

Beispiel (1) Unabhéngige und identisch normalverteilte Zufallsvariablen

Wie gewohnt betrachten wir als erstes Beispiel die ALM Form des Szenarios unabhéngig
und identisch normalverteilter Zufallsvariablen

v~ N(XB,0%L,) mit X :=1, eR",f:=peR,02>0 (7.21)
Dann gelten, wie bereits gesehen

N . 1 & _ -1 1
p=— E v; = 0,67 = —— . E (v;—0)? =82 und A\, = (111,) = —. (7.22)
i =i n

Nach dem Theorem zu Konfidenzintervallen fiir Betaparameterkomponenten gilt dann,
dass

K= [u R (7.23)

s

—=t

NG N

ein d-Konfidenzintervall fiir S ist und dieses ist offenbar identisch mit dem bekannten
0-Konfidenzintervall fiir den Erwartungsparameter der Normalverteilung.
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Beispiel (2) Einfache lineare Regression

In diesem Beispiel wollen wir nicht auf die spezifische Form der Konfidenzintervalle fiir den
Offset- und Steigungsparameter eingehen, sondern lediglich anhand folgender Simulation
an die Frequentistische Bedeutung eines d-Konfidenzintervalls erinnern: Realisierungen
von d-Konfidenzintervallen tiberdecken den wahren, aber unbekannten, Parameterwert mit
einer frequentistischen Wahrscheinlichkeit von §. Abbildung 7.3 zeigt, dass dies in der
konkreten Simulation mit § = 0.95 fiir den Offsetparameter in 94 von 100 und fiir den

Steigungsparameter in 93 von 100 Féllen der Fall ist.

1 # Modellformulierung

2 library(MASS) # multivariate Normalverteilung

3 set.seed(0) # random number generator seed

4 ns = le2 # Anzahl Simulationen

5 n = 10 # Anzahl von Datenpunkten

6 P =2 # Anzahl von Betaparametern

7 X = 1:n # Pradiktorwerte

8 X = matrix(c(rep(1,n),x), ncol = p) # Designmatrix

9 I_n = diag(n) # Einheitsmatrix

10 beta = matrix(c(1,2), nrow = 2) # wahre, aber unbekannte, Betaparameter
11 sigsqr =1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
12 delta =0.95 # Konfidenzbedingung

13 t_delta = qt((1+delta)/2,n-1) # \Psi~{-1}((1+\delta)/2,n-1)

14 lambda = diag(solve(t(X) %*% X)) # \lambda_j Werte

15

16 # Simulation

17 kappa = array(rep(NaN, ns*p*p), dim=c(ns,2,2)) # Konfidenzintervallarray

18 beta_hat = matrix(rep(NaN,p*ns), nrow = p) # Betaparameterschitzer

19 for(i in 1:ns){ # Iteration iiber Realisierungen

20 y = mvrnorm(1, X %xJ) beta, sigsqr*I_n) # Datenrealisierung

21 beta_hat[,i] = solve(t(X) %*7% X) %*% t(X) %*% y # \hat{\betal}

22 eps_hat =y - X %*J beta_hat[,i] # \hat{\varepsilon}

23 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %+*% eps_hat)/(n-p) # \hat{\sigma}"2

24 for(j in 1:p){ # Iteration iiber Betaarraykomponenten
25 kappali,1,j] = beta_hat[j,il-sqrt(sigsqr_hat*lambda[j])+*t_delta # untere KI Grenze

26 kappal[i,2,j] = beta_hat[j,il+sqrt(sigsqr_hat*lambda[j])+*t_delta # obere KI Grenze

27 }

28 }

7.3 Literaturhinweise

Box (1981) und Zabell (2008) geben einen historischen Uberblick zur Entwicklung der
T-Statistik und ihrer Verteilung im Kontext der Arbeiten von Student (1908) und Fisher
(1925b), Fisher (1925¢) und Fisher (1925a). Die Theorie der Konfidenzintervalle geht auf
J. Neyman (1935) und Jerzy Neyman (1937) zuriick.

7.4 Selbstkontrollfragen

Geben Sie die Definition der T-Statistik wieder.

Erldutern Sie fiir die T-Statistik die Bedeutung der Wahl von ¢ € RP.

Erldutern Sie fiir die T-Statistik die Bedeutung der Wahl von 3, € R?.

Wann kann die T-Statistik als Signal-zu-Rauschen Verhéltnis interpretiert werden?

Geben Sie das Theorem zur T-Statistik wieder.

Geben Sie die Form der T-Statistik im Szenario von n unabhingig und identisch normalver-
teilten Zufallsvariablen wieder.

7. Geben Sie das Theorem zu Konfidenzintervallen fiir Betaparameterkomponenten wieder.

S T N

Das Allgemeine Lineare Modell | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Selbstkontrollfragen

91

Offsetparameter 3, =1, 0’=1, n=10, $=0.95

Simulationen

Slopeparameter B, =2, 0°=1, n=10, 8=0.95

Simulationen
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8 F-Statistiken

In diesem Abschnitt fithren wir F-Statistiken vor dem Hintergrund Likelihood-Quotienten-
Statistik basierter Modellvergleiche ein. Die (maximierte oder marginale) Likelihood eines
Datensatzes unter einem gegebenen probabilistischen Modell als Modellvergleichskriterium
heranzuziehen ist dabei ein weit verbreitetes Verfahren in der probabilistischen Datenana-
lyse. Im Gegensatz zu T-Statistiken kann das Ziel der Berechnung von F-Statistiken damit
insbesondere sein, nicht nur Linearkombinationen von Betaparameterschéitzwerten proba-
bilistisch zu evaluieren, sondern die Modellanpassung an einen Datensatz insgesamt zu eva-
luieren. Die Modellvergleichskapazitit von F-Statistiken ist allerdings etwas beschrankt,
da sich die F-Statistik nur auf ALMs und insbesondere geschachtelte ALMs bezieht, in
denen ein Modell Bestandteil eines anderen Modells ist.

F-Statistiken bilden iiblicherweise die Grundlage fiir Hypothesentests im Rahmen vari-
anzanalytischer Verfahren. Der Einsatz von F-Statistiken ist aber per se nicht auf Vari-
anzanalysen beschrinkt, sondern kann auch bei parametrischen ALM Designs angebracht
sein.

Im Folgenden fithren wir zunéchst den Begriff der Likelihood-Quotienten-Statistik ein und
betrachten dann die Definition der F-Statistik vor diesem Hintegrund. Wir schlieflen mit
der Frequentistischen Verteilung der F-Statistik.

8.1 Likelihood-Quotienten-Statistiken

Wir definieren den Begriff der Likelihood-Quotienten-Statistik wie folgt.

Definition 8.1 (Likelihood-Quotienten-Statistik). Gegeben seien zwei parametrische sta-
tistische Modelle

Moo= (44, {P 10 € O}) wd 26, = (9.4, {Fh 0 €€,})  @®)

mit identischem Datenraum, identischer o-Algebra und potentiell distinkten Wahrschein-
lichkeitsmafimengen und Parameterrdumen. Sei weiterhin v ein Zufallsvektor mit Daten-
raum Y. Seien schliefllich L§ und Lj die Likelihood-Funktionen von M und M, respek-
tive, wobei das Superskript v jeweils an die Datenabhingigkeit der Likelihood Funktion

erinnern soll. Dann wird Y
A maXg co, L (6o) (8.2)
maXxy co, Lij(el)’

Likelihood- Quotienten-Statistik genannt.
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Eine Likelihood-Quotienten-Statistik setzt die Wahrscheinlichkeitsmasse bzw. Wahrschein-
lichkeitsdichte eines beobachteten Datensatzes y € Y unter zwei statistischen Modellen
nach Optimierung der jeweiligen Modellparameter ins Verhéltnis. Ein hoher Wert der
Likelihood-Quotienten-Statistik entspricht einer hohereren Wahrscheinlichkeitsmasse bzw.
Wahrscheinlichkeitsdichte des beobachteten Datensatzes y € Y unter M als unter M,
und vice versa.

Die Wahrscheinlichkeitsmassen bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten beobachteter Daten nach
Modellschatzung unter verschiedenen Modellen zu betrachten ist ein allgemeines Vorgehen
zum Vergleich von Modellen. Letztlich erlaubt dieses Vorgehen, verschiedene wissenschaft-
liche Theorien iiber die Genese beobachtbarer Daten quantitativ zu vergleichen und die
damit verbundene Unsicherheit zu quantifizieren. Modellvergleiche sind ein zentrales The-
ma in der Bayesianischen Inferenz die die Logik von Likelihood-Quotienten-Statistiken
zum Beispiel unter den Begriffen der Bayes Factors oder der des Bayesian Information
Criterions auf allgemeine probabilistische Modelle generalisiert. Allerdings sind, wie hier
gesehen, Modellvergleiche auch im Rahmen der Frequentistischen Inferenz mdéglich und
sinnvoll, Modellvergleiche sind also kein Alleinstellungsmerkmal der Bayesianischen gegen-
iiber der Frequentistischen Inferenz.

Mit dem reduzierten Modell und dem wvollstindigen Modell betrachten wir im Folgenden
zwei spezielle Formen von M und M, respektive, im Kontext des ALMs.

Definition 8.2 (Vollstandiges und reduziertes Modell). Fiir p > 1 mit p = p, + p; seien
X := (X, X;)e€R™P mit X, € R0 und X, € R"*P1, (8.3)

sowie

B = <go> € RP mit B, € RPo und 3, € RP1 (8.4)
1

Partitionierungen einer n x p Designmatrix und eines p-dimensionalen Betaparametervek-
tors. Dann nennen wir
v=XfB+¢e mit e ~ N(0,,0°1L,) (8.5)

das vollstindige Modell und

das reduzierte Modell und sprechen von einer Partitionierung eines (vollstandigen) Mo-
dells.

Man sagt auch, dass das reduzierte Modell im vollstdndigen Modell geschachtelt (nes-
ted) ist. Die Likelihood-Quotienten-Statistik beim Vergleich eines vollstdndigen und eines
reduzierten Modells hat eine einfache Form. Diese ist der zentrale Aspekt folgenden Theo-
rems.

Theorem 8.1 (Likelihood-Quotienten-Statistik von vollstdndigem und reduziertem Mo-
dell). Fir p = py+ py,p > 1 sei eine Partitionierung eines vollstindigen ALMs gegeben
und es seien 62 und 63 die Mazimum-Likelihood Schétzer des Varianzparameters unter voll-
standigem und reduziertem Modell, respektive. Weiterhin seien die zwei parametrischen
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statistischen Modelle M und M, in der Definition der Likelihood-Quotienten-Statistik
durch das reduzierte Modell und das vollstindige Modell gegeben. Dann gilt

A () 67

Beweis. Wir erinnern zunéchst daran, dass die Maximum-Likelihood Schétzer des Varianzparameters
durch

52 = (v-xB)" (v-XB) wd &3 =~ (v—Xofy)" (v Xofy) (8.8)

respektive, gegeben sind, wobei B und Bo die Maximum-Likelihood Schétzer der Betaparameter unter
vollstandigem und reduziertem Modell, respektive, bezeichnen. Weiterhin halten wir fest, dass fiir die
Likelihood-Funktion des vollstdndigen Modells an der Stelle der Maximum-Likelihood Schétzer gilt, dass

exp (— 2 (v — XB) "y~ X))

[SR

LY(B,5%) = (2m) 3(6%) # exp (— 5=

n(yXB:)T(yXB:)) (8.9)
2(y—XB)T(y— XP)

= (27)"%(6%) % exp (—

n

= (2m) #(3%) et

und analog, dass fiir die Likelihood-Funktion des reduzierten Modells an der Stelle der Maximum-Likelihood
Schétzer gilt, dass

LY(Bo,53) = (2m) % (53) % e ¥ (8.10)
Damit ergibt sich dann aber

maXe,co, LS(OO) _ LS(BO, a'(%) (277)7%(5'(%)7
%

maxy o, L7(61)  Lv(B,62) (2m)"

8.2 Definition und Verteilung

Wir definieren nun die F-Statistik vor dem Hintegrund eines vollstédndigen und eines redu-
zierten Modells.
Definition 8.3. Fiir X € R"*P, 3 € RP und 02 > 0 sei ein ALM der Form

v=XB+¢e mit e ~ N(0,,0°1I,) (8.11)

mit der Partitionierung

X=(X, X),X,€R™Po, X, € R"P1, und j:= (go) By €ERPo. B, € RP1, (8.12)
1

mit p = py + p; gegeben. Weiterhin seien mit
By = (XT X)) XTv und 8 := (XTX) X T (8.13)
die Residuenvektoren R A
Egi=v—XyfBpund € :=v— X3 (8.14)
definiert. Dann ist die F-Statistik definiert als
(ggéo — th:)/Pl

B =)

(8.15)
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Der Zahler der F-Statistik

gle,—ete

P

misst, inwieweit die p; Regressoren in X, die Residualquadratsumme reduzieren und zwar
im Verhéltnis zur Anzahl dieser Regressoren. Das heifit, dass bei gleicher Gréfle der Resi-
dualquadratsummenreduktion (und gleichem Nenner) ein groerer F' Wert resultiert, wenn
diese durch weniger zusétzliche Regressoren resultiert, also p; klein ist (und vice versa).
Im Sinne der Anzahl der Spalten von X und der entsprechenden Komponenten von [

favorisiert die F-Statistik also weniger “komplexe” Modelle.

(8.16)

Fiir den Nenner der F-Statistik gilt

ATA
Ef -5 (8.17)
n—p

wobei 2 hier der aufgrund des vollstéindigen Modells geschétzte Schiitzer von o2 ist. Wer-
den die Daten tatsédchlich unter dem reduzierten Modell generiert, so kann das vollstdndige
Modell dies durch Bz ~ 0, abbilden und erreicht eine dhnliche 0?2 Schiitzung wie das redu-
zierte Modell. Werden die Daten de-facto unter dem vollstdndigem Modell generiert, so ist
€T/(n —p) ein besserer Schiitzer von o2 als £12,/(n —p), da sich fiir diesen die Datenva-
riabilitiit, die nicht durch die p, Regressoren in X, erklirt wird, in der Schitzung von o2
widerspiegeln wiirde. Der Nenner der F-Statistik ist also in beiden Féllen der sinnvollere

Schétzer von o2.

Zusammengenommen misst die F-Statistik also die Residualquadratsummenreduktion
durch die p; Regressoren in X, gegeniiber den p, Regressoren in X, pro Datenvariabilitéts
(0?)- und Regressor (p;)-Einheit.

Beispiel (1) Einfache lineare Regression

Exemplarisch evaluiert untenstehender R Code die F-Statistik im Kontext folgender Par-
titionierung des Modells der einfachen linearen Regression

X= (X X)), Xg:=1,,X; = (21,.,2,)7, 8 = (g(;) : (8.18)

und zwar einmal fiir den Fall, dass 8 = (1,0)7, also dass das reduzierte Modell das wahre,
aber unbekannte, datenerzeugende Modell ist und einmal fiir den Fall, dass 3 = (1,0.5)T,
also dass das vollstdndige Modell das wahre, aber unbekannte, datenerzeugende Modell
ist. Im Sinne obiger Diskussion ergibt sich im ersten Fall eine F-Statistik nahe Null, im
zweiten Fall dagegen eine hohe F-Statistik.

1 # Modellformulierung

2 library (MASS) # Multivariate Normalverteilung

3 nmod = 2 # Anzahl Modelle

4 n = 10 # Anzahl Datenpunkte

5 P =2 # Anzahl Betaparameter

6 p_0 =1 # Anzahl Betaparameter reduziertes Modell

7 p_1 =1 # Anzahl zusétzlicher Betaparameter vollstdndiges Modell
8 P =p.0+p_1 # Anzahl Betaparameter im vollstédndigem Modell

9 x = 1:n # Pradiktorwerte

10 X = matrix(c(rep(1,n),x), nrow = n) # Designmatrix des vollstdndigen Modells

11 X_0 = X[,1] # Designmatrix des reduzierten Modells

12 I_n = diag(n) # n x n Einheitsmatrix

13 beta = matrix(c(1,0,1,.5), nrow = 2) # wahre , aber unbekannte , Betaparameter

14 nscn = ncol(beta) # Anzahl wahrer, aber unbekannter, Hypothesenszenarien
15 sigsqr = 1 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

16

17 # Modellsimulation und Evaluierung

18 Eff = matrix(rep(NalN, nscn), nrow = nscn) # F-Statistiik Realisierungsarray

19 for(s in 1:nscn){ # Szenarieniterationen

20 y = mvrnorm(1, X %*Jbetal,s], sigsqr*I_n) # Datenrealisierung
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21 beta_hat_0 = solve (t(X_0)%*%X_0)%*%t (X_0) %Ly # Betaparameterschitzer reduziertes Modell
22 beta_hat = solve(t(X) 74X )%/t (X) %*Ly # Betaparameterschéitzer vollsténdiges Modell
23 eps_0_hat = y-X_0%*%beta_hat_0 # Residuenvektor reduziertes Modell

24 eps_hat = y-X/*/beta_hat # Residuenvektor vollsténdiges Modell

25 eps_0O_eps_0_hat = t(eps_O_hat) %*J, eps_O_hat # RQS reduziertes Modell

26 eps_eps_hat = t(eps_hat) %*% eps_hat # RQS vollstandiges Modell

27 Eff[s] = (((eps_0O_eps_0_hat-eps_eps_hat)/p_1)/ # F-Statistik

28 (eps_eps_hat/(n-p)))}

F-Statistik fiir beta_1 = 0_{p_1}: 0.6616985
F-Statistik fiir beta_1 != 0_{p_1}: 10.50031

Die Likelihood-Quotienten-Statistik und die F-Statistik von vollstdndigem und reduzier-
tem Modell sind ineinander iiberfithrbar. Dies ist die zentrale Aussage folgenden Theo-
rems.

Theorem 8.2 (F-Statistik und Likelihood-Quotienten-Statistik). Es sei die Partitionie-
rung eines ALMs in ein vollstindiges und ein reduziertes Modell gegeben und F und A
seien die entsprechenden F- und Likelihood-Quotienten-Statistiken. Dann gilt

_n=p e
= (A 1).

F (8.19)

Beweis. Wir erinnern zunéchst daran, dass die Maximum-Likelihood Schétzer des Varianzparameters
durch

JON
€0 o

(8.20)

1 N\T N eTe 1 ~\T ~
52 = (v—X - X — und 55 = — (v— X - X
o " (U ﬂ) (U B) n oo = ('U oBo) (U oﬁo)
gegeben sind. Mit der Definition der F-Statistik und der Form der Likelihood-Quotienten-Statistik fiir den
Vergleich von reduziertem und vollstdndigem Modell ergibt sich dann

(88é0—€7¢)/py
eTe/(n —p)
n(6f —5%)/p,
no?/(n —p)
n—padi—ao?
p o2
_n—p (53
B P1 o2

F=

(8.21)

‘ Q

9

_1>

n—p

(A%
O

Zwischen der F-Statistik und der Likelihood-Quotienten-Statistik besteht also ein nichtli-
nearer, reziproker Zusammenhang, den wir fiir n = 12,p = 2 und p; = 1 in Abbildung 8.1
visualisieren. Man beachte, dass fiir A = 1 gilt, dass F = 0. Ein Wert von F' = 0 impli-
ziert also, dass das reduzierte Modell gegeniiber dem vollstédndigen Modell im Lichte eines
beobachteten Datensatzes die gleiche Plausibilitdt besitzt.

Wir dokumentieren die Frequentistische Verteilung der F-Statistik in folgendem Theorem,
auf dessen Beweis wir verzichten.
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Abbildung 8.1 Zusammenhang von F- und Likelihood-Quotienten-Statistik.

Theorem 8.3 (F-Statistik). Fiir X € R"*P, 3 € RP und 0? > 0 sei ein ALM der Form
v=XB+e mite ~N(0,,0°L,) (8.22)

mit der Partitionierung

X = (X, X;),X,€R™Po, X, € RP1, und § := (g‘J) By ERPo B, € RP1,  (8.23)
1

mit p = py + p; gegeben. Schlieflich sei

o (2110) c RP (8.24)

ein Vektor. Dann gilt
TB(T(XTX) ) TR

o2

F ~ f(6,p;,n—p) mit § := (8.25)

Man beachte, dass die F-Statistik eine Funktion des Parameterschitzers, 6 dagegen eine
Funktion der wahren, aber unbekannten, Parameter ist. Wie die Verteilung der T-Statistik
kann die Verteilung der F-Statistik fiir die Evaluation von Frequentistischen Konfidenz-
intervallen und Hypothesentests genutzt werden. Insbesondere letzteren Aspekt verdeutli-
chen wir in Kapitel 10 und Kapitel 11.

Beispiel (1) Einfache lineare Regression

Exemplarisch evaluieren wir mithilfe untenstehenden R Codes die Verteilung der F-
Statistik im Kontext der Partitionierung des Modells der einfachen linearen Regression
von Gleichung 8.18 und zwar erneut einmal fiir den Fall, dass 8 = (1,0)7, also dass
das reduzierte Modell das wahre, aber unbekannte, datenerzeugende Modell ist und
einmal fiir den Fall, dass 8 = (1,0.5)7, also dass das vollstindige Modell das wahre,
aber unbekannte, datenerzeugende Modell ist. Abbildung 8.2 A und B visualieren die
resultierenden Verteilungen, respektive.
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1 # Modellformulierung
2 library (MASS)
3 nmod = 2
4 n = 10
5 p_0 =1
6 p_1 =1
7 P =p.0+p.1
8 X = 1:n
9 X = matrix(c(rep(1,n),x), nrow = n)
10 X_0 = X[,1]
11 I_n = diag(n)
12 beta = matrix(c(1,0,1,.5), nrow = 2)
13 nscn = ncol(beta)
14 sigsqr = 1
15 c = matrix((c(0,1)), nrow = 2)
16
17 # Frequentistische Simulation
18 nsim = led
19 delta = rep(NalN,nscn)
20 Eff = matrix(rep(NaN, nscn*nsim), nrow = nscn)
21 for(s in 1:mscn){
22 deltals] = (t(t(c)%*%betal,s])%*%
23 solve(t(c)%xlsolve (t (X)%*%X) %x%c) %l
24 (t(c)i*lbetal,s])/sigsqr)
25 for(i in 1:nsim){
26 y = mvrnorm(1, X %*%betal,s], sigsqr*I_n)
27 beta_hat_0 = solve(t(X_0)%*%X_0)%*%t (X_0) %*%y
28 beta_hat = solve(t(X) %*%X )%x%t(X) %*%y
29 eps_0_hat = y-X_0%*/beta_hat_0
30 eps_hat = y-X/*Jbeta_hat
31 eps_0_eps_0_hat = t(eps_0_hat) %’ eps_O_hat
32 eps_eps_hat = t(eps_hat) %*% eps_hat
33 Eff[s,i] = (((eps_0_eps_0_hat-eps_eps_hat)/p_1)/
34 (eps_eps_hat/(n-p)))}}

LR I O

* O3 o

T O

Multivariate Normalverteilung

Anzahl Modelle

Anzahl Datenpunkte

Anzahl Betaparameter im reduzierten Modell

Anzahl additiver Betaparameter im vollsté&ndigen Modell
Anzahl Betaparameter im vollsténdigem Modell
Prédiktorwerte

Designmatrix des vollsténdigen Modells

Designmatrix des reduzierten Modells

n x n Einheitsmatrix

wahre , aber unbekannte , Betaparameter

Anzahl wahrer, aber unbekannter, Hypothesenszenarien
wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

Vektor

Anzahl Realisierungen des n-dimensionalen ZVs
Nichtzentralitdtsparameterarray

F-Statistiik Realisierungsarray

Szenarieniterationen

Nichtzentralitdtsparameter

Simulationsiterationen

Datenrealisierung

Betaparameterschidtzer reduziertes Modell
Betaparameterschitzer vollsténdiges Modell
Residuenvektor reduziertes Modell
Residuenvektor vollsténdiges Modell

RQS reduziertes Modell

RQS vollstandiges Modell

F-Statistik

p=(10) p=(1,05)"
25 0.05
2.0 - 0.04
15 - 0.03
1.0 0.02
05 [}, 0.01
0.0 “P“'}"“ﬁ. P 0.00
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Abbildung 8.2 Exemplarische F-Statistik Verteilungen unter reduziertem und vollstdndigem wahren,
aber unbekanntem, datenerzeugenden Modell bei einfacher lineare Regression

8.3 Literaturhinweise

Die Popularitdt von F-Statistiken, insbesondere im Kontext der Varianzanalyse, wird
allgemein auf Fisher (1925b) zuriickgefiihrt. Seal (1967) gibt einen historischen Uber-
blick. Likelihood-Quotienten-Statistiken werden insbesondere von J. Neyman und Pearson
(1928) und Wilks (1938) betrachtet. Lehmann (2011) gibt einen integrierten historischen
Uberblick zu beiden Ansitzen. Die hier diskutierte Aquivalenz von Likelihood-Quotienten-
Statistik und F-Statistik basiert auf der Darstellung in Seber und Lee (2003).

8.4 Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition der Likelihood-Quotienten-Statistik wieder.
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10.

Erlautern Sie die Definition der Likelihood-Quotienten-Statistik.

Geben Sie die Definition eines vollstandigem und eines reduziertem ALMs wieder.

Geben Sie das Theorem zum Likelihood-Quotienten von vollstdndigem und reduzierten ALM
wieder.

Definieren Sie die F-Statistik.

Erldutern Sie den Zahler der F-Statistik.

Erldutern Sie den Nenner der F-Statistik.

Erldutern Sie die F-Statistik.

Geben Sie das Theorem zum Zusammenhang von F-Statistik und Likelihood-Quotienten-
Statistik wieder.

Geben Sie das Theorem zur Verteilung der F-Statistik wieder.
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9.1 Einstichproben-T-Tests

Anwendungsszenario

Das Anwendungsszenario eines Einstichproben-T-Test ist bekanntlich dadurch gekenn-
zeichnet, dass n univariate Datenpunkte einer Stichprobe (Gruppe)) randomisierter expe-
rimenteller Einheiten betrachtet werden, von denen angenommen wird, dass sie Realisie-
rungen von n unabhingigen und identisch normalverteilten Zufallsvariablen sind. Hinsicht-
lich der identischen univariaten Normalverteilungen N (j,o?) dieser Zufallsvariablen wird
angenommen, dass sowohl der Erwartungswertparameter u als auch der Varianzparameter
0% unbekannt sind. SchlieSlich wird vorausgesetzt, dass ein Interesse an einem inferentiel-
len Vergleich des unbekannten Erwartungswertparameters u mit einen vorgebenenen Wert
Lo (z.B. py :=0) besteht.

Anwendungsbeispiel

Fir ein konkretes Anwendungsbeispiel betrachten wir die Analyse von Pre-Post-
Interventions-BDI-Differenzwerten einer Gruppe von n = 12 Patient:innen wie in
Tabelle 9.1 dargestellt. Die ersten beiden Spalten dieser Tabelle listen die patientenspezifi-
sche BDI Werte vor (PreBDI) und nach (PosBDI) der psychotherapeutischen Intervention,
die dritte Spalte dBDI zeigt die entsprechenden PreBDI-PosBDI Differenzwerte. Ein
positiver Wert entspricht hier einer Verbesserung der Depressionssymptomatik und ein
negativer Wert einer Verschlechterung der Depressionssymptomatik

Tabelle 9.1 Pre und Post Intervention BDI Werte

PreBDI PosBDI dBDI

32 18 14
37 27 10
29 30 -1
33 31 2
33 30 3
32 31 1
26 31 -5
31 27 4
37 27 10
26 32 -6
31 17 14
27 24 3

Bei der Anwendung eines Einstichproben-T-Tests auf die dBDI Daten dieses Datensatzes
nehmen wir also an, dass die dBDI Daten Realisierungen von n = 12 unabhéngig nor-
malverteilten Zufallsvariablen v; ~ N(u,0?) sind. Wir nehmen weiterhin an, dass wir
daran interessiert sind, unsere Unsicherheit beim inferentiellen Vergleich des wahren, aber
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unbekannten, Erwartungswertparameters p mit einem Vergleichswert f, im Sinne eines
Hypothesentests zu quantifizieren.

Unabhéngig von diesem inferenzstatistischen Vorgehen betrachten wir zunéchst die de-
skriptiven Statistiken der dBDI Daten, wie in Tabelle 9.2 dargestellt. Es fillt insbesondere
auf, dass das Stichprobenmittel im Vergleich zur Standardabweichung relativ klein ist.
Im Gruppenmittel unterscheiden sich die PreBDI und PosBDI also zwar in positiver Rich-
tung, was eine Verringerung der Depressionssymptomatik impliziert, allerdings streuen die
Daten auch iiber Patient:innen deutlich, wie auch bereits aus Tabelle 9.1 ersichtlich.

Tabelle 9.2 Deskriptivstatistiken der Pre-Post BDI Differenzwerte

n Max Min Median Mean Var  Std

dBDI 12 14 -6 3 4.08 44.81 6.69

Modellformulierung

Wir definieren nun das Einstichproben-T-Test-Modell wie folgt.

Definition 9.1 (Einstichproben-T-Test-Modell). Fiir i = 1,...,n seien v; Zufallsvariablen,
die die n Datenpunkte eines Einstichproben-T-Test-Szenarios modellieren. Dann hat das
FEinstichproben-T-Test-Modell die strukturelle Form

v; = p+¢; mit g; ~ N(0,0?) wiv. fiir i = 1,...,n mit g € R und o2 > 0, (9.1)
die Datenverteilungsform
v; ~ N(p,0?) wiv. fiir i = 1,...,n mit 4 € R und o2 > 0, (9.2)
und fiir den Datenvektor v = (vy, ...,v,)T die Designmatrixform

v=XB+emit X:=1, € R B:=p€R,e~ N(0,,0°I,) und o2 > 0. (9.3)

Das Modell des Einstichproben-T-Tests ist offenbar mit dem dem Modell unabhéngiger
und identisch normalverteilter Zufallsvariablen identisch (vgl. Kapitel 5) Die Aquivalenz
von struktureller, Datenverteilungs- und Designmatrixform des Einstichproben-T-Test-
Modells wurde in Kapitel 5 Modellformulierung bereits ausfithrlich diskutiert. Die Simu-
lation von Daten basierend auf dem Einstichproben-T-Test-Modell hat dementsprechend
die gleiche Formwie die Simulation unabhéngig und identisch normalverteilter Zufallsva-
riablen. Unterer R Code demonstriert dies.

1 # Modellformulierung

2 library(MASS) # Multivariate Normalverteilung

3 n = 40 # Anzahl von Datenpunkten

4 P =1 # Anzahl von Betaparameter

5 X = matrix(rep(1,n), nrow = n) # Designmatrix

6 I_n = diag(n) # n x n Einheitsmatrix

7 beta =5 # wahrer, aber unbekannter, Betaparameter

8 sigsqr = 14 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter
9

0 # Datenrealisierung

1 y = mvrnorm(1, X %*% beta, sigsqr*I_n) # eine Realisierung eines n-dimensionalen ZVs
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Modellschatzung

Da die Form des Einstichproben-T-Test-Modells mit dem Szenario unabhéngig und iden-
tisch normalverteilter Zufallsvariablen identisch ist, trifft dies auch auf die entsprechenden
Beta- und Varianzparameterschitzer zu. Es ergibt sich also folgendes Theorem, das bereits
in Kapitel 6 bewiesen wurde.

Theorem 9.1 (Parameterschitzer im Einstichproben-T-Test-Modell). Gegeben sei die
Designmatrizform des Einstichproben-T-Test-Modells. Dann ergeben sich fiir den Betapa-

rameterschatzer
n

5= %Zvi _ip, (9.4)

i=1

und fir den Varianzparameterschdtzer

—_
3

02 = (v; —0)? =: 82 (9.5)

v und s2 bezeichnen hier also wiederum das Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz

der Zufallsvariablen vy, ..., v,,.

Modellevaluation

Basierend auf Theorem 7.1 in Kapitel 7 formulieren wir nun die T-Teststatistik fiir das
Einstichproben-T-Test Szenario und geben ihre frequentistische Verteilung an.

Theorem 9.2 (T-Teststatistik des Einstichproben-T-Tests). Gegeben sei die Designma-
trizform des Finstichproben-T-Test-Modells. Dann ergibt sich fiir die T-Teststatistik mit

c:=1 und c?'By =: g, (9.6)

dass

T=n (“;“O) 9.7)

und es gilt, dass
T ~t(o,n—1) mitdz\/ﬁ(m). (9.8)
o

Beweis. Mit dem T-Teststatistik Theorem in Kapitel 7 gilt

_ ACTB_CT/go _ lT{}_lTMO :\/ﬁ<{}_l~‘0> (99)
V2T (XTX) e /s217(1T71,)° 11

Weiterhin gilt mit demselben Theorem

T Jo2T(XTX) lc  \JoRIT(1T1,) 11

cTB—cTB, 1T —1Tp, ﬁ<m> (9.10)
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Die Formen der T-Teststatistik und ihre Verteilung im Einstichproben-T-Test-Spezialfall
des ALMs sind also natiirlicherweise mit den entsprechenden Formen im ALM-freien Kon-
text identisch. Die enstprechende Theorie zu Konfidenzintervallen und der Kontrolle des
Testumfangs bei Einstichproben-T-Tests sowie der Gebrauch der Testgiitefunktion zur
Evaluation der Testtrennschérfe (Power) folgt also analog.

Anwendungsbeispiel

Folgender R Code demonstriert die Evaluation eines 95%-Konfidenzintervalls fur den Er-
wartungswertparameter p sowie Durchfithrung eines zweiseitigen Einstichproben-T-Tests
mit einfacher Nullhypothese O, := {0} und Signifikanzlevel ¢, := 0.05 fiir das oben
skizzierte Anwendungsbeispiel. Die Nullhypothese wiirde in diesem Fall mit einem Frei-
heitsgradparameter von 11, einem kritischen Wert von kg o5 = 2.20 und einem Wert der
T-Statistik von 7' = 2.11 nicht verworfen werden. Das 95/%-Konfidenzintervall fiir den
wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameter ist [—0.16, 8.33], iiberdeckt also ins-
besondere auch den Wert p = 0.

1 # Dateneinlesen

2 fname = file.path("./_data/409-ETT.csv") # Dateiname

3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE) # Dataframe

4 ¥ = D$dBDI

5

6 # Modellformulierung

7 n = length(y) # Anzahl Datenpunkte
8 P =1 # Anzahl Betaparameter
9 X = matrix(rep(1,n), nrow = n) # Designmatrix

10

11 # Parameterschétzung

12 beta_hat = solve(t(X) %*% X) %*% t(X) %*% y # Betaparameterschitzer

#*

Residuenvektor
Varianzparameterschitzer

13 eps_hat
14 sigsqr_hat

y - X %*% beta_hat
(t(eps_hat) %*J, eps_hat) /(n-p)

#*

15

16 # Konfidenzintervall

17 delta =0.95 Konfidenzbedingung

18 t_delta = qt((1+delta)/2,n-1) \Psi~{-1}((1+\delta)/2,n-1)
19 lambda = diag(solve(t(X) %*% X)) \lambda_j Werte

#
#
#
20 kappa = matrix(rep(NalN,p*2), nrow = p) # \beta_j Konfidenintervall array
21 for(j in 1:p){ # Iteration iiber \beta_j

#

#

22 kappalj,1] = beta_hat[j]l-sqrt(sigsqr_hat*lambda[j]l)*t_delta untere KI Grenze
23 kappal[j,2] = beta_hat[jl+sqrt(sigsqr_hat*lambdal[j])*t_delta} obere KI Grenze
24
25 # Hypothesentest
26 c = matrix(c(1),nrow = p) # Kontrastgewichtsvektor
27 mu_0 =0 # Nullhypothese H_O
28 alpha_0 = 0.05 # Signifikanzniveau
29 k_alpha_0 = qt(1 - (alpha_0/2), n-1) # kritischer Wert
30 t_num = t(c) %*% beta_hat - mu_O # T-Teststatistik Zidhler
31 t_den = sqrt(sigsqr_hat %*J t(c)*solve(t(X) %*% X)%*%c) # T-Teststatistik Nenner
32 t = t_num/t_den # T-Teststatistik
33 if (abs(t) >= k_alpha_0){phi = 1} else {phi = 0} # Test 1_{IT(X) >= k_alpha 0|}
34 pval = 2%(1 - pt(abs(t), n-1)) # p-Wert
35
36 # Ausgabe
37 cat("fg =", n-1,
38 "\nkappa = ", kappa,
39 "\nT =", t,
40 "\nalpha_0 = ", alpha_O,
41 "\nk_alpha 0 = ", k_alpha_0,
42 "\nphi =", phi,
43 "\np-Wert =", pval)
fg = 11
kappa = -0.1698774 8.336544
T = 2.113076
alpha 0 = 0.05
k_alpha_0 = 2.200985
phi = 0
p-Wert = 0.05826542
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9.2 Zweistichproben-T-Tests

Anwendungsszenario

Das Anwendungsszenario eines Zweistichproben-T-Tests fiir unabhéngige Stichproben ist
bekanntlich dadurch gekennzeichnet, dass insgesamt n univariate Datenpunkte zweier
Stichproben (Gruppen) randomisierter experimenteller Einheiten betrachtet werden. Es
wird dabei insbesondere angenommen, dass die n; univariaten Datenpunkte der ersten
Gruppe Realisierungen von n, unabhingigen und identisch normalverteilten Zufallsvaria-
blen mit Erwartungswertparameter j; und Varianzparameter o2 sind, wihrend weiterhin
angenommen wird, dass die n, univariaten Datenpunkte der zweiten Gruppe Realisierun-
gen von n, unabhéngigen und identisch normalverteilten Zufallsvariablen mit Erwartungs-
wertparameter p, und Varianzparameter o2 sind. Es wird also insbesondere angenommen,
dass sich die wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameter beider Gruppen von
Zufallsvariablen unterscheiden kénnen, die Varianzparameter beider Gruppen dagegen wer-
den als identisch angenommen. Schliellich wird voraussgesetzt, dass ein Interesse am in-
ferentiellen Vergleich der unbekannten Erwartungswertparameter p, und po besteht, so
zum Beispiel ihrer Gleichheit p; = py oder Verschiedenheit py # po.

Anwendungsbeispiel

Fir ein konkretes Anwendungsbeispiel betrachten wird die Analyse von Pre-Post-
Interventions-BDI-Differenzwerten zweier Gruppen von je 12 Patient:innen in unter-
schiedlichen Therapiesettings, wie in Tabelle Tabelle 9.3 dargestellt. Die erste Spalte
der Tabelle (COND) listet das patientenspezifische Therapiesetting (F2F: face-to-face, ONL:
online) auf. Die zweite Spalte der Tabelle (dBDI) listet die entsprechenden patientenspe-
zifischen Pre-Post-Interventions-BDI-Differenzwerte auf. Positive Werte entsprechen hier
erneut einer Abnahme der Depressionssymptomatik, negative Werte einer Zunahme der
Depressionssymptomatik.

Zu Anwendung eines Zweistichproben-T-Tests auf die dBDI Daten nehmen wir an, dass
die 12 Datenpunkte der F2F Therapiegruppe Realisierungen von n; = 12 unabhingig und
identisch normalverteilten Zufallsvariablen vy; ~ N(u, 0?) mit j = 1,...,n; sind und dass
die 12 Datenpunkte der ONL Therapiegruppe Realisierungen von n, = 12 unabhingig und
identisch normalverteilten Zufallsvariablen vq; ~ N (f5, 0?) mit j = 1,...,n, sind.

Unabhéngig von dem unten beschriebenen inferenzstatistischen Vorgehen betrachten wir
auch hier zundchst die deskriptiven Statistiken der Therapiesetting-spezifischen dBDI Wer-
te. Diese sind in Tabelle Tabelle 9.4 aufgefiihrt.

Tabelle 9.3 Exemplarische Pre-Post-BDI Differenzwerte fiir zwei Stichproben.

COND dBDI
F2F 8
F2F 14
F2F 16
F2F 17
F2F 16
F2F 16
F2F 17
F2F 14
F2F 14
F2F 17
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COND dBDI
F2F 8
F2F 12
ONL 11
ONL 14
ONL 9
ONL 12
ONL 12
ONL 11
ONL 8
ONL 11
ONL 15
ONL 8
ONL 11

ONL 8

Tabelle 9.4 Deskriptivstatistiken der Pre-Post-Interventions-BDI-Differenzwerte bei unterschiedlichen
Therapiesettings

n Max Min Median Mean Var Std

F2F 12 17 8 15 14.08 1045 3.23
ONL 12 15 8 11 10.83 524  2.29
Modellformulierung

Mit dem Index ¢ fiir die Gruppen und dem Index j fiir die experimentellen Einheiten in
jeder Gruppe definieren wir das Zweistichproben-T-Test-Modell wie folgt.

Definition 9.2 (Zweistichproben-T-Test-Modell). Fiir i = 1,2 und j = 1,...,n; seien v;;

Zufallsvariablen, die die n = n; +n, Datenpunkte eines Zweistichproben-T-Test Szenarios
modellieren. Dann hat das Zweistichproben-T-Test-Modell die strukturelle Form
v;; = i + € mit £, ~ N(0,0%) wiv. mit p; € R und o* > 0, (9.11)
die Datenverteilungsform
v;; ~ N(p;,0%) wiv. mit g; € R und o > 0, (9.12)
und fiir den n-dimensionalen Datenvektor definiert als
T
v = (Ull,"',Ulnl,v21,"',v2n2> (913)

die Designmatrixform
v=Xf+¢ (9.14)
mit

1, 0
X = (onl 1n1> € RV2, 3= (”1> € R%, e~ N(0,,02I,),02>0.  (9.15)

No Ny Ko
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Die hier gewéhlte Definition des Zweistichproben-T-Test-Modells in Designmatrixform ist
nicht die einzig mogliche, jedoch diejenige, unter der sich am klarsten die Aquivalenz zum
Zweistichproben-T-Test-Modell im ALM-freien Kontext erkennen lasst. In Kapitel 10 ler-
nen wir eine alternative Parameterisierung auch des Zweistichproben-T-Test-Modells ken-
nen. Wie schon beim Szenario des Einstichproben-T-Tests ergibt sich die Aquivalenz der in
Definition 9.2 formulierten Modellformen mit den Ergebnissen in Kapitel 5. Die Simulati-
on von Daten basierend auf dem Zweistichproben-T-Test-Modell ist, bis auf die Definition
von Designmatrix und Betaparametervektor mit den bisher bekannten Simulationen von
ALM Spezialfillen identisch, wie folgender R Code demonstriert.

# Modellformulierung

1

2 library(MASS) # Multivariate Normalverteilung

3 n_1 = 40 # Anzahl von Datenpunkten Gruppe 1

4 n_2 = 40 # Anzahl von Datenpunkten Gruppe 2

5 n =n_1+n.2 # Gesamtanzahl Datenpunkte

6 P =2 # Anzahl von Betaparameter

7 X = matrix(c(rep(1,n_1), rep(0,n_1), # Designmatrix

8 rep(0,n_2), rep(1,n_2)),

9 nrow = n)

10 I_n = diag(n) # n x n Einheitsmatrix

11 beta = matrix(c(1,2), nrow = p) # wahrer, aber unbekannter, Betaparameter

12 sigsqr = 14 # wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter

13

14 # Datenrealisierung

15 y = mvrnorm(1, X %*% beta, sigsqr*I_n) # eine Realisierung eines n-dimensionalen ZVs
Modellschatzung

Die beiden Betaparameterkomponenten des Zweistichproben-T-Test-Modells in Designma-
trixform werden wenig iiberraschend durch die entsprechenden Gruppenstichprobenmittel
geschétzt. Fir den Varianzparameterschitzer ergibt sich die sogenannte gepoolte Stichpro-
benvarianz. Dies sind die beiden Kernaussagen folgenden Theorems.

Theorem 9.3 (Parameterschitzung im Zweistichproben-T-Test-Modell). Gegeben sei die
Designmatrizform des Zweistichproben-T-Test-Modells. Dann ergeben sich fiir den Beta-

parameterschdtzer
1 1 _
~ =3 vy
B=1" Ze;l Y = (E’l) (9.16)
g ijl V2 U

und fir den Varianzparameterschétzer

n _\9 n = \2
~o Dty (i —01) 4 3002 (vg; — ) . g2 9.17
o7 = ny +mny —2 o .
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Beweis. Fir i=1,2 sei v, := (v, .-, vmi)T. Dann ergibt sich fiir den Betaparameterschétzer

_ (n;l 0 ) 2;21 vy (9.18)
0 nyt ijl Va;

(g
ng Zj:l U2j

Il
PR
e a3
N
~

Gleichsam ergibt sich fiir Varianzparameterschétzer mit n = n, + n, und p = 2

s2_ W= XB)"(y— Xp)

n—p

_ T _

— 1 Uy _ 1n1 On1 Uy Uy _ 1n1 0n1 Uy

T ng+ny,—2 \\v,y 0,, 1,,/)\0, Vs 0,, 1,,)\0s

_ T _
Vi1 — U Vi1 — U
_ 1 Uip, — U, Uip, — U, (9.19)

ny +ny—2 | Uy — Uy Vg1 — Uy
Ugp, — U Ugp, — Vg

Z;lzll(’ulj - 731)2 + 2:31 (U2j - 732)2
ny+ny—2

= 812,

O

Man beachte, dass sich die Stichprobenvarianz s der Komponenten von v im Allgemei-
nen von der gepoolten Stichprobenvarianz s?, unterscheidet. Dies ist nicht zuletzt dadurch
bedingt, dass die Stichprobenvarianz basierend auf dem Gesamtstichprobenmittel v, die
gepoolte Stichprobenvarianz dagegen basierend auf den gruppenspezifischen Stichproben-
mittel v; und v, ermittelt wird. Wir wollen das Konzept der gepoolten Stichprobenvarianz
hier aber nicht weiter vertiefen.

Modellevaluation
Basierend auf Theorem 7.1 in Kapitel 7 formulieren wir nun die T-Teststatistik fiir das in

Definition 9.2 in Designmatrixform definierte Zweistichproben-T-Test-Modell und geben
ihre frequentistische Verteilung an.

Theorem 9.4 (T-Teststatistik des Zweistichproben-T-Tests). Gegeben sei die Designma-
trizform des Zweistichproben-T-Tests. Dann ergibt sich fir die T-Teststatistik mit

c:=(1,—1)T und T By = py, (9.20)
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T [ ™M™ (171—52—/%) (9.21)
ny + Ny S12
T~ t(8,my + 1y —2) mit 6 = |— 12 (”1_“2_“0). (9.22)
n1+n2 ag

Beweis. Mit dem T-Statistik Theorem Kapitel 7 Modellevaluation gilt zunéchst fiir die Zahler von T und
6, dass

dass

und es gilt

TB—cTBy=(1 —1) (g;) — flg = Vy — Uy — g (9.23)
und
c"B—c"By=(1 —1) (Z;) — fo = Hy — fi3 — [, (9.24)

respektive. Weiterhin gilt fiir die Nenner von T" und §, dass

T(XTX)te=(1 —1) (”gl 0,1> (_i) =(ni' —n3t) (_}) - (9.25)

Ny

Auflerdem gilt

_1 1 1 1
(L n L) C_ (L2 y M ) C_ (7"1 +"2> L (Lln? )2 (9.26)
Ny Ny NNy MMy NNy Ny + Ngy
Zusammengenommen folgt direkt, dass
T — 1My Uy — Uy — Mo und § = My <N1_H2_Mo> ] (9.27)
My + Ny S19 ny + Ny o
O

Die Formen der T-Teststatistik und ihre Verteilung im Zweistichproben-T-Test Modell
in Designmatrixform sind also wiederum natiirlicherweise mit den entsprechenden For-
men im ALM-freien Kontext identisch. Die enstprechende zur Kontrolle des Testumfangs
bei Zweistichproben-T-Tests sowie der Gebrauch der Testgiitefunktion zur Evaluation der
Testtrennschérfe (Power) folgt also analog.

Anwendungsbeispiel

Folgender R Code demonstriert die Evaluation von 95%-Konfidenzintervallen fiir die Er-
wartungswertparameter p; und p, sowie Durchfiithrung eines zweiseitigen Zweistichproben-

T-Tests mit Nullhypothese
@0 = {<M1> € [R2
Ha

und Signifikanzlevel o, := 0.05 fiir das oben skizzierte Anwendungsbeispiel. Die Nullhy-
pothese wiirde in diesem Fall mit einem Freiheitsgradparameter von 22, einem kritischen
Wert von k35 = 2.07 und einem Wert der T-Statistik von T" = 2.84 verworfen werden.
Inferenzstatisch besteht also Evidenz dafiir, dass sich der wahre, aber unbekannte Er-
wartungswertparameter im F2F Therapiesetting in positiver Richtung vom wahren, aber
unbekannte Erwartungswertparameter im ONL Therapiesetting unterscheidet. Die 95/%-
Konfidenzintervalle fiir die wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameter p; und
o sind [12.4,15.8] und [9.2,12.5], respektive.

iy = Mz} (9.28)
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1 # Dateneinlesen
2 fname = file.path("./_data/409-ZTT.csv")
3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)
4 y-1 = D$dBDI[D$COND == "F2F"]
5 y_2 = D$dBDI [D$COND == "ONL"]
6
7 # Modellformulierung
8 n_1 = length(y_1)
9 n_2 = length(y_1)
10 n =n_1+mn_2
11 y = matrix(c(y_1, y_2), nrow = n)
12 P =2
13 X = matrix(c(rep(1,n_1), rep(0,n_2),
14 rep(0,n_1), rep(1,n_2)),
15 nrow = n)
16 # Parameterschétzng
17 beta_hat = solve(t(X) %x% X) U*% t(X) %*% y
18 eps_hat =y - X %¥% beta_hat
19 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %*J eps_hat) /(n-p)
20
21 # Konfidenzintervall
22 delta = 0.95
23 t_delta = qt((1+delta)/2,n-1)
24 lambda = diag(solve(t(X) %*% X))
25 kappa = matrix(rep(NaN,p*2), nrow = p)
26 for(j in 1:p){
27 kappalj,1] = beta_hat[j]l-sqrt(sigsqr_hat*lambda[j]l)*t_delta
28 kappal[j,2] = beta_hat[jl+sqrt(sigsqr_hat*lambdal[j])*t_delta}
29
30 # Hypothesentest
31 c = matrix(c(1,-1), nrow = 2)
32 mu_0 =0
33 alpha_0 = 0.05
34 k_alpha 0 = qt(1 - (alpha_0/2), n-1)
35 t_num = t(c) %*% beta_hat - mu_O
36 t_den = sqrt(sigsqr_hat*t(c) %x% solve(t(X) %x% X)%*%c)
37 t = t_num/t_den
38 if(abs(t) >= k_alpha 0){phi = 1} else {phi = 0}
39 pval = 2+ (1-pt(abs(t), n_1+n_2-2))
40
41 # Ausgabe
42 cat("fg =" ,n1+n2-2,
43 "\nkappa_1 = ", kappall,],
44 "\nkappa_2 = ", kappal[2,],
45 "\nT =", t,
46 "\nalpha_0 =", alpha_ O,
47 "\nk_alpha 0 = ", k_alpha_0,
48 "\nphi =", phi,
49 "\np-Wert =", pval)
fg = 22
kappa_1 = 12.41076 15.75591
kappa_2 = 9.160756 12.50591
T = 2.842306
alpha 0 = 0.05
k_alpha_0 = 2.068658
phi =1
p-Wert = 0.009477564

9.3 Literaturhinweise

H o W OE * O F

B

* O OHE W OH H

B N

Dateiname
Dataframe
BDI Differenzwerte in der
BDI Differenzwerte in der

F2F Gruppe
ONL Gruppe

1 (F2F)
2 (ONL)

Anzahl Datenpunkte Gruppe
Anzahl Datenpunkte Gruppe
Gesamtanzahl Datenpunkte
Datenvektor

Anzahl Betaparameter
Zweistichproben-T-Test Designmatrix

Betaparameterschitzer
Residuenvektor
Varianzparameterschitzer

Konfidenzbedingung
\Psi~{-1}((1+\delta)/2,n-1)
\lambda_j Werte

\beta_j Konfidenintervall array
Iteration iiber \beta_j

untere KI Grenze

obere KI Grenze

Kontrastgewichtsvektor
Nullhypothese H_O
Signifikanzniveau

kritischer Wert
T-Teststatistik Z&hler
T-Teststatistik Nenner
T-Teststatistik

Test 1_{|T(X) >= k_alpha_ 0|}
p-Wert

Obwohl die frequentistische Literatur der ersten Hélfte des 20. Jahrhunderts von der
Aquivalenz regressions- und varianzanalytischer linearer Modelle durchdrungen ist, fillt
es schwer eine definite Quelle anzugeben, die hinsichtlich der Beschreibung von T-Tests
als Spezialfille des ALM Prioritdt hétte. Es sei hier deshalb eher allgemein auf Fisher
(1925b) und Fisher (1935) verwiesen.

9.4

Selbstkontrollfragen

Ll e

Geben Sie die Definition des Einstichproben-T-Test-Modells wieder.

Geben Sie das Theorem zur Parameterschétzung im Einstichproben-T-Test-Modell wieder.
Geben Sie das Theorem zur T-Teststatistik des Einstichproben-T-Tests wieder.

Geben Sie die Definition des Zweistichproben-T-Test-Modells wieder.
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5. Geben Sie das Theorem zur Parameterschéitzung im Zweistichproben-T-Test-Modell wieder.
6. Geben Sie das Theorem zur T-Teststatistik des Zweistichproben-T-Tests wieder.
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10 Einfaktorielle Varianzanalyse

10.1 Anwendungsszenario

Das Anwendungsszenario einer einfaktoriellen Varianzanalyse ist durch das Vorliegen von
n univariaten Datenpunkten von zwei oder mehr Gruppen randomisierter experimenteller
Einheiten gekennzeichnet, die sich hinsichtlich der Level eines experimentellen Faktors
unterscheiden. Ist die Anzahl an Datenpunkten in jeder Gruppe gleich, so spricht man
auch von einem balancierten einfaktoriellen Varianzanalysedesign. Von den Datenpunkten
der iten Gruppe bzw. des iten Faktorlevels wird dabei angenommen, dass sie Realisie-
rungen von jeweils n; unabhéngigen und identisch normalverteilten Zufallsvariablen sind,
deren wahre, aber unbekannte, Erwartungswertparameter sich potentiell iiber die Grup-
pen hinweg unterscheiden und deren wahrer, aber unbekannter, Varianzparameter iiber
Gruppen hinweg identisch ist. In diesen Grundannahmen handelt es sich bei dem Szenario
der einfaktoriellen Varianzanalyse also um eine direkte Generalisierung des Einstich- und
Zweistichproben-T-Test Szenarios zu (potentiell) mehr als zwei Gruppen. Umgekehrt kén-
nen die Einstichproben- und Zweistichproben-T-Test Szenarien natiirlich auch als einfak-
torielle Varianzanalyseszenarien betrachtet werden, bei denen der experimentelle Faktor
(nur) ein oder zwei Level, respektive, aufweist. Schliefflich wird wie im Falle der T-Test Sze-
narien meist vorausgesetzt, dass ein Interesse an einem inferentiellen Vergleich der wahren,
aber unbekannten, faktorlevelspezifischen Erwartungswertparameter besteht.

Anwendungsbeispiel

Als konkretes Anwendungsbeispiel betrachten wir die Analyse von Pre-Post-Interventions-
BDI-Differenzwerten von drei Gruppen von jeweils 12 Patient:innen, die unterschiedli-
che Therapiesettings (Face-to-Face und Online) bzw. eine Wartelistenkontrollbedingung
durchlaufen haben, wie in Tabelle 10.1 exemplarisch dargstellt. Die erste Spalte der Tabel-
le (COND) listet das patient:innenspezifische Therapiesetting (F2F: face-to-face, ONL:online,
WLC: waitlist control) fiir jeweils drei Patient:innen jeder Studiengruppe auf. Die zwei-
te Spalte der Tabelle (dBDI) list die entsprechenden patient:innenspezifischen Pre-Post-
Interventions-BDI-Differenzwerte. Positive Werte enstprechen hier wieder einer Abnahme
der Depressionssymptomatik, negative Werte einer Zunahme der Depressionssymptoma-
tik.

Tabelle 10.1 Exemplarische Pre-Post-Intervention-BDI-Differenzwerte des Beispieldatensatzes

COND dBDI
1 F2F 9
2 F2F 6
3 F2F 10
13 ONL 1
14  ONL 7
15 ONL 9
25 WLC -1

26  WLC 2
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COND dBDI
27 WLC -3

Abbildung 10.1 zeigt eine Visualisierung des gesamten Datensatzes. Die Balken représen-
tieren die gruppenspezifischen Stichprobenmittelwerte, die zugehorigen Fehlerbalken die
gruppenspezifischen Stichprobenstandardabweichungen. Die Punktwolken représentieren
die gruppenspezifischen Datenpunkte. In den F2F und ONL Gruppen ist die Verdnderung
des BDI Wertes stiarker ausgepragt als in der WLC Gruppe.

15
[ ]
[ ]
10 ®. : :I‘ ol®
(] [ ] [ 1] L ]
5 ° ° - b
g I
L ]
L ]
[ ] [ ] T
0+ | o1
1 e
[ X ] [ ]
_5 -
F2F ONL wLC
Condition

Abbildung 10.1 Datendarstellung des Anwendungsbeispiels zur Einfaktoriellen Varianzanalyse

In Tabelle 10.2 fassen wir die Deskriptivstatistiken des Beispieldatensatzes, aufgeschliisselt
nach Therapiebedingungen, zusammen.

Tabelle 10.2 Deskriptivstatistiken der Pre-Post BDI Differenzwerte.

n Max Min Median Mean Var Std

F2F 12 14 6 10 9.83 5.06 2.25
ONL 12 10 1 8 7.08 1045 3.23
WLC 12 3 -4 -1 -1.17 524 229

10.2 Modellformulierung

Wir definieren das Modell der EVA zunéchst in Erwartungswertparameterdarstellung. Da-
bei nutzen wir den Index ¢ um die experimentellen Gruppen zu indizieren und den Index
j um die experimentellen Einheiten innerhalb der Gruppen zu indizieren.

Definition 10.1 (EVA-Modell in Erwartungswertparameterdarstellung). Fiir i = 1,...,p
und j = 1,...,n; seien v;; Zufallsvariablen, die die n := Zle n,; Datenpunkte eines EVA-
Szenarios modellieren. Dann hat das EVA-Modell in Erwartungswertparameterdarstellung
die strukturelle Form

Vi = p; + €55 mit g, ~ N(0,0%) wiv. mit u; € R,0% >0, (10.1)
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die Datenverteilungsform
v;; ~ N(p;, 0%) wv. mit g; € R, 0% > 0. (10.2)

und fur den n-dimensionalen Datenvektor definiert als

T

U= (vn,...,fulnl,vzl,...,fu2n2,...,vp1,...,Upnp) (10.3)
die Designmatrixform
v=XB+e (10.4)
mit
Onl (1)711 ’ gnl M1
Xo= | Tre e g |2 € R €~ N(0,,0%T,), 0% > 0. (10.5)
Onp Onp 1np Mp

Fir n, :=m fir alle ¢ = 1, ..., p heifit das Modell balanciert.

Der Vergleich mit der Definition des Modells des Zweistichproben-T-Tests in Definition 9.2
zeigt, dass es sich bei dieser Formulierung des EVA-Modells um die direkte Generalisierung
des Zweistichproben-T-Test Modells von p = 2 fiir ein beliebiges p € N handelt.

Motivation der Effektdarstellung

Das EVA-Modell in Erwartungswertparameterdarstellung ist ein valides Modell, auf des-
sen Grundlage sowohl Parameterschitzung als auch Parameter- und Modellinferenz fiir
das EVA-Szenario entwickelt werden kénnen (vgl. Georgii (2009)). Im Sinne der Konsis-
tenz mit den Modellen der mehrfaktoriellen Varianzanalyse bietet sich jedoch eine Repa-
rametrisierung des Betaparametervektors an. Kern dieser Reparametrisierung ist es, den
Erwartungswertparameter der iten Gruppe als Summe eines gruppenibergreifenden FEr-
wartungswertparameters p, € R und eines gruppenspezifischen Effektparameters a; € R zu
modellieren,

p; = po+ao; firi=1,...,p. (10.6)

Dabei modelliert «; die Differenz zwischen dem iten Erwartungswertparameter p; und
dem gruppeniibergreifenden Erwartungswertparameter g,

a; =, — po firi=1,...,p. (10.7)

Allerdings hat die in dieser Form vorgenommene Reparametrisierung einen entscheidenen
Nachteil: es werden p Erwartungswertparameter p,,7 = 1, ..., p durch die p + 1 Parameter
to und ay,i = 1,...,p dargestellt. Diese Darstellung ist im Allgemeinen nicht eindeu-
tig. Zum Beispiel konnen die Erwartungswertparameter p; = 3,4y = 5, u3 = 6 sowohl
durch den gruppenspezifischen Erwartungswertparameter p, = 0 und die gruppenunspe-
zifischen Effektparameter a; = 3,5 = 5,03 = 6 als auch durch den gruppenunspezi-
fischen Erwartungswertparameter ;, = 1 und die gruppenspezifischen Effektparameter
o; = 2,9 = 4,3 = 5 dargestellt werden. Man sagt in diesem Kontext auch, dass das
EVA-Modell in der Form von (10.6) dberparametrisiert ist.

Datenanalytisch hat die Uberparametrisierung eines Varianzanalysemodells den Nachteil,
dass aus p geschatzten Erwartungswertparametern p+ 1 Betaparameterschétzer bestimmt
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werden miissten, was wie oben gesehen nicht eindeutig erfolgen kann. Um diese Proble-
me in der Effektparameterdarstellung des EVA-Modells zu umgehen und diese konsistent
auf mehrfaktorielle Varianzanalysemodelle zu iibertragen, bietet sich die Einfithrung der
Nebenbedingung

o =0 (10.8)

an. Es wird also ein Effektparameter von vornherein als identisch Null angenommen. Fiir
die gruppenspezifischen Erwartungswertparameter ergibt sich damit

K1 = Mo

. (10.9)
Wi = o + oy fir i =2,...,p.

Hierbei wird die erste Gruppe nun als Referenzgruppe bezeichnet und die a,; modellieren
die Differenz zwischen dem Erwartungswertparameter der iten Gruppe und dem Erwar-
tungswertparameter der ersten Gruppe:

;= — g =y — g fir i =1,...,p. (10.10)

o ist, unter der Nebenbedingung «; := 0 also kein gruppeniibergreifender Erwartungs-
wertparameter mehr, sondern identisch mit dem Erwartungswertparameter der ersten
Gruppe. Welche tatséchliche experimentelle Gruppe dabei als “erste Gruppe” definiert
wird, ist datenanalytisch unerheblich. Datenanalytisch entscheidend dagegegen ist, dass
der entsprechenden Erwartungswertparameterschéitzer ji, korrekt als Erwartungswertpa-
rameterschitzer der Referenzgruppe und die @, fiir ¢ = 2,...,p korrekt als geschétzte
Erwartungswertparameter differenzen zwischen dem Erwartungswertparameter der Refe-
renzgruppe und dem Erwartungswertparameter der iten Gruppe verstanden werden.

Wir formalisieren das oben Gesagte in folgendem Theorem.
Theorem 10.1 (EVA-Modell in Effektdarstellung mit Referenzgruppe). Gegeben sei das

EVA-Modell in Erwartungswertparameterdarstellung. Dann konnen die Zufallsvariablen,
die die Datenpunkte des EVA-Szenarios modellieren, dquivalent in der strukturellen Form

Uy = Ho + € mit £,; ~ N(0,0%) w.i.v. firj=1,..,n (10.11)
Vi = Ho + a; + g5 mit €55 ~ N(0,02) wiv. firi=2,..p,j=1,..n, ’
mit
Q= — g fiiri=2,...,p (10.12)
und in der entsprechenden Datenverteilungsform
vy~ N (g, 0?) w.d.v. fir j=1,...,n; mit py € R,0% >0 (10.13)
v~ N(pg + a;,0%) wv. firi=2,..p,j=1,..,n, mita; € R,0% >0 .
geschrieben werden.
Beweis. Nach Definition gilt
My = o + fhy — Ho- (10.14)

Die Parametrisierungen mit p; und mit pg + p; — g sind also gleich und damit &quivalent. Dann folgt
aber auch

By = o+ (1 — po) = po + oy fiiri=1,...,p (10.15)
Mit oy := 0 gilt dann p,; = pg und p; = py + o, fiir i = 2, ..., p, wie im Theorem behauptet.
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Basierend auf Theorem 10.1 definieren wir nun das Modell der EVA in Effektdarstellung

Definition 10.2. Fir 7 = 1,...,p und j = 1,...,n,; seien v,;; Zufallsvariablen, die die
n = Zle n,; Datenpunkte eines EVA-Szenarios modellieren. Dann hat das EVA-Modell

in Effektdarstellung die strukturelle Form

vy = o + €4 mit €,; ~ N(0,0%) wiv. fir j=1,...,n
V= fg + ;4 ;5 mit e, ~ N(0,0°%) wiv. fir i =2,...,p,j =1,...,n,
mit
o =, —pg fliri =2,...p,
die Datenverteilungsform
v~ N(pg,0?) wiv. fir j=1,...,n; mit gy € R,0? >0

v~ N(pg + a;,0?)uv. firi=2,...p,j=1,..,n, mit a;, € R,0% >0

und die Designmatrixform

P
v=XB+¢e mit e ~ N(0,,02%1,),n = an
i=1
Uy
Ulnl
Va1
1”1 O"1 0”1 Mo
V= U2n2 - [Rn’ X = 1"2 1”2 Onz ,E [Rnxp’ /B — 0{2
1np Onp lnp a,
Up1
Vpn,
Beispiel

(10.16)

(10.17)

(10.18)

(10.19)

€ RP und o2 > 0.

Um die Unterschiede und Gemeinsamkeiten zwischen der Erwartungswertparameterdar-
stellung und der Effektparameterdarstellung des EVA-Modells in ihrer Designmatrixform
zu verdeutlichen, betrachten wir ein Beispielszenario mit n;, :=4undp =3 firi=1,...,p,

also n = 12. Fiir die Erwartunswertparameterdarstellung gilt dann

(10.20)
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mit

OO OO O OO -

[an}

OO O R R R LR OOOO

o

M1
s | € R3 und o2 > 0. (10.21)

K3

c [R12><3, 5 =

— R =20 000000 0oo

Fiir die Effektparameterdarstellung dagegen gilt

mit

v=XB+¢e mit e ~ N(015,0°1;,) (10.22)

el el T e T e T e T e S e

OO OO R R EHEEOOOO

Ho
eERZ3 B:=[ay,| €R3und 0? > 0. (10.23)

oF:]

_— == 00000000 Ooo

Folgender R Code demonstriert die Realisierung von Daten in einem EVA-Szenario mit
eben dieser Effekparameterdarstellung.

1

2 library
3 m

4 p

5 n

6 Xt

7

8

9 X
10 In
11 beta
12 sigsqr
13

[1,]
[2,]
[3,]
[4,]
[5,]
[6,]
7,1
[8,]
[9,]
[10,]
[11,]
[12,]

M

y
14 print (X)

ASS)
4

3

p*m

# Modellformulierung

cbind(
matrix(l,nrow = n, ncol = 1),
kronecker(diag(p), matrix(1l,nrow = m,ncol = 1)))
xt[,-2]
diag(n)
matrix(c(10,-3,-12), nrow = p)

14

mvrnorm(1, X %*/ beta, sigsqr*I_n)

[,11 [,2]1 [,3]
1 o o
1 o o
1 o o
1 o o
1 1 0
1 1 0
1 1 0
1 1 0
1 0 1
1 0 1
1 0 1
1 0 1

Multivariate Normalverteilung

Anzahl von Datenpunkten der iten Gruppe
Anzahl Gruppen

Gesamtanzahl Datenpunkte

Designmatrix

*+ O OH

n x n Einheitsmatrix

\beta = (\mu_0,\alpha_2,\alpha_3,\alpha_4)
\sigma~2

eine Realisierung eines n-dimensionalen ZVs
Ausgabe der Designmatrix

B N
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10.3 Modellschatzung

Wir betrachten nun die Betaparameterschitzung in der Effektparameterdarstellung des
EVA-Modells mit Referenzgruppe. Entsprechend der Interpretation der Betaparameter-
komponenten werden dabei j, durch das Stichprobenmittel der Referenzgruppe und die
Qg, ..., durch die Differenzen des jeweiligen Gruppenstichprobenmittels und des Refe-
renzgruppenstichprobenmittels geschétzt. Auf die Schétzung des Varianzparameters, der
sich wie im Zweistichproben-T-Test Modell zu einer gepoolten Stichprobenvarianz ergibt,
wollen wir hier nicht weiter eingehen.

Theorem 10.2 (Betaparameterschiatzung im EVA-Modell). Gegeben sei die Designma-
trizform des EVA in Effektdarstellung mit Referenzgruppe Dann ergibt sich fiir den Beta-
parameterschdtzer

o Y1
5 o Vg — U
Be=| 2|=1]7." (10.24)
a,, v, — Uy
wobei
;
_ 1
% j=1
das Stichprobenmittel der iten Gruppe bezeichnet.
Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass
1 0 0
1 0 0
1 1 0
1 1 1 1 1 1 :
XTx — 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
1 0 1
1 0 1
no N, ng n,
ny ny 0 - 0
=|ng; 0 ng 0
n, 0 0 n,
Die Inverse von X7 X ist
1 _ 1 _ 1
ny ny ny
1 mtns 1
(XTX)yt=| ™ mn o (10.26)
_1 1 .. Mtnp
ny ny ning,
So gilt zum Beispiel fiir p = 3, dass
1 _ 1 _ 1
n Ny N3 ny n1 ni
XTX=|n, ny, 0 | und (XTX)1=|[_L miny L. (10.27)
ni ning ny
ng 0 ng 1 1 nitng
nq nq ning
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Wir halten weiterhin fest, dass

V11
Ulnl
Va1
1 1 1 1 1 1 :
XTy— 0 0 1 1 0 0 U,
0 0 0 0 1 1
(10.28)
Up1
Upn,
P n;
Zi:lnzjzl Vij
2
— Zj:l UZ]
v
Es ergibt sich also
1 1 1 P g
ny “np 7 Tng i Zj:l Yij
_1 mgny 1 2 g,
~ i—1 V2
B=(XTX) ' XTo=| ™ ™™ " e (10.29)
1 1 ni+tn n
_Tl "71 n1n: ijpl Upj

Fiir die erste Komponente von B ergibt sich damit

n

. 1 P g 1 n2 1 P
D B D S e
1 4=1 j=1 1 =1 1 =1
1 ny ny p ng p
(B St ) S Sn)
1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 :
1 &
= — VA -
ny = L
=v;.

Fiir die zweite Komponente von B und analog fiir alle weiteren ergibt sich

P n; nog ns Np
- 1 - ny + Ny 1 1
Bo=——D ) Wit 2 ) gt — Y gt ) vy,
1 3=1 j=1 17%2 5=1 1 j=1 15=1
) "y 3 "p ng "p
_ ny+n, 1
—WE:U%_: P S e IR B B R
172 51 1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
n2 mn1 no
il 9 39
= — Ve — — Uy — — Ve -
2 1 2
LD j=1 / ny j=1 J ny j=1 J (10 31)
n na 1 U2t '
Ny +n, Ny
T ongn UQj_nn UQj_n Y1
172 j=1 17%2 j=1 1 j=1
n2 7
n, Z 1
= Vg, — E v
2 1
N Ny 4 J 1 4 J
Jj=1 Jj=1
no nq
1 1 _ _
:rl E 'Uzg_n E Vy; = Vg — Uy
2 j=1 1 5=1
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Folgender R Code implementiert die Parameterschitzung des EVA-Modells fiir den Bei-
spieldatensatz. Neben der mithilfe des Betaparameterschitzers gewonnnenen Schitzwerte
fir den Referenzgruppen- und die Effekparameter evaluiert der Code auch die stichpro-
benmittel(differenzen)basierten Schétzer aus Theorem 10.2. Weiterhin evaluiert der Code
neben dem Varianzparameterschétzer auch die gepoolte Stichprobenvarianz sowie die Ge-
samtstichprobenvarianz, die sich deutlich unterscheiden.

1 # Dateneinlesen

2 fname = file.path("./_data/410-Einfaktorielle-Varianzanalyse.csv")

3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

4

5 # Datengruppen

6 y_1 = D$dBDI[D$COND == "F2F"] # BDI Differenzwerte in der F2F Gruppe
7 y_2 = D$dBDI[D$COND == "ONL"] # BDI Differenzwerte in der ONL Gruppe
8 y_3 = D$dBDI[D$COND == "WLC"] # BDI Differenzwerte in der ONL Gruppe
9

10 # Modellformulierung

11 P =3 # drei Gruppen
12 m = length(y_1) # balancierters Design mit n_i = 40
13 n = p*m # Datenvektordimension
14 y = matrix(c(y_1, y_2, y_3), nrow = n) # Datenvektor
15 Xt = cbind( # Designmatrix
16 matrix(1, nrow = n, ncol = 1),
17 kronecker (diag(p), matrix(1l, nrow = m, ncol = 1)))
18 X = Xt[,-2]
19
20 # Modellschétzung
21 beta_hat = solve(t(X) %*% X) %*% t(X) %xl y # Betaparameterschitzer
22 eps_hat =y - X %*J beta_hat # Residuenvektor
23 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %) eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschitzer
24 s_sqr_123 = ((m-1)*var(y_1) + # gepoolte Stichprobenvarianz
25 (m-1)*var(y_2) +
26 (m-1)*var (y_3))/ (m+m+m-p)
27
28 # Ausgabe
29 cat("hat{beta} : ", beta_hat,
30 "\nbar{y}_1,bar{y}_2,bar{y}_3 : ", c(mean(y_1),mean(y_2),mean(y_3)),
31 "\nbar{y}_1,bar{y}_2-bar{y}_1,bar{y}_3-bar{y}_1 : ", c(mean(y_1),mean(y_2)-mean(y_1),mean(y_3)-mean(y_1)),
32 "\nhat{sigsqr} : ", sigsqr_hat,
33 "\ns_123"2 : ", s_sqr_123,
34 "\ns_y~2 : ", var(y))
hat{beta} : 9.833333 -2.75 -11
bar{y}_1,bar{y}_2,bar{y}_3 : 9.833333 7.083333 -1.166667
bar{y}_1,bar{y}_2-bar{y}_1,bar{y}_3-bar{y}_1 : 9.833333 -2.75 -11
hat{sigsqr} : 6.916667
s_12372 : 6.916667
s_y 2 : 28.99286

10.4 Modellevaluation

Prinzipiell sind alle Parameterschitzwerte in einem EVA-Modell von Interesse und koén-
nen mithilfe von T-Statistiken im Sinne von Konfidenzintervallen oder Hypothesentests
evaluiert werden. Traditionell steht im EVA-Szenario allerdings héufig die Evaluation der
Nullhypothese, dass die wahren, aber unbekannten, Erwartungswertparameter aller Grup-
pen identisch sind, im Vordergrund. Vor dem Hintergrund der EVA Effektdarstellung mit
Referenzgruppe entspricht dies der Nullhypothese, dass die Effektparameter gleich Null
sind, formal

Ho

Op:=14 | P | eRrla;=0firi=2,..pp =Rx {0, ;} (10.32)

Ap
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und

0, = € RP|ay; # 0 fiir mindestens ein i = 2,...,p » = RP\O,,. (10.33)

Zur Evaluation der Nullhypothese wird dabei wird im Allgemeinen eine F-Statistik genutzt.
Im Folgenden wollen wir zunéchst diese F-Statistik anhand einer Quadratsummenzerlegung
der Datenvariabilitdt in einem EVA-Szenario entwickeln. In diesem Kontext fithren wir
mit 72 (Eta-Quadrat) auch ein zu dem aus Kapitel 2.2 bekannten BestimmheitsmaB R
analoges Effektstarkenmaf ein. Ausgestattet mit der speziellen Form der F-Statistik fiir
das EVA-Modell diskutieren wir dann den traditionellen Test der EVA Nullhypothese.

10.4.1 Quadratsummenzerlegung und BestimmheitsmaB 7>

Die Variabilitat der Daten eines EVA-Szenarios lasst sich wie in folgendem Theorem dar-
gestellt im Sinne einer Quadratsummenzerlequng schreiben.

Theorem 10.3 (Quadratsummenzerlegung bei einfaktorieller Varianzanalyse). Fir i =
L..,p und j = 1,..,n,; sei v;; die jte Dalenvariable in der iten Gruppe eines EVA-

. . . . . P
Szenarios. Weiterhin seien mit n:= 3% _ n,
- 1 p - 1 2
vi=— v und U; = — > v, (10.34)
i3 5= i 53

das Gesamtstichprobenmittel und ite Stichprobenmittel, respektive. SchliefSlich seien

e die Total Sum of Squares definiert als
P
SQT:=> " (v — 1) (10.35)
e die Between Sum of Squares definert als
P
SQB:=> n,(v; — ) (10.36)
i—1

und die Within Sum of Squares definiert als

SQW:=>" ij(% — ;) (10.37)

i=1 j=1

Dann gilt
SQT = SQB+ SQW. (10.38)
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Beweis. Es gilt

-2 4_1 (v = 20) + @ =) (10.39)
= ZZZ: ((U” — 6i)2 + Q(Uij —0,)(v; — ) + (v; — 6)2)
:Z 2(U237@1)2+Z2(Uz] Uz)(UZU)+ZL:(UZU)2)

‘ ‘ ) ‘ (10.40)
p i n; n; 1 n;
:Z (Uzg_61)2+2(61_1_j) ( UU_ (TL sz3>> -‘rTLl(’Ul—’U)Q)
i=1 \j=1 j=1 Jj=1 1 j=1
p 7 ny n ng
= (Uij_v )2 +2(0, — ) ( V5 — nl Z’Uij> +n,;(v —v)2>
=1 Jj=1 j=1 i ogj=1
und weiter
p g mn; g
SQT = Z ( (v;; —0;)® +2(v; —0) (Zvij - ZUU) +n, (v, — ’U)2>
i=1 \j=1 = =1
p n;
= v, — ;)% +n,(v; — )2
; (jl( 17 ( ) ) (10.41)
p Ny P
:Z (U'Lg _61)2+Zni(vz_v)2
i=1 j=1 i=1
=SQW + SQB
und damit direkt
SQT = SQB + SQW. (10.42)
O

Die Quadratsummenzerlegung im Szenario der EVA ist offenbar analog zur Quadratsum-
menzerlegung bei einer Ausgleichsgerade (vgl. Kapitel 2.2). Dementsprechend wird die
Within Sum of Squares der EVA auch héufig als Residual Sum of Squares bezeichnet. Die
Begriffsbildungen von Theorem 10.3 ergeben sich intuitiv wiederrum wie folgt:

» SQT représentiert die Gesamtvariabilitat der Daten v;; um das Gesamtstichproben-
mittel v.

o SQB représentiert die anhand des jeweiligen Gruppenumfangs n; gewichtete Variabi-
litdt der Gruppenstichprobenmittel um das Gesamtstichprobenmittel. Grofie Werte
von SQB implizieren also eine grofle Abhéngigkeit der Gruppenstichprobenmittel von
dem jeweils betrachteten Faktorlevel ¢, kleine Werte von SQB dagegen eine geringe
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Abhéngigkeit der Gruppenstichprobenmittel von dem jeweils betrachteten Faktorle-
vel. In diesem Sinne représentiert SQB also die durch die Betrachtung des jeweiligen
Faktorlevels erklarte Datenvariabilitdt und ist analog zur Explained Sum of Squares
(SQE) der Quadratsummenzerlegung bei einer Ausgleichsgerade.

e SQW reprasentiert die tiber Faktorlevel summierte Datenvariabilitdt die nach Erkl&-
rung der Datenvariabilitit in der iten Gruppe durch ihr jeweiliges Stichprobenmittel
verbleibt. Damit ist die SQW analog zur Residual Sum of Squares der Quadratsum-
menzerlegung bei Ausgleichsgerade.

In der Zusammenschau quantifiziert SQB also die Stdrke der Unterschiede zwischen den
Faktorleveln. Das Effekstirkenmafl n? und die F-Statistik der EVA setzen die SQB nun
jeweils in ein anderers Verhéltnis: n? vergleicht die SQB mit der SQT und betrachtet damit
den Anteil der Variabilitat zwischen den Faktorleveln an der Gesamtvariabilitat der Daten.
Die F-Statistik dagegen vergleicht die SQB mit der SQW und setzt damit den Einflufl der
Faktorenlevel in das Verhéltnis mit der nicht erkldrten Datenvariabilitdt nach Subtraktion
dieses Einflufles.

Wir definieren zunichst das Effektstirkemaf 7?.

Definition 10.3 (Effektstirkenma$ ?). Fiir ein EVA-Szenario seien die Between Sum of
Squares SQB und die Total Sum of Squares SQT definiert wie in Theorem 10.3. Dann ist
das Effektstirkenmaf n? definiert als

5 SQB

= 50T (10.43)

n
°

Der Vergleich mit Definition 2.5 zeigt, dass n? analog zum Bestimmtheitsmaf R® defi-
niert ist. Wie oben beschrieben gibt 7 den Anteil der Datenvariabilitit zwischen den
Faktorleveln an der Gesamtdatenvariabilitat. Schliellich folgt mit

SQT = SQB + SQW. (10.44)
analog zu R? sofort, dass fiir SQT + 0 gilt, dass n? € [0, 1], weil einerseits
SQB =0 = SQT =SQW und 7? =0 (10.45)

und andererseits
SQW =0 = SQT = SQB und 1% = 1. (10.46)

10.4.2 F-Teststatistik

Wir wollen nun zeigen, dass fiir die Designmatrixform der Effektdarstellung mit Referenz-
gruppe des EVA-Modells die F-Statistik bei der Partitionierung p, := 1 und p; :=p —1
(vgl. Kapitel 8) als Verhéltnis skalierter Versionen der SQB und SQW geschrieben wer-
den kann. Dabei impliziert p, := 1 hier insbesondere, dass das betrachtete reduzierte
EVA-Modell die Designmatrix X, := 1,, und den Betaparameter 3 := p, hat, und damit
insbesondere auch, dass das reduzierte EVA-Modell keine Effektparameter hat. Die dabei
relevanten Skalierungsfaktoren beziehen die SQB und SQW jeweils auf die Anzahl der
Effektparameter bzw. die Differenz aus Gesamtanzahl der Datenpunkte und Anzahl der
Betaparameter, respektive. Es gilt folgendes Theorem.
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Theorem 10.4 (F-Statistik der einfaktoriellen Varianzanalyse). Es sei
v=XB+¢e mite~ N(0,,0%I,) (10.47)

die Designmatrizform der Effektdarstellung mit Referenzgruppe des EVA-Modells. Weiter-
hin sei dieses Modell im Sinne von Definition 8.2 partioniert mit p, :=1 und p; :=p — 1.
Schlieflich seien

e die Mean Between Sum of Squares definiert als

B
MSB = 5Q (10.48)
p—1
e und die Mean Within Sum of Squares definiert als
SQW
MSW := @ , (10.49)
n—p

wobet p—1 auch als Between Freiheitsgrade und n—p auch als Within Freiheitsgrade
bezeichnet werden. Dann gilt mit der Definition der F-Statistik in Definition 8.3, dass

_ MSB

= ST (10.50)

Beweis. Wir halten zunéichst fest, dass fiir den Betaparameterschétzer des reduzierten Modells gilt, dass

. 1 P my
By = (XTX,) 1 XTv=(171,) 1Ty = —~ > v, =0 (10.51)
i=1 j=1
Weiterhin ergibt sich
R R p ny
E50 = (v—XoBo) (v —XoBp) = (v—1,0)(v—1,0) = > > (v;; —0)* = SQT. (10.52)
i—1 =1

Der Betaparameterschétzer des vollstdndigen Modells ergibt sich wie oben gesehen zu

/:LO 7%1 Z;;ll V1 Uy
8= G | | meXitive mar Dihvay || PO 7 (10.53)
G, nlm Z;:wi Umj — n% Z::ll Uy U, — Uq
so dass
g7 =(v— XB)T(v— XB)
V1 10 0 B
U1.n1 1 0 0
v | |11 of
) SRR (U;il»ul) - X (10.54)
: Por e 0, — U,
Up1 10 1
’Up:np 1 0 1
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und weiter
B T _ _ T _
Vi1 — U V11— V11— U V11— U
UlJL1 }11 B U17n1 :‘_}1 - Uyp, — Uy Vin, }_11
Uy —VU; — Vg + 0y Vgp =V — Vg + 0y U1 — V2 Va1 — Vg
T — Ugp, — V1 — Uy + Uy Ugp, — V1 — Uy + 7, _ | Yan, Vg Ugp, — Uz
(10.55)
Vp1 N 1_1p + vy Upq Uy 1_11, + vy Upq ﬁp Up1 z_)p
Vpn, — vy — 6p + v, Vpn, — v, — U, + Uy Vpn, — ﬁp Vpn, — Dp
P
= Z (vij - 61‘)2
i=1 j=1
= SQW.
Mit dem Theorem zur Quadratsummenzerlegung bei einfaktorieller Varianzanalyse
SQT =SQB + SQW < SQB = SQT — SQW (10.56)
folgt sofort, dass
SQB = SQT — SQW
Q AEA A?A (10.57)
=EpEg—EE.
Dann aber folgt auch direkt, dass
B
MSB Sngl
MSW — SQW
n—p
eTeg—eTz (10.58)
_ p—1
- eTe
n—p
=F
O

Gegeben die sehr dhnlichen Definitionen des Effektstirkemafes n? und der F-Statistik der
EVA ist folgendes Resultat naheliegend.

Theorem 10.5 (Effektstirkenmaf n? und F-Teststatistik). Fiir ein EVA-Szenario mit p
Gruppen und Gesamtdatenpunktanzahln seien das Effektstirkenmaf n? und die F-Statistik
der einfaktoriellen Varianzanalyse. Dann gilt

2 _ F(p—l)

nt = (10.59)
F(p—1)+(n—p)
Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass
_S5QB n-p _pr-1 .
- SQw p—1<:>SQB_n—p SQW - F (10.60)
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Damit folgt dann
,_SQB _ SQB _  EL-SQW.F  Frll.sQw
SQT  SQB+ SQW 5—:; -SQW - F + SQW %;” -SQW + SQW

F(p-1) . SQW
n—p
(Fe-b 1) . sQW

n—

n

F(p-1)

B n—p (10.61)
F(p—1) n—p
> t o

F(p-1)
- ___np
F(p—1)+(n—p)

n—p

F(p-1)
Fip—1)+(n—p)

O

Intuitiv ist dabei das Verhiltnis von n? und F-Statistik analog zum Verhiltnis von Co-
hen’s d und der T-Statistik bei Einstich- und Zweistichproben-T-Tests. Insbesondere ist
die gleichzeitige Angabe von 1% und der F-Statistik bei bekannten Gruppengréfen redun-
dant.

10.4.3 F-Test der einfaktoriellen Varianzanalyse

Wir wollen nun den Gebrauch der F-Statistik zur Durchfiihrung eines Tests der Nullhypo-
these (Gleichung 10.32) diskutieren. Wir erinnern daran, dass diese Nullhypothese intuitiv
besagt, dass die Erwartungswerte iiber alle Level des Faktors identisch sind bzw. dass al-
le Effektparameter gleich Null sind. Das Verwerfen dieser Nullhypothese impliziert also,
dass inferentielle Evidenz dahingehend besteht, dass zumindest ein Effektparameter von
Null verschieden ist. Allerdings impliziert das Verwerfen der Nullhypothese des F-Tests
der einfaktoriellen Varianzanalyse keine Aussage dariiber, um welchen Effektparameter es
sich dabei genau handelt.

Wir definieren den F-Test der einfaktoriellen Varianzanalyse wie folgt.
Definition 10.4 (F-Test der einfaktoriellen Varianzanalyse). Gegeben se das EVA-Modell

in Effektparameterdarstellung mit Referenzgruppe sowie die Null- und Alternativhypothe-
sen

2%
Op=1 | 2| €eRPla; =0 firi=2,...p ¢ und O = RP\O,,. (10.62)
@y
Weiterhin sei die F-Teststatistik definiert durch
MSB
= 10.63
MSW ( )

mit der Mean Sum of Squares Between MSB und der Mean Sum of Squares Within MSW
definiert wie in Theorem 10.4. Dann ist der F-Test der einfaktoriellen Varianzanalyse
definiert als der kritische wertbasierte Test

1 F>k

: (10.64)
0 F<k

(V) = 1ipsogy = {
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Der Kontrolle der Typ-I-Fehlerwahrscheinlichkeit liegt die f-Verteilung der F-Statistik
zugrunde. Dies ist die Kernaussage folgenden Theorems.

Theorem 10.6 (Testumfangkontrolle des F-Tests der einfaktoriellen Varianzanalyse). ¢
set der F-Test der einfaktoriellen Varianzanalyse. Dann ist ¢ ein Level-ay-Test mit Test-
umfang oy, wenn der kritische Wert definiert ist durch

ko, =9 (1 —ag;p—1,n—p), (10.65)

o]

wobei o t(;p — 1,n — p) die inverse KVF der f-Verteilung mit Freiheitsgradparametern
p—1 und n—p ist.

Beweis. Die Testgiitefunktion des betrachteten Tests im vorliegenden Testszenario ist definiert als
q:R—=[0,1], B> q4(B) :==Pg(¢p = 1). (10.66)

Wir haben in Einheit Kapitel 8 gesehen, dass die F-Statistik fiir p; = p — 1 nach einer nichtzentralen
f-Verteilung verteilt ist,

Weiterhin ist der Ablehnungsbereich des hier betrachteten Tests gegeben als [k, co[ Fiir die funktionale
Form der Testgiitefunktion ergibt sich also

IPB(¢) = 1) = [Pg(F € [k7oo[)

=Py(F > k) (10.68)
=1—-Py(F < k) .
=1—¢(k;8,p—1,n—p),

wobei ¢(k;8,p — 1,n — p) den Wert der KVF der nichtzentralen f-Verteilung an der Stelle £ und mit
Nichtzentralitdtsparameter ¢ sowie Freiheitsgradparametern p — 1 und n — p bezeichnet (vgl. Kapitel 8).
Damit der betrachtete Test ein Level-a,-Test ist, muss bekanntlich gelten, dass

q4(B) < ay fir alle B € ©, mit ©5 =R x {0, ;}. (10.69)

Mit der Form des Nichtzentralitidtsparameters gegeben durch (vgl. Theorem 8.3)

1 B -1
§= ;CTﬁ (cT(XTX)te) cTB (10.70)
folgt mit B € ©, aus
c= (10 ) €RP und B8 = (O“O ) ERP (10.71)
p—1 p—1
dann aber § = 0 und somit
q4(B) =1—(k;p—1,n—p) fir alle § € O. (10.72)

wobei ¢(k;p—1,n —p) den Wert der KVF der f-Verteilung an der Stelle k mit Freiheitsgradparametern
p — 1 und n — p bezeichnet. Der Testumfang des betrachteten Tests ergibt sich als

o = max q,(8) = 1 — p(kip—1,n—p), (10.73)
BeOg

da gq,(B) fiir B € © nicht von p, abhéngt. Wir miissen also lediglich zeigen, dass die Wahl von kg, wie
im Theorem garantiert, dass ¢ den Testumfang «, hat. Sei also k := k. Dann gilt fir alle 8 € ©,

;B =1—p(e'(1—app—1,n—p;ip—1,n—p) =1-1-0a,=q (10.74)

und damit ist alles gezeigt.
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Abbildung 10.2 Exemplarischer kritischer Wert und Ablehnungsbereich bei einem F-Test der einfaktori-
eller Varianzanalyse.

In Abbildung 10.2 visualisieren wir die Wahl des kritischen Wertes k, zur Kontrolle des
Testumfangs mithilfe der KVF der f-Verteilung sowie den resultierenden Ablehnungsbe-
reich fir o := 0.05, einem Faktor mit drei Leveln p = 3 und einem balancierten Design
mit Gruppenumfang m = 12, also n = 3-12 = 36. In diesem Fall wiirde die Nullhypothese
bei einem Wert der F-Statistik von grofler als 3.28 verworfen werden.

p-Wert

Es sei f ein vorliegender Wert der F-Statistik im Kontext einer einfaktoriellen Varianz-
analyse. Dann ergibt sich der zu f gehorige p-Wert anhand folgenden Theorems.

Theorem 10.7 (P-Wert der F-Statistik bei einfaktorieller Varianzanalyse). Gegeben sei
das in Definition 10.4 spezifizierte Szenario eines F-Tests bei einfaktorieller Varianzanaly-
se. Dann ergibt sich der zu einem vorliegenden Wert f der F-Statistik zugehdrige p- Wert
als

p-Wert=P(F > f)=1—¢(f;p—1,n—p). (10.75)

Beweis. Nach Definition ist der p-Wert das kleinste Signifikanzlevel o, bei welchem man die Nullhypo-
these basierend auf einem vorliegenden Wert der Teststatistik ablehnen wiirde. Bei F' = f wiirde H, fiir
jedes ay mit f >1"1(1 — ag;p — 1,n — p) abgelehnt werden. Fiir ein solches a, gilt aber

oy >P(F > f), (10.76)
denn
fzyt1-agp—1,n—p)
S P(fip—1ln—p) 2PW (l-apgp—1,n—p),p—1,n—p)
SYP(fip—1,n—p)>1—ag

(10.77)
SPF<f)>1-a
Sag>1-P(F<f)
& ap>P(F > f)
Das kleinste o € [0, 1] mit oy > P(F > f) ist dann oy = P(F > f), also folgt
p-Wert=P(F > f)=1—p(f;p—1,n—p). (10.78)
O
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Praktisches Vorgehen

Aus dem in diesem Abschnitt Gesagten ergibt sich folgendes Vorgehen zur Evaluation eines
EVA-Modells mithilfe eines F-Tests:

Man nimmt zunéchst einmal an, dass ein vorliegender Datensatz von p Gruppendatensét-

zen
Y11s o Yin, Y21s = Yang s o Ypls -+ Ypn, (10.79)
Realisationen von
vy~ N(pg,0?) (10.80)
und
v;; ~ N(pg + oy, 0%) (10.81)

fiir i = 2,...,p mit wahren, aber unbekannten, Parametern i, ;,i = 2,...,p und o2 >
0 sind. Weiterhin nimmt man an, dass man entscheiden mochte, ob die Nullhypothese
identischer wahrer, aber unbekannter, Erwartungswertparameter iiber Faktorlevel bzw. zu
Null identischer wahrer, aber unbekannter, Effektparameter eher zutrifft oder eher nicht
(vgl. Gleichung 10.32).

Dazu wahlt man zundchst ein Signifikanzniveau o und bestimmt den zugehori-
gen Freiheitsgradparameter-abhéngigen kritischen Wert k. . Zum Beispiel gilt
bei Wahl von oy = 0.05,p = 3,m = 12,7 = 1,2,3 und somit n = 36, dass
ko, = o 1(1 — 0.05;2,33) ~ 3.28 ist. Man nutzt dann den vorliegenden Datensatz
zur Berechung der MSB und MSW und bestimmt damit den realisierten Wert der F-
Teststatistik f. Wenn f grofler gleich k‘% ist, lehnt man die Nullhypothese ab, andernfalls
nicht. Insgesamt garantiert die in diesem Abschnitt entwickelte Theorie dann, dass man
im Mittel in héchstens a - 100 von 100 Fallen die Nullhypothese falschlicherweise ablehnt.
Schlielich mag man den zu dem Wert f assoziierten p-Wert als 1 — o(f;p — 1,n — p)
bestimmen und in der Dokumentation der Analyse vermerken.

10.4.4 Anwendungsbeispiel

Folgender R Code implementiert das obige praktische Vorgehen fiir den Beispieldatensatz.
Im vorliegenden Fall wiirde die Nullhypothese

Ho
Oy =< [ ay | € R?|loy =0 fiir i = 2,3 (10.82)
a3
verworfen werden.
1 # Dateneinlesen
2 fname = file.path("./_data/410-Einfaktorielle-Varianzanalyse.csv")
3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)
4
5 # Datengruppen
6 y_1 = D$dBDI[D$COND == "F2F"] # BDI Differenzwerte in der F2F Gruppe
7 y_2 = D$dBDI[D$COND == "ONL"] # BDI Differenzwerte in der ONL Gruppe
8 y.3 = D$dBDI[D$COND == "WLC"] # BDI Differenzwerte in der ONL Gruppe
9
10 # Modellformulierung
11 P =3 # drei Gruppen
12 m = length(y_1) # balancierters Design mit n_i = 40
13 n = p*m # Datenvektordimension
14 y = matrix(c(y_1, y_2, y_3), nrow = n) # Datenvektor
15 Xt = cbind( # Designmatrix vollstdndiges Modell
16 matrix(1, nrow = n, ncol = 1),
17 kronecker (diag(p),
18 matrix(l, nrow = m, ncol = 1)))
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19 X = Xt[,-2]
20 X_0 = X[,1] # Designmatrix reduziertes Modell
21
22 # F-Teststatistikevaluation
23 beta_hat = solve(t(X) %*% X) %*% t(X) %xl y # Betaparameterschitzer vollsténdiges Modell
24 beta_hat_1 = solve(t(X_0) %*% X_0) %x% t(X_0) %*% y # Betaparameterschitzer reduziertes Modell
25 eps_hat =y - X %/ beta_hat # Residuenvektor vollstindiges Modell
26 eps_hat_1 =y - X_0 %%/ beta_hat_1 # Residuenvektor reduziertes Modell
27 SQT = t(eps_hat_1) %*% eps_hat_1 # Sum of Squares Total
28 sQw = t(eps_hat)  %*% eps_hat # Sum of Squares Within
29 SQB = SQT - sSQw # Sum of Squares Between
30 DFB =p-1 # Between Degrees of Freedom
31 DFW =n-p # Within Degrees of Freedom
32 DFB =p-1 # Between Degrees of Freedom
33 MSB = SQB/DFB # Mean Sum of Squares Between
34 MSW = SQW/DFW # Mean Sum of Squares Within
35 Eff = MSB/MSW # F-Teststatistik
36 P =1 - pf(Eff, p-1, n-p) # p-Wert
37
38 # Ausgabe
39 cat( "DFB :" , DFB,
40 "\nDFW :", DFW,
41 "\nSQB :", SQB,
42 "\nSQw :", SQW,
43 "\nMSB :", MSB,
44 "\nMSW :", MSW,
45 "\nF  :", Eff,
46 "\np :", paste(p))
DFB : 2
DFW : 33
SQB : 786.5
SQwW : 228.25
MSB : 393.25
MSW : 6.916667
F : 56.85542
P : 2.03634886730697e-11

Folgender R Code demonstriert die Durchfithrung und Dokumentation der gleichen Ana-
lyse mithilfe der R Funktion aov ().

1 # Dateneinlesen
2 fname = file.path("./_data/410-Einfaktorielle-Varianzanalyse.csv")
3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)
4
5 # Benutzung von R's aov Funktion und Ausgabe
6 res.aov = aov(D$dBDI ~ D$COND, data = D)
7 summary (res.aov)
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
D$COND 2 786.5 393.2 56.85 2.04e-11 *x¥x*
Residuals 33 228.2 6.9
Signif. codes: O '**xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

10.5 Literaturhinweise

Die Popularitit varianzanalytischer Verfahren wird im Allgemeinen auf Fisher (1925b)
und Fisher (1935) zuriickgefiihrt. Everitt und Howell (2005) und Stigler (1986) geben
einen kurzen und einen ausfiihrlichen historischen Uberblick, respektive.

10.6 Selbstkontrollfragen

Erldutern Sie das Anwendungsszenario einer einfaktoriellen Varianzanalyse (EVA).

Geben Sie die Definition des EVA-Modells in Erwartungswertparameterdarstellung wieder.
Geben Sie die strukturelle Form des EVA-Modells in Effektdarstellung wieder.

Erldutern Sie die Motivation fiir die Reparametrisierung des EVA-Modells

Welche Bedeutung haben fi4, ay, ..., v, in der Effektparameterdarstellung des EVA-Modells?

CU o=
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®© N>

11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.
20.
21.
22.
23.
24.

Warum gibt es bei p Gruppen eines EVA-Szenarios nur die p — 1 Effektparameter ay, ..., a,,?
Geben Sie die Designmatrixform des EVA-Modells in Effektdarstellung wieder.
Formulieren Sie die Designmatrix eines EVA-Modells mit n, = 3 und p = 2.

Formulieren Sie die Designmatrix eines EVA-Modells mit n; = 2 und p = 5.

Geben Sie das Theorem zur Betaparameterschitzung im EVA-Modell wieder.

Mit welchen Deskriptivstatistiken werden die Parameter pg, @y, ..., o, geschitzt?

Geben Sie das Theorem zur Quadratsummenzerlegung bei einfaktorieller Varianzanalyse
wieder.

Erldutern Sie die Begriffe der Total, Between, und Within Sum of Squares der EVA.
Geben Sie die Definition des Effektstirkenmafes n? an.

Wann nimmt das Effektstirkenmaf n? der EVA seinen Minimalwert an und wie lautet dieser?
Wann nimmt das Effektstirkenmafl ? der EVA seinen Maximalwert an und wie lautet dieser?
Geben Sie das Theorem zur F-Teststatistik der EVA wieder.

Erldutern Sie die Begriffe Mean Between Sum of Squares und Mean Within Sum of Squares
der EVA.

Geben Sie das Theorem zum Zusammenhang von n? und F-Teststatistik wieder.

Geben Sie die Definition des EVA F-Test wieder.

Erldutern sie die Null- und Alternativhypothesen des EVA F-Tests.

Geben Sie das Theorem zur Testumfangkontrolle der EVA wieder.

Skizzieren Sie den Beweis zur Testumfangkontrolle der EVA.

Geben Sie den p-Wert zum F-Test der EVA wieder.
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11 Zweifaktorielle Varianzanalyse

11.1 Anwendungsszenario

Das klassische Anwendungsszenario einer zweifaktoriellen Varianzanalyse (ZVA) ist ein
randomisiertes zweifaktorielles vollstindig gekreuztes Studiendesign bestehend aus einer
univariaten abhingige Variable bestimmt an randomisierten experimentellen Einheiten
und zwei unabhéngigen Variablen, die in der Regel jeweils mindestens zweistufig sind. Im
Kontext der Varianzanalyse werden die unabhéngigen Variablen bekanntlich auch Fakto-
ren und ihre Auspragungsstufen Faktorlevel genannt. Im Falle eines vollstandig gekreuzten
Designs wird jedes Level eines Faktors mit allen Level des anderen Faktors kombiniert. Die
Kombination zweier spezifischer Faktorlevel wird dann auch Zelle des Designs genannt. Da
den Zellen eines ZVA Designs iiblicherweise Gruppen von experimentellen Einheiten zuge-
ordnet werden, werden sie auch oft Gruppen oder experimentelle Bedingungen genannt.

Spezielle zweifaktorielle Studiendesigns werden iiblicherweise anhand ihrer Faktorlevel be-
zeichnet. Ein I x J Studiendesign und seine entsprechende I x .J zweifaktorielle Varianz-
analyse impliziert also, dass I Faktorlevel des ersten Faktors, im Folgenden als Faktor A
bezeichnet, mit J Faktorleveln des zweiten Faktors, im Folgenden als Faktor B bezeich-
net, gekreuzt werden. Folgende Tabelle gibt fiir einige der moglichen ZVA Designs die
Bezeichnung und die Level der jeweiligen Faktoren an

2x27ZVA = Faktor A mit Level 1,2 Faktor B mit Level 1,2
2x2Z7ZVA = Faktor A mit Level 1,2 Faktor B mit Level 1,2,3
2x27ZVA = Faktor A mit Level 1,2,3,4 Faktor B mit Level 1,2
2x27ZVA = Faktor A mit Level 1,2,3 Faktor B mit Level 1

Generell sind 2 x 2 ZVA Designs sehr populdr und ermdglichen es, die wesentlichen Cha-
rakteristika zweifaktorieller Varianzanalysedesigns zu diskutieren. Wir fokussieren im Fol-
genden daher weitgehend auf diesen Fall. In Abbildung 11.1 A visualisieren wir das kon-
zeptuelle Design einer 2 x 2 ZVA, wobei wir die Zellen des Designs hier und im Folgenden
mit A1B1, A1B2, A2B1 und A2B2 bezeichnen.

Abbildung 11.1 B visualisiert, dass zu jeder Zelle des Designs eine Gruppen von Daten-
punkten korrespondiert. Wir nutzen dabei folgende Indexkonvention: y,;;, bezeichnet den
Datenwert der kten experimentellen Einheit im ¢ten Level von Faktor A und jten Level
von Faktor B, wobei k = 1,...,n,;; und im vorliegenden Fall i = 1,2 sowie j = 1,2. Ist die
Anzahl an Datenwerten n;; in jeder Zelle identisch, so spricht man wiederrum von einem
balancierten Design.

Haupteffekte und Interaktionen

Intuitiv ist man in ZVA Designs an Haupteffekten und Interaktionen interessiert, die sich
zunéchst rein deskriptiv auf das Muster der zellspezifischen Gruppenmittelwerte beziehen.
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A Faktor B B Faktor B

Level 1 Level 2 Level 1 Level 2

Y1 =12 Yizz =41

Y11z =04 Yizz =18

Level 1 A]_ B 1 A]_ Bz Level 1 Y113 := 17 Y123 := 33

J’11n,,‘ =21 )ﬁznlz.: 5.9

Faktor A Faktor A

Y11 =01 Vo1 =74

Y212 =08 Y222 =62

Level 2 | A2B1 A2B2 Level 2| vas =27 | yus =95

)/zmz,‘ 1.4 Yzznzz‘ 6.1

Abbildung 11.1 Konzeptuelles Design und Datennotation einer 2 x 2 ZVA

Fir den Fall einer 2 x 2 ZVA spricht man dabei intuitiv vom Vorliegen eines Haupteffekts
von Faktor A, wenn sich die Gruppenmittelwerte zwischen Level 1 und Level 2 von Faktor
A, jeweils gemittelt iiber die zwei Level von Faktor B, unterscheiden. Weiterhin spricht
man vom Vorliegen eines Haupteffekts von Faktor B, wenn sich die Gruppenmittelwerte
zwischen Level 1 und Level 2 von Faktor B, jeweils gemittelt iiber die zwei Level von
Faktor A, unterscheiden.

Vom Vorliegen einer Interaktion der Faktoren A und B schliellich spricht man, wenn der
Unterschied der Gruppenmittelwerte von Faktor A zwischen Level 1 und 2 unterschiedlich
fir Level 1 und Level 2 von Faktor B ausgeprdgt ist bzw. wenn der Unterschied der
Gruppenmittelwerte von Faktor B zwischen Level 1 und 2 unterschiedlich fiir Level 1 und
Level 2 von Faktor A ausgepragt ist.

Haupteffekte beziehen sich intuitiv also auf (marginale) Unterschiede (Differenzen), wéh-
rend sich Interaktionen auf Unterschiede von Unterschieden (Differenzen von Differenzen)
beziehen. Dabei besagt das Vorliegen einer Interaktion also lediglich, dass sich die Un-
terschiede der Gruppenmittelwerte zwischen den Leveln eines experimentellen Faktors in
Abhéngigkeit von den Leveln des anderen experimentellen Faktors &ndern, impliziert aber
keine Aussage dariiber, warum dies so ist. In anderen Worten sind Haupteffekte und Inter-
aktionen bei Varianzanalysen Datenmuster, aber keine wissenschaftlichen Theorien. Die
frequentitistisch-inferenzstatistische Absicherung dieser Datenmuster ist das Thema dieses
Kapitels.

Anwendungsbeispiel

Fir ein konkretes Anwendungsbeispiel aus dem Bereich der Interventionsevaluation be-
trachten wir eine BDI-Pre-Postinterventionsdifferenzwertanalyse fiir je zwei Settings (Face-
to-Face und Online) und Varianten (Mindfulness und Exercise) der kognitiven Verhaltens-
therapie (CBT, Abbildung 11.2). Setting sei Faktor (A) mit Leveln (1) Face-to-face (F2F)
und (2) Online (ONL) und Variante sei Faktor (B) mit Leveln (1) Mindfulness (MND) und
(2) Exercise (EXC). Jeder der durch Kreuzung der Faktorlevel entstehenden Interventions-
bedingungen sei eine Gruppe (Stichprobe) von n,; := 12 Patient:innen zugeordnet und
fiir jede Patient:in sei die Differenz zwischen Preinterventions und Postinterventions BDI
Wert bestimmt worden und mit dBDI bezeichnet.
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Therapieform
CBT-M CBT-E

Face-to-Face :g i I at,.

iﬁ?ﬁ
“ v
™

Setting

Online g le gg\g

Abbildung 11.2 Konzeptuelles Design des Anwendungsbeispiels

Tabelle 11.1 zeigt einen Beispieldatensatz. Dabei reprasentiert jede Zeile eine Patient:in,
die Spalte Setting bezeichnet das dieser Patient:in entsprechende Level des Therapieset-
tingfaktors und die Spalte Variant das dieser Patient:in entsprechende Level des Thera-
pievariantenfaktors. Der entsprechende dBDI Zeilenwert bildet den Pre-Post-Interventions-
BDI-Differenzwert der entsprechenden Patient:in ab. Hohe Werte zeigen dabei eine starke
Verbesserung, geringe Werte eher eine leichte Verbesserung der Depressionssymptomatik
an.

Tabelle 11.1 Pre-Postinterventions-BDI-Differenzwerte Werte tiber Faktorlevel

Setting  Variant dBDI

F2F MND 12
F2F MND 11
F2F MND 8
F2F MND 8
F2F MND 12
F2F MND 12
F2F MND 9
F2F MND 10
F2F MND 12
F2F MND 13
F2F MND 10
F2F MND 9
F2F EXC 13
F2F EXC 10
F2F EXC 14
F2F EXC 15
F2F EXC 14
F2F EXC 18
F2F EXC 15
F2F EXC 13
F2F EXC 10
F2F EXC 14
F2F EXC 14
F2F EXC 16
ONL MND 4
ONL MND 10
ONL MND 12
ONL MND 13
ONL MND 12
ONL MND 12
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Setting  Variant dBDI
ONL MND 13
ONL MND 10
ONL MND 10
ONL MND 13
ONL MND 4
ONL MND 8
ONL EXC 15
ONL EXC 18
ONL EXC 13
ONL EXC 16
ONL EXC 16
ONL EXC 15
ONL EXC 12
ONL EXC 15
ONL EXC 19
ONL EXC 12
ONL EXC 15
ONL EXC 12

Abbildung 11.3 schliellich zeigt zwei hdufig genutzte Visualisationsformen fiir Deskriptiv-
statistiken (hier Gruppenmittelwerte und Standardabweichungen) in 2 x 2 ZVA Szenarien.
Abbildung 11.3 A zeigt die faktorlevelkombinationsspezifischen Gruppenmittelwerte und
ihre Standardabweichungen als Balkendiagramm. Abbildung 11.3 B zeigt die gleichen Da-
ten als Liniendiagramm mit Fehlerbalken. Dabei entsprechen die zwei Linien den beiden
Leveln des Settingfaktors F2F (dunkelgraue Linie) und ONL (hellgraue Linie). Die auf der
x-Achse abgetragenen Werte dagegen entsprechen den beiden Leveln des Variantenfaktors
MND und EXC. Fiir das Versténdnis dieser Art der Visualisierung ist es sicherlich hilfreich,
die Korrespondenz zwischen den in Abbildung 11.3 A und Abbildung 11.3 B einmal explizit
durch nachzeichnen herzustellen.

A

20

15

10

—
—t—

F2EMND F2FEXC ONL.MND ONL.EXC

20

15

dBDI

10

—CBT Setting F2F
CBT Setting ONL

MND EXC
CBT Variant

Abbildung 11.3 Visualisierung des Beispieldatensatzes als Balken- und Liniendiagramm
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11.2 Modellformulierung

Um nun den Spezialfall des ALMs fiir das ZVA Szenario zu diskutieren, gehen wir in
zwei Schritten vor. In einem ersten Schritt fithren mit dem Modell der additiven ZVA ein
Modell ein, das lediglich die Haupteffekte der Faktoren, nicht aber ihre Interaktion mo-
dellieren kann. Entsprechend kénnen auf Grundlage dieses Modells Haupteffektparameter
geschétzt und inferenzstatistisch evaluiert werden. In einem zweiten Schritt fiihren wir mit
dem Modell der ZVA mit Interaktion ein Modell ein, das sowohl die Haupteffekte der Fak-
toren als auch ihre Interaktion modelliert und auf dessen Grundlage entsprechend sowohl
Haupteffekts- als auch Interaktionsparameter geschétzt und inferenzstatistisch evaluiert
werden konnen. In beiden Féllen ist das zentrale Thema der Modellformulierung wie bei
der EVA von einer Intuition zur Modellierung der Erwartungswertparameter der Zellen
des ZVA Szenarios zu einer nicht iiberparameterisierten Darstellung mithilfe von Effekt-
parametern zu kommen.

11.2.1 Modell der additiven ZVA

In Analogie zur EVA méchte man im Modell der additiven ZVA die Gruppenerwartungs-
werte p1;; mit ¢ = 1,...,I fiir die Level von Faktor A und j = 1,...,J fiir die Level von
Faktor B als Summe eines gruppenunspezifischen Erwartungswertes und den Effekten der
Level von Faktor A und der Level von Faktor B modellieren.

Wir bezeichnen dabei den gruppenunspezifischen Erwartungswertparameter mit p, den
Effekt von Level ¢ von Faktor A mit o, und den Effekt von Level j von Faktor B mit B,
(Bj bezeichnet hier also nicht den jten Eintrag des Betaparametervektors). Dann ergibt
sich zum Beispiel fiir 1 := J := 2

Py = po g + By ‘ Pig 3= pho + 0y + By
Hoy = fig + Qg + By ‘ Hag = fig + Qg + By

Wie im Falle der EVA ist diese Darstellung der Gruppenerwartungswerte p,; allerdings
iberparameterisiert, speziell werden die vier Erwartungswertparameter fq, ft19, tt9; und
[loo in obiger Formulierung durch die fiinf Parameter p, oy, a5, 5; und 3, dargestellt. Um
eine eindeutige Darstellung der u,; zu gewéhrleisten, bietet sich auch hier die Restriktion
an, den Effekt des ersten Levels jedes Faktors als Null zu definieren

061 = 61 = 0 (111)
und damit die Faktorlevelkombination A1B1 als Referenzgruppe zu etablieren. Es ergibt

sich somit zum Beispiel fir fir I := J := 2

H11 = Mo ‘ Pig i= po + By
Moy = Mo + O ‘ oo = g + Qg + By

Hier werden nun also die vier Erwartungswertparameter f;y, ft19, o7 und g9, durch nur
drei Effektparameter p, a, und B, dargestellt (in diesem Sinne ist das Modell der addi-
tiven ZVA sogar unterparameterisiert, was im folgenden Abschnitt die Einfithrung eines
Interaktionsparameters erlaubt). Allerdings dndern sich bei dieser Effektdarstellung des
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Modells der additiven 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe analog zur EVA die Interpretationen
der Parameter p, ay, 85 im Vergleich zum iiberparameterisierten Fall ohne Referenzgrup-
pe: ji, entspricht dem Erwartungswert der Faktorlevelkombination A1B1, «, der Differenz
beim Ubergang von Level 1 zu Level 2 von Faktor A und 3, der Differenz beim Ubergang
von Level 1 zu Level 2 von Faktor B. Wir fassen obige Uberlegungen in folgender Definition
zusamimen.

Definition 11.1 (Modell der additiven ZVA mit Referenzgruppe). v, ;, miti =1,...,1,j =
L,..,J,k=1,..,n,; sei die Zufallsvariable, die den kten Datenpunkt zum iten Level von
Faktor A und dem jten Level von Faktor B in einem ZVA Anwendungsszenario modelliert.
Dann hat das Modell der additiven ZVA mit Referenzgruppe die strukturelle Form

Vi = Mg+ Eiji ~ N (0,0%) wiv. firi=1,.,I,j=1,...,J,k=1, ey T (11.2)

und die Datenverteilungsform

Vi ~ N (uij,02> wv. firi=1,...I,j=1,....J,k=1,...,n; (11.3)
mit
Hj = po + oy + B; fir i = 1, T, j = 1,0, J mit oy == B, := 0, (11.4)
und o2 > 0.
[ ]

Wir verzichten in Definition 11.2 auf die Angabe einer allgemeinen Designmatrixform, die
wir im Folgenden lediglich fiir den 2 x 2 ZVA Spezialfall betrachten.

Die Expressivitdt des Modells der additiven ZVA ist, wie schon oben betont, auf das
Abbilden von Haupteffekten beschréankt. Wir verdeutlichen dies in folgenden Parameter-
beispielen und der zugehorigen Abbildung 11.4.

Beispiel (1)

Es seien p := 1, a9 := 1 und S, := 0, der Effektparameter fiir den Haupteffekt von Faktor
A sei also von Null verschieden, der Effektparameter fiir den Haupteffekt von Faktor B
dagegen gleich Null. Dann ergibt sich fiir die Gruppenerwartungswerte

pin=Hot+a;+5=1404+0=1 pp=py+a;+B8,=1+0+0=1
for = po+ay+ B =1+14+0=2 pyy=py+ay+p6=1+1+0=2

Abbildung 11.4 A zeigt Visualisierungen dieses Erwartungswertmusters in der Balkendia-
gramm und Liniendiagrammform von Abbildung 11.3.

Beispiel (2)

Es seien py := 1,a, := 0 und By := 1, der Effektparameter fiir den Haupteffekt von
Faktor A sei also gleich Null, der Effektparameter fiir den Haupteffekt von Faktor B
dagegen von Null verschieden. Dann ergibt sich fiir die Gruppenerwartungswerte

por=Ho+a;+5=14+04+0=1 pp=p+a+6=1+0+1=2
for = po+ay+ B =1+0+0=1 pgy=py+ay+p6=1+0+1=2
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Abbildung 11.4 B zeigt Visualisierungen dieses Erwartungswertmusters in der Balkendia-
gramm und Liniendiagrammform von Abbildung 11.3.

Beispiel (3)

Es seien py = 1,a, := 1 und B, := 1, die Effektparameter fiir die Haupteffekt beider
Faktoren seien also von Null verschieden. Dann ergibt sich fiir die Gruppenerwartungswerte

pir=pota+5=1+0+0=1 po=pg+ta;+G=1+0+1=2
Por =Ho T ay+ B =14+140=2 py=pg+ay+pP=1+1+1=3

Abbildung 11.4 C zeigt Visualisierungen dieses Erwartungswertmusters in der Balkendia-
gramm und Liniendiagrammform von Abbildung 11.3.

In Hinblick auf die Liniendiagrammform der Gruppenerwartungswerte der additiven ZVA
fallt auf, dass die den Leveln von Faktor A entsprechenden Linien immer parallel sind.

A =1, a;=1, B,=0 B Mo=1, =0, B;=1 C =1, a;=1, B,=1
35 35 35
3.0 3.0 4 3.0
25 25 25
2.0 20 2.0
15 4 15 4 15
1.0 1.0 1.0
> D > D >
0.0 0.0 0.0
AlB1 A1B2 A2B1 A2B2 Al1B1 Al1B2 A2B1 A2B2 A1B1 A1B2 A2B1 A2B2
Ho=1, a;=1, B, =0 Ho=1, a2=0, B,=1 Ho=1, az=1, Bp=1
57 57 54
= Faktor A, Level 1 = Faktor A, Level 1 = Faktor A, Level 1
4 Faktor A, Level 2 44 Faktor A, Level 2 4 Faktor A, Level 2
3 4 34 34
24 27 /@ 2 /o
14 [} [} 1 - o 14 [}
0 0 0
Level 1 Level 2 Level 1 Level 2 Level 1 Level 2
Faktor B Faktor B Faktor B

Abbildung 11.4 Gruppenerwartungswerte der Beispielparameterszenarien in Balken und Liniendia-
grammform im Modell der additiven ZVA.

Fir den Fall der 2 x 2 ZVA gibt Definition 11.2 abschlieend das Modell der additiven
ZVA mit Referenzgruppe inklusive seiner Designmatrixform an.

Definition 11.2 (Modell der additiven 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe). v;;, mit i =
1,2, =1,2,k =1,...,n,; sei die Zufallsvariable, die den kten Datenpunkt zum iten Level
von Faktor A und dem jten Level von Faktor B in einem 2 x 2 ZVA Anwendungsszenario
modelliert. Dann hat mit 02 > 0 das Modell der additiven 2 x 2ZVA mit Referenzgruppe
die strukturelle Form

Uijk = 'UU + Eijk ~ N(O,U2> u.i.V. fur 'L = 1,2,j = 172,kf = 1, ...777,7;j, (115)
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die Datenverteilungsform

Vijr ~ Ny 0?) uv. fir i =1,2,5=1,2,k = 1,...,n,; (11.6)
mit
tij = po + o + B fiir i =1,2,5 = 1,2 mit o := B := 0, (11.7)
sowie die Designmatrixform
v~ N(XB,0°L,), (11.8)
wobei
Ulin,, 100
: : : : /,[/0
vi= | Y122 X = Lol ERY3 B:=|a, | €R3und o2 > 0. (11.9)
Ug11 110
; By
Vo1ny, 110
Voo 111
VY22n,, 11
[ ]

11.2.2 Modell der ZVA mit Interaktion

In der ZVA mit Interaktion mochte man die Gruppenerwartungswerte y,; mit i = 1,..., T
fiir die Level von Faktor A und j = 1,...,J fiir die Level von Faktor B als Summe eines
gruppenunspezifischen Erwartungswertes, der Effekte der Level von Faktor A und Faktor
B und der Interaktion der Level der Faktoren modellieren. Wir bezeichnen dazu den grup-
penunspezifischen Erwartungswertparameter mit ., den Effekt von Level ¢ von Faktor A
mit «;, den Effekt von Level j von Faktor B mit §;, und die Interaktion von Level ¢ von
Faktor A mit Level j von Faktor B mit ;. Dann ergibt sich zum Beispiel fiir [ := J := 2

Py i= Ho + g + B+ ‘ Pz 3= po + a1 + By + 710
oy i= Ho + Qg + B + 72 ‘ Hag = fig + g + Bo + Yoo

Wie in der die additiven ZVA ist diese Darstellung der Gruppenerwartungswerte f;; mul-
tipel iiberparameterisiert, speziell werden die vier Erwartungswertparameter (i1, 419, to1
und ft99 in obiger Formulierung durch die neun Parameter pg, aq, ay, 81, Ba, Y11, Y125 V21
und 7, dargestellt. Um eine eindeutige Darstellung der p,; zu gewédhrleisten, bietet sich
auch hier die Restriktion an, den Effekt des ersten Levels jedes Faktors und jeder Interak-
tion als Null zu definieren

ay =0y =y =y =0 i=1,.,0j=1,.,J (11.10)

und damit die Faktorlevelkombination A1B1 als Referenzgruppe zu etablieren. Es ergibt
sich somit zum Beispiel fir fir [ := J := 2
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H11 = Mo ‘ Pio i= Ho + By
Moy = Ho + 0y ‘ Pog i= Ho + Qg + By + Va0

Hier werden nun also die vier Erwartungswertparameter pi;q, ft19, fto; Und fi9e durch die
vier Effektparameter 1, oy, 5, und 7,, dargestellt. Natiirlich andern sich auch bei die-
ser Effektdarstellung des Modells der 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe
die Interpretationen der Parameter (i, oy, By, Voo im Vergleich zum iiberparameterisierten
Fall ohne Referenzgruppe: 1, entspricht dem Erwartungswert der Faktorlevelkombination
A1B1, a, der Differenz beim Ubergang von Level 1 zu Level 2 von Faktor A, 3, der Dif-
ferenz beim Ubergang von Level 1 zu Level 2 von Faktor B und 7,, der Differenz beim
Ubergang von Level 1 zu Level 2 von Faktor B im Unterschied zum Ubergang von Level
1 zu Level 2 von Faktor A. Wir fassen obige Uberlegungen in folgender Definition, wobei
wir wiederum auf die Angabe einer allgemeinen Designmatrixform verzichten wollen.

Definition 11.3 (Modell der ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe). v,;;, mit i =
L.,1,j=1,..,J,k=1,..n, sei die Zufallsvariable, die den kten Datenpunkt zum iten
Level von Faktor A und dem jten Level von Faktor B in einem ZVA Anwendungssze-
nario modelliert. Dann hat das Modell der ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe die

strukturelle Form

Vi = Mij + €k ~ N(0,0%) uiv. firi=1,..,[,j=1,..,J,k=1,..,n,; (11.11)
und die Datenverteilungsform
(P N(,u,i]-,UQ) wiv. firi=1,.,1,j=1,...,J,k=1,..,n,; (11.12)
mit
ij == o + & + B + 5 (11.13)
sowie
api=Pfyi=q =y =0turi=1,.,0j=1,..,J (11.14)
und o2 > 0.
[ ]

Die Expressivitit des Modells der ZVA mit Interaktion entspricht nun dem Betrachten von
Haupteffekten und Interaktion wie einleitend zum Anwendungsszenario der ZVA diskutiert.
Wir wollen dies mithilfe folgender Parameterbeispiele und der zugehorigen Abbildung 11.5
verdeutlichen.

Beispiel (1)

Es seien py := 1,09 := 0, 8y := 0 und 7,5 = 2, die Effektparameter fiir die Haupteffekte
beider Faktoren seien also gleich Null, aber der Effektparameter fir die Interaktion der
Faktoren positiv. Dann ergibt sich fiir die Gruppenerwartungswerte

pin=Hota +B+7,=140+0+0=1 p=ps+a;+B+7,=1+0+0+0=1

Por =pot+ @y +B14+7,=1+04+0+0=1 pg =pog+oay+PBy+7,=1+0+0+2=3
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Abbildung 11.5 A zeigt Visualisierungen dieses Erwartungswertmusters in Balkendiagramm-
und Liniendiagrammform.

Beispiel (2)

Es seien g =1, a5 := 1, By := 1 und 7,5 = —2. Die Effektparameter fiir die Haupteffekte
beider Faktoren seien also gleich und der Effektparameter fiir die Interaktion der Faktoren
negativ. Dann ergibt sich fiir die Gruppenerwartungswerte

pin=Hota +8+7,=140+0+0=1 pp=po+ta;+F+7,=1+0+1+0=2

Por =pot+ @+ B14+7 =1+04+1+0=2 pyy=pogtay+fyt+v=1+1+1-2=1

Abbildung 11.5 B zeigt Visualisierungen dieses Erwartungswertmusters in Balkendiagramm-
und Liniendiagrammform.

Beispiel (3)

Es seien p, = 1,ay := 1,8y := 0 und 7,5, = 1, der Effektparameter fiir Faktor A
sei also positiv, der Effektparameter fiir Faktor B gleich Null und der Effektparameter
fiir die Interaktion der Faktoren positiv. Dann ergibt sich fiir die Gruppenerwartungswerte

i =pota +B,4+7:,=14+04+0+0=1 pp=pot+a;+B;+7,=1+0+0+0=1

Bor =Ho+ g+ 81 +71=14+1+0+0=2 po=potoy+PBy+7=1+14+0+1=3

Abbildung 11.5 C zeigt Visualisierungen dieses Erwartungswertmusters in Balkendiagramm-
und Liniendiagrammform.

Beispiel (4)

Es seien p := 1,9 := 0,35 := 1 und 4y = 1, der Effektparameter fiir Faktor A sei also
gleich Null, der Effektparameter fir Faktor B positiv und der Effektparameter fir die
Interaktion der Faktoren wiederrum positiv. Dann ergibt sich fiir die Gruppenerwartungs-
werte

pin=Hota +8+7,=140+0+0=1 pp=po+ta; +B+7,=1+0+1+0=2

Por =pot+ @y +B14+7 =1+04+0+0=1 pg =pot+oay+PBy+7,=14+0+14+1=3

Abbildung 11.5 D zeigt Visualisierungen dieses Erwartungswertmusters in Balkendiagramm-
und Liniendiagrammform.

Die obigen Beispiele zeigen, dass die Expressivitdt der ZVA mit Interaktion im Sinne der
durch das Modell abzubildenden Datenmuster ungleich hoher als die Expressivitat des rein
additiven Modells der ZVA ist. Insbesondere bilden obige vier Beispiele bei Weitem nicht
den gesamten kombinatorischen qualitativen Parameterraum der ZVA mit Interaktion ab.
Hinsichtlich der Liniendiagrammvisualisation der Gruppenerwartungswertparameter bei
ZVA mit Interaktion fallt auf, dass ein von Null verschiedener Interaktionsterm immer
impliziert, dass die die Level von Faktor A représentierenen Linien immer nicht parallel
verlaufen.
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A Ho=1, 02=0, =0, y,2=2 B Ho=1, 02=1, Bp=1, Yo = =2 c Ho=1, 02=1, B,=0, y2=1 D Ho=1, 02=0, Bo=1, y2=1

4 4 — 4 — 4 -

3 3 3 3

2+ 2+ 2+ 2+

N N D D N D N D

L0 I I e NN
A1B1 A1B2 A2B1 A2B2 A1B1 A1B2 A2B1 A2B2 A1B1 A1B2 A2B1 A2B2 A1B1 A1B2 A2B1 A2B2
Mo=1, 02=0, B2=0, v, =2 Mo=1, ax=1, Bp=1, v = -2 Mo=1, az2=1, B,=0, v =1 Mo=1, 02=0, B2=1, y2=1
= Faktor A, Level 1 = Fakior A, Level 1 = Fakior A, Level 1 = Fakior A, Level 1

Faktor A, Level 2 Faktor A, Level 2

Fakior A, Level 2 Fakior A, Level 2

Level 1 Level 2 Level 1 Level 2 Level 1 Level 2 Level 1 Level 2
Faktor B Faktor B Faktor B Faktor B

Abbildung 11.5 Gruppenerwartungswerte der Beispielparameterszenarien in Balken und Liniendia-
grammform im Modell der ZVA mit Interaktion.

Abschlieend geben wir in Definition 11.4 den Spezialfall des Modells der 2 x 2 ZVA mit
Interaktion und Referenzgruppe inklusiver seiner Designmatrixform an.

Definition 11.4 (Modell der 2x 2 ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe). v, ;;, mit i =
1,2, =1,2,k =1,...,n,; sei die Zufallsvariable, die den kten Datenpunkt zum iten Level
von Faktor A und dem jten Level von Faktor B in einem 2 x 2 ZVA Anwendungsszenario
modelliert. Dann hat das Modell der 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe fir
o? > 0 die strukturelle Form

Vi = Hij € ~ N(0,0%) wiv. fir i = 1,2,5 = 1,2,k = 1, ...,n,, (11.15)

die Datenverteilungsform

Vi ~ Nty 0?) wiov. fiw i = 1,2,5 = 1,2,k = 1,..,n; (11.16)
mit
Wij = Ho + o + B+ 7i; (11.17)
sowie
Oél = ﬁl = /yll = ryl] = O fur i == 17 ...,I,j == 17 ceey J (11.18)
und fir n := 2?11 Z?Zl n,;; die Designmatrixform
v~ N(XB,02%I,), mit (11.19)
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U111 1
Ulln,, 1
V121 1
v 1
U= 12n,5 , X — 1
Va11
U21n,, 1
Va1 1
V221, 1
Beispiel

142

0 0
0 0
1 0

: Fo
Lo nx4 g._ | ¥ 4 2
0 0 € R4 B := 8, € R* und 0% > 0. (11.20)
E Y22
0 0
1 1
1 1

Als konkretes Beispiel fiir die Designmatrixform des in Definition 11.4 definierten Modells
betrachten wir das Szenario n,;; := 4, also n = 16. Dann gilt

mit

V111
V112
V113
V114
V121
V122
U123
V124 e
Voqr | X
Va12
Ua13
V214
Va21
U229
Va23
U224

— = b = e e e e e e e e e e e

—H R, H R R R, R,FO0OO00000 0O

Ko

By
V22

€ R4 3= €RYund 02 > 0. (11.22)

_ = = = O 0O 000000 oo oo

=== O OO0 FEFEHEEFEOOOO

Folgender R Code erlaubt die Realisierung von Daten im Falle dieses Beispiels.

1 # Modellformulierung

2 library (MASS)

3 I =2

4 J =2

5 nij =4

6 n = I*J*n_ij

7 P =1+ (I-1)+J-1)+(I*J-3)
8 D = matrix(c(1,0,0,0,

9 1,0,1,0,
10 1,1,0,0,
11 ,1,1,1),
12 nrow = p,
13 byrow = TRUE)
14 C = matrix(rep(1,n_ij),nrow = n_ij)
15 X = kronecker(D,C)

O

#*

Multivariate Normalverteilung

Anzahl Level Faktor A

Anzahl Level Faktor B

Anzahl von Datenpunkten der i,jten Gruppe

Anzahl Datenpunkte

Anzahl Parameter

Prototypische Designmatrix fiir balancierte Designs

Prototypischer Zellenvektor fiir balancierte Designs
Kroneckerprodukt Designmatrix Erzeugung fiir balancierte Designs
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16 I_n = diag(n) # n x n Einheitsmatrix

17 beta = matrix(c(1,1,1,1), nrow = p) # \beta = (\mu_0,\alpha_2,\alpha_3,\alpha_4)
18 sigsqr = 10 # \sigma~2
19 N = mvrnorm(1, X %*% beta, sigsqr*I_n) # eine Realisierung eines n-dimensionalen ZVs

11.3 Modellschitzung

Wir betrachten im Folgenden die Betaparameterschitzer im additiven 2 x 2 ZVA Mo-
dell mit Referenzgruppe und im 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe. Dabei
stellt sich wenig iiberraschend heraus, dass sich die Schétzer fiir die Komponenten des
Betaparameters der in Definition 11.2 und Definition 11.4 formulierten Modelle als ge-
wichtete Summen der gruppenspezifischen Stichprobenmittel ergeben. Die genaue Form
dieser gewichteten Summen ist Inhalt der beiden folgenden Theoreme. Der Einfachheit
halber gehen wir dabei jeweils von einem balancierten Design aus. Wir beginnen mit der
Betaparameterschitzung im additiven 2 x 2 ZVA Modell mit Referenzgruppe.

Theorem 11.1 (Betaparameterschitzung im additiven 2 x 2 ZVA Modell mit Referenz-
gruppe). Gegeben sei die Designmatrizform eines balancierten additiven 2x2 ZVA Modells
mit Referenzgruppe. Dann ergibt sich fiir den Betaparameterschdtzer

~ /}0 1% + %(@12 +172_1) - i_ﬁm
fi=|a|= ?( 21+ Vag) — ?(7311 + 1312) ; (11.23)
Ba 5(V19 + Ugy) — 5(01; + Ugy)
wobei .
_ 1 & ) .
Vij = Zvijk firl<i,j<2 (11.24)
ij k=1

das Stichprobenmittel der i, jten Gruppe des 2 x 2 ZVA Designs bezeichnet.
Beweis. Wir bestimmen zunéchst XTv, XTX und (X7 X)~! bei konstantem n,,; fir 1 <i4,5 <2.
V111

Viing,

Vi21

=

1 1 U12n12

XTy=

o
S O =
=
=
[ R R
[

1 . 1 U2'11
(11.25)
V21ngy,

Vga1

V22n,,

Zz DIHID R
Z Zk 11)2_71@
Zz lzk
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1 0 0
1 0 0
1 0 1
1 11 11 11 1 ;
XTx=1|0 0 O 0 1 11---11(;(1)
0 0 1 1 0 o 1 - 1 L
I (11.26)
1 1 0
1 1 1
1 1 1
4 2 2
=n,; |2 2 1
2 1 2
Ohne Beweis halten wir weiterhin fest, dass
-t 3 _1 _1
4 2 2 1 T —5 —3
(XTX) ' =n; 12 2 1 =—|-3 1 0 (11.27)
2 1 2 Mi\-1 o0 1
Es ergibt sich also
_ [(Po 1 i -3 -3 Zzlzj 1 2k Vign
B=|a|=—1|-3 1 0 Z Zn% Vg g (11.28)
5 ng,; \_1 0 1 k=1 2]
2 2 Zz lzk
Damit ergibt sich dann
1 3 2 2 Mij 12 n2j 2 M2
R £ 30 30 VLD 9 SIS 9
ij i=1 j=1 k=1 =1 k= i=1 k=
1 3n11 n12 na1 "22
= <4 Vit ZU12k+ ZU21k+ ZU22k>
ij k=1
1 1 n2 n22 ni2 22 11'29
+m< 52 21k 22“2% 22”1% 22”2%) ( )
ij k=
1 3 1 ni2 mn21 n22
:W(4Z Ui+ 7 vak+ szm ZUQQk)
1] k=1
3_ 1 _
= ZUH + 1(012 + Ua1) 4U22
sowie
1 1322 Tij 2 M2
Sl G DI OILED )DL
(¥ 1=1 j=1 k=1 j=1 k=
1 1 mi1 n12 n21 n22 n21 m22
= T5 2 Ve vak ZU21k ZUQQk “‘vak "‘sz%
ij k=1 (11.30)
1 1 Tl T2 n21 n22
= (QZUuk vak+ szm+ szzk)
ij k
1, _ 1, _ _
= 5(")21 + Vga) — 5(”11 + V1a)
und analog fiir BQ.
O
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Beispiel

Wir verdeutlichen den in Theorem 11.1 formulierten Zusammenhang zwischen den Beta-
parameterschitzerkomponenten und den gruppenspezifischen Stichprobenmitteln mithilfe
folgenden R Codes am Beispieldatensatz.

1 # Datenreformatierung

2 fname = file.path("./_data/411-Zweifaktorielle-Varianzanalyse.csv")

3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE) # Datensatz

4 A1B1 = D$dBDI[D$Setting == "F2F" & D$Variant == "MND"] # Face-to-face, mindfulness

5 A1B2 = D$dBDI[D$Setting == "F2F" & D$Variant == "EXC"] # Face-to-face, exercise

6 A2B1 = D$dBDI[D$Setting == "ONL" & D$Variant == "MND"] # Online , mindfulness

7 A2B2 = D$dBDI[D$Setting == "ONL" & D$Variant == "EXC"] # Online , exercise

8

9 # Datenmatrix fiir Gruppenmittelwerte
10 n_ij = length(A1B1) # Anzahl Datenpunkte pro Gruppe
11 Y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n_ij) # Datenmatrix
12 bar_y = colMeans(Y) # Zellenmittelwerte
13
14 # Modellschétzung
15 I =2 # Anzahl Level Faktor A (Therapiesetting)
16 J =2 # Anzahl Level Faktor B (Therapievariante)
17 n = IxJ*n_ij # Anzahl Datenpunkte
18 P =1+ (I-D+J-1)+(I*J-3) # Anzahl Parameter
19 D = matrix(c(1,0,0, # Prototypische Designmatrix fiir balancierte Designs
20 1,0,1,
21 1,1,0,
22 1,1,1), nrow = p, byrow = TRUE)
23 C = matrix(rep(1,n_ij),nrow = n_ij) # Prototypischer Zellenvektor fiir balancierte Designs
24 X = kronecker(D,C) # Kroneckerprodukt Designmatrix
25 y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n) # Datenvektor
26 beta_hat = solve(t(X) %*% X) %*% t(X) %x% y # Betaparameterschitzer
27 eps_hat =y - X /% beta_hat # Residuenvektor
28 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %#) eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschitzer
29 cat("hat{betal} " , beta_hat, # Ausgabe
30 "\nhat{sigsqr} : ", sigsqr_hat,
31 "\ny_11,y_12,y_21,y_22 : ", bar_y,
32 "\n3/4y_11 + 1/4(y_12 + y_21) - 1/4y_22 : " , (3/4)*bar_y[11+(1/4)*(bar_y[2]+bar_y[3]1)-(1/4)*bar_y[4],
33 "\n1/2(y_21 + y_22) - 1/2(y_11 + y_12) : " , (1/2)*(bar_y[3]+bar_y[4])-(1/2)*(bar_y[1] + bar_y[2]),
34 "\n1/2(y_12 + y_22) - 1/2(y_11 + y_21) : " , (1/2)*(bar_y[2]+bar_y[4])-(1/2)*(bar_y[1] + bar_y[31))
hat{beta} : 10.14583 0.2916667 4.041667

hat{sigsqr} : 6.074337

y_11,y_12,y_21,y_22 : 10.5 13.83333 10.08333 14.83333

3/4y_11 + 1/4(y_12 + y_21) - 1/4y_22 : 10.14583

1/2(y_21 + y_22) - 1/2(y_11 + y_12) : 0.2916667

1/2(y_12 + y_22) - 1/2(y_11 + y_21) : 4.041667

Fir die Betaparameterschétzung im 2 x 2 ZVA Modell mit Interaktion und Referenzgruppe
ergibt sich folgendes Theorem.

Theorem 11.2 (Betaparameterschitzung im 2 x 2 ZVA Modell mit Interaktion und Re-
ferenzgruppe). Gegeben sei die Designmatrizform eines balancierten 2 x 2 ZVA Modells
mit Interaktion und Referenzgruppe. Dann ergibt sich fir den Betaparameterschitzer

/}0 U1y
~ o Vo — U
/8 = A2 = 721 711 5 1131
Ba B 1_}12 - ?11 - ( )
Va2 V11 + VUgg — Vg — Vg
wobes
1 &
Oy = > vy, fiir 1<, <2 (11.32)
1j k=1

das Stichprobenmittel der i, jten Gruppe des 2 x 2 ZVA Designs bezeichnet.
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Beweis. Wir bestimmen zunéchst XTv, XTX und (X7 X)~! bei konstantem n,; fir 1 <i4,5 <2.

V111
Ullnll
Vi21
1 1 1 1 1 1 1 1 :
XToy — 0 0 O 0 1 1 1 1 Vian,,
0 0 1 1 0 0 1 1 Vgyy
0 0 0 0 0 0 1 1 :
(11.33)
V21ngy,
Vaa1
V22n,,
Zz 1ZJ 1Zn7J'U
— Z an] 2gk
Zz lzk
Ekzlvzzk
1 0 0 O
1 0 0 O
1 01 0
1 1 1 1 1 1 1 1 : :
0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0
Ty _
XX = 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 O
0 0 0 0 0 0 1 1 Poor
110 0 (11.34)
1 1 1 1
1 1 1 1
4 2 2 1
2 2 1 1
Ml 1 2 1
1 1 1 1
Ohne Beweis halten wir weiterhin fest, dass
4 2 2 1\ 1 -1 -1 1
2 2 1 1 1 —1 2 1 -2
T yy-1 _ -
(XX =ni |y 1 2 1 T, |-to1ro2 2| (11.35)
1 1 1 1 1 -2 -2 4
Es ergibt sich also
fio 1 -1 -1 1 Z“Z“Z””v
Go || L |1 2 1 -2 Z Zkl“?ak (11.36)
By N —1 1 2 =2 Z Z ’ ’
5 1 -2 -2 4 figh k=
22 k1U22k
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Damit ergibt sich dann

2 2 Mij 2
N 1
fio =1 220D vi =
Tij \iZ1 j=1 k=1 9=
1 ni2
ij
n21 n22
1
+ _
T4
m11
1
= Uitk
P11 =1
=Un

sowie

i 2 M2j

n2j 2 M2 22

Vajk — E E Umk"‘g Vaok

1 k=1 i=1 k=1

1 (&
= (Z Vi1t vak + Zv2lk + ZU22k
k=1 k=1 k=1 k=1

m21 n22

n12 n22 n22 (11.37)

- E Va1 — E Vgl — E Vigk — E Voo T+ E Vagg
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

T2 n22

2 2 2
‘3‘2:% *ZZ Uz]k+2zzv2gk+1z vi2k*227}22k
k=1

ij i=1 j=1 k=1 j=1 k=1 i=1 k=1
1 mni1 ni12 mna1 n22
= mo\ E Uik — E Vigk — E Vaik — E Vaok
i k=1 k=1 k=1 k=1
1 nay nag nip nog nao (11.38)
+7n QE U21k+2§ U22k+§ U12k+§ U22k_2§ Vaok
ij k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n
1 21 11
= o E Va1 — E Vi1k
ij \k=1 k=1
= V21 —VUny

und analog fiir ,32. Schliefflich ergibt sich

nij

ij 2 "2 2 M2 n22

2 2
’722:% ZZ Uijk_2zzv2jk_2zz 12k+4ZU22k
k=1

ij \i=1 j=1 k=1 j=1 k=1 i=1k

ni2 n21

mi1
= ni Zvllk + ZUIQk + vak + ZU221<:

nay n22
1

1 mni1 n22 ni2

= E Uik T § Vaok — E Vigg — E V21k
k=1 k=1 k=1 k=1

= Uy + Vgp — Vyp — Vgy-

T22

n12 n2 n2o (11.39)

n *QZU211@*220221€*2Z’U121€ 22”22k+42")22k
k=1 k=1 k=1 k=1

=1

mno1

O

Auch hier vedeutlichen wir den in obigem Theorem formulierten Zusammenhang zwischen
den Betaparameterschitzerkomponenten und den gruppenspezifischen Stichprobenmitteln
anhand des Beispieldatensatzes mithilfe folgenden R Codes.

1 # Datenreformatierung

2 fname = file.path("./_data/411-Zweifaktorielle-Varianzanalyse.csv")

3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE) # Datensatz

4 A1B1 = D$dBDI[D$Setting == "F2F" & D$Variant == "MND" ]# Face-to-face, mindfulness
5 A1B2 = D$dBDI[D$Setting == "F2F" & D$Variant == "EXC" ]# Face-to-face, exercise

6 A2B1 = D$dBDI[D$Setting == "ONL" & D$Variant == "MND" J# Online , mindfulness
7 A2B2 = D$dBDI[D$Setting == "ONL" & D$Variant == "EXC" ]# Online , exercise

8

9 # Datenmatrix fiir Gruppenmittelwerte

10 n_ij = length(A1B1) # Anzahl Datenpunkte pro Gruppe
11 Y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n_ij) # Datenmatrix

12 bar_y = colMeans(Y) # Zellenmittelwerte

13

14 # Modellschitzung
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15 I =2 # Anzahl Level Faktor A (Therapiesetting)
16 J =2 # Anzahl Level Faktor B (Therapievariante)
17
18 # Datenmatrix fiir Gruppenmittelwerte
19 n_ij = length(A1B1) # Anzahl Datenpunkte pro Gruppe
20 Y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n_ij) # Datenmatrix
21 bar_y = colMeans(Y) # Zellenmittelwerte
22
23 # Modellschitzung
24 I =2 # Anzahl Level Faktor A (Therapie)
25 J =2 # Anzahl Level Faktor B (Alter)
26 n = I*J#n_ij # Anzahl Datenpunkte
27 P =1+ (I-1+J-1)+(I*J-3) # Anzahl Parameter
28 D = matrix(c(1,0,0,0, # Prototypische Designmatrix fiir balancierte Designs
29 1,0,1,0,
30 1,1,0,0,
31 1,1,1,1), nrow = p, byrow = TRUE)
32 C = matrix(rep(1,n_ij),nrow = n_ij) # Prototypischer Zellenvektor fiir balancierte Designs
33 X = kronecker(D,C) # Kroneckerprodukt Designmatrix
34 y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n) # Datenvektor
35 beta_hat = solve(t(X) %*% X) %*% t(X) %xl y # Betaparameterschétzer
36 eps_hat =y - X %/ beta_hat # Residuenvektor
37 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %/ eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschitzer
38 cat("hat{betal} e , beta_hat, # Ausgabe
39 "\nhat{sigsqr} : ", sigsqr_hat,
40 "\ny_11,y_12,y_21,y_22 : ", bar_y,
41 "\ny_11 : ", bar_yl[1],
42 "\ny_21 - y_11 : ", bar_y[3]-bar_y[1],
43 "\ny_12 - y_11 : ", bar_y[2]-bar_y[1],
44 "\ny_11 + y_22 - y_12 + y_21 : " , bar_y[1]+bar_y[4]-bar_y[3]-bar_y[2])
hat{beta} : 10.5 -0.4166667 3.333333 1.416667
hat{sigsqr} : 5.9375
y_i1,y_12,y_21,y_22 : 10.5 13.83333 10.08333 14.83333
y_11 . 10.5
y_21 - y_11 : -0.4166667
y_12 - y_11 : 3.333333

y_11 +y_ 22 - y 12 + y 21 : 1.416667

11.4 Modellevaluation

Die inferenzstatistische Evaluation von Haupteffekt- und Interaktionsparametern in ZVA
Modellen in allgemeiner Form kann aus mindestens drei Blickwinkeln betrachtet werden.
Analog zur EVA kénnnen auch fiir die ZVA Quadratsummenzerlegungen entwickelt werden
und zur Definition entsprechender F-Statistiken eingesetzt werden. Wir folgen hier dem al-
ternativen Ansatz, F-Statistiken flir Haupteffekte und Interaktionen vor dem Hintergrund
von Modellvergleichen in den entsprechenden ZVA Modellen zu formulieren. Einen inte-
grativen Blick auf beide Ansétze bietet die Theorie der Allgemeinen Linearen Hypothese,
auf deren Diskussion wir hier aber verzichten. Dementsprechend beschranken wir uns hier
auf (1) die Evaluation der Haupteffekte im additiven Modell der 2 x 2 ZVA mit Referenz-
gruppe und (2) die Evaluation der Interaktion im Modell der 2 x 2 ZVA mit Interaktion
und Referenzgruppe. Fiir beide Evaluationen formulieren wir (1) die zugrundeliegenden
Modelle und Teststatistiken, (2) die Testhypothesen und Tests und (3) die Prozeduren zur
Testumfangkontrolle und Auswertung des p-Wertes.

11.4.1 Evaluation von Haupteffekten im additiven Modell der 2 x 2 ZVA

Theorem 11.3 (Teststatistiken fiir Haupteffekte).

Es sei
v=XB+e mite ~N(0,,0°1I,) (11.40)

die Designmatrizform des additiven Modells der 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe, wobei die
n x 1 Spalten von X bezeichnet seien durch

X:=(X, X, Xg)ecRvS3 (11.41)
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Dann gelten

(A) Eine F-Teststatistik fiir den Haupteffekt von Faktor A ist die F-Statistik des ALMs
mit

Ho
Xy= (Xuo Xg, Xa2> € RSP, By = (ﬁ2) € R und py :=2,p; :=1. (11.42)

25}

(B) Eine F-Teststatistik fir den Haupteffekt von Faktor B ist die F-Statistik des ALMs
mit

Ho
Xp=(X,, X Xp,) RV Bp:= (22) € R? und py :=2,p; :=1. (11.43)
2

Definition 11.5 (Testhypothesen und Tests fiir Haupteffekte).

Gegeben sei das Modell der additiven 2 x 2 ZVA und die F-Teststatistiken fiir die Haupt-
effekte von Faktor A und B seien mit 'y und F'z bezeichnet und wie oben definiert. Dann
gelten folgende Definitionen:

(A) Der kritische Wert-basierte Test
¢ 4(v) = 1yp,>xy mit Nullhypothese H :a,=0 (11.44)
definiert den F-Test des Haupteffekts von Faktor A im Modell mit X 4, 4.
(B) Der kritische Wert-basierte Test
¢p(v) = 1{p, >k mit Nullhypothese HP:B,=0 (11.45)

definiert den F-Test des Haupteffekts von Faktor B im Modell mit X g, 55.

Theorem 11.4 (Testumfangkontrolle und p-Werte fiir Haupteffekte).
Mit obigen Definitionen und der KVF ¢ der f-Verteilung gelten:

(A) ¢4 ist ein Level-ay-Test mit Testumfang o, wenn der kritische Wert definiert ist
durch
kS =@ (1 —ag;1,n—3). (11.46)

Der zu einem beobachteten Wert f, von F, assoziierte p- Wert ist gegeben durch
py-Wert:=1—p(fq:1,n—3). (11.47)
(B) ¢p ist ein Level-ay-Test mit Testumfang o, wenn der kritische Wert definiert ist

durch
kS =o' (1—ag;1,n—3). (11.48)

Der zu einem beobachteten Wert f von Fy assoziierte p- Wert ist gegeben durch

pg-Wert:=1—¢(fg:1,n—3). (11.49)
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Anwendungsbeispiel

Die Anwendung des oben formulierten Evaluationsverfahrens fiir die Haupteffekte im Mo-
dell der additiven 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe anhand des Beispieldatensatzes demons-
triert folgender R Code. Fiir den Haupteffekt des Faktors Settings ergibt sich dabei ein
Wert der F-Statistik von F'y = 0.17 bei einem kritischen Wert von k, o5 = 4.05. Die Nullhy-
pothese eines wahren, aber unbekannten, Effektparameterwertes von Null fiir den Faktor
Setting wiirde im Lichte der in Abbildung 11.3 visualisierten Daten also nicht verworfen
werden .Fiir den Haupteffekt des Faktors Variant dagegen ergibt ein Wert der F-Statistik
von Fz = 33.0 bei dem gleichen kritischen Wert von £ 5 = 4.05. Die Nullhypothese eines
wahren, aber unbekannten, Effektparameterwertes von Null fiir den Faktor Variant wiir-
de im Lichte der in Abbildung 11.3 visualisierten Daten mit einem Signifikanzlevel von
o = 0.05 also verworfen werden.

1 # Modellevaluation
2 I =2 # Anzahl Level Faktor A (Therapie)
3 J =2 # Anzahl Level Faktor B (Alter)
4 n_ij = length(A1B1) # balanciertes ANOVA Design
5 n = I*J*n_ij # Anzahl Datenpunkte
6 P =3 # Anzahl Parameter vollstédndiges Modell
7 y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow = n) # Datenvektor
8 D = matrix(c(1,0,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1), # Prototypische Designmatrix
9 nrow = I*J,byrow=TRUE)
10 C = matrix(rep(1,n_ij),nrow = n_ij) # Prototypischer Zellenvektor fiir balancierte Designs
11 = kronecker(D,C) # ZVA Kroneckerprodukt Designmatrix
12 XH = list(X[,c(1,3,2)], X) # Modellvarianten
13 alpha_O = 0.05 # Signifikanzlevel
14 Eff = rep(NaN,2) # F-Teststatistik Arrayinitialisierung
15 k_alpha 0 = rep(NaN,2) # Kritischer Wert Arrayinitialisierung
16 phi = rep(NaN,2) # Testwert Arrayinitialisierung
17 p_vals = rep(NaN,2) # p-Wert Arrayinitialisierung
18 for(i in 1:2){ # Iteration iiber Modellvarianten
19 X = XH[[i]] # Designmatrix vollsténdiges Modell
20 X_0 = X[,-3] # Designmatrix reduziertes Modell
21 P = ncol(X) # Anzahl Parameter vollsténdiges Modell
22 p_0 = ncol(X_0) # Anzahl Parameter reduziertes Modell
23 p_1 = - p_0 # Anzahl zusédtzlicher Parameter im vollst. Modell
24 beta_hat_0 = solve(t(X_0)%*%X_0)%*%t (X_0)%*ly # Betaparameterschitzer reduziertes Modell
25 beta_hat = solve(t(X) /X )/*Ut (X) %xly # Betaparameterschitzer vollsténdiges Modell
26 eps_hat_0 = y-X_0%*%beta_hat_0 # Residuenvektor reduziertes Modell
27 eps_hat =y - X/*/beta_hat # Residuenvektor vollsténdiges Modell
28 eh0_eh0 = t(eps_hat_0) %*J eps_hat_0 # RQS reduziertes Modell
29 eh_eh = t(eps_hat) %*% eps_hat # RQS vollsténdiges Modell
30 sigsqr_hat = eh_eh/(n-p) # Varianzparameterschitzer vollst. Modell
31 Eff[i] = ((ehO_ehO-eh_eh)/p_1)/sigsqr_hat # F-Statistik
32 k_alpha_0[i] = gqf(1-alpha_0, p_1, n-p) # kritischer Wert
33 if (Eff[i] >= k_alpha_O[i]){ phil[i]l = 1 } # H_O Ablehnen
34 else { phili]l = 0 } # H_A Annehmen
35 p_vals[i] =1 - pf(Eff[i], p_1,n-p) # p-Wert
36 ¥

37 data.frame("f"= Eff,"k" = k_alpha_0,"phi"= phi, "p-Wert" = p_vals, row.names = c("Setting", "Variant"))

f k phi p.Wert
Setting 0.1718762 4.056612 0 6.804195e-01
Variant 33.0037415 4.056612 1 7.456844e-07

Folgender R Code demonstriert die gleiche Analyse mithilfe der R Funktion aov().

1 # Dateneinlesen
2 fname = file.path("./_data/411-Zweifaktorielle-Varianzanalyse.csv")
3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)
4
5 # R's aov Funktion
6 res.aov = aov(dBDI ~ Setting + Variant, data = D) # Modellformulierung und Modellschdtzung
7 summary (res.aov) # Modellevaluation
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Setting 1 1.02 1.02 0.172 0.68
Variant 1 196.02 196.02 33.004 7.46e-07 ***

Residuals 45 267.27 5.94

Signif. codes: O 'x¥*' 0.001 'sx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Folgender R Code schliefllich demonstriert die gleiche Analyse mithilfe der R Funktionen
1m() und anova().
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# Dateneinlesen

1

2 fname = file.path("./_data/411-Zweifaktorielle-Varianzanalyse.csv")

3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

4

5 # R's 1m (linear model) und anova() Funktionen

6 glm = 1m(dBDI ~ Setting + Variant, data = D) # Modellformulierung und Modellschitzung
7 anova(glm) # Modellevaluation

Analysis of Variance Table
Response: dBDI

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
Setting 1 1.021 1.021 0.1719 0.6804

Variant 1 196.021 196.021 33.0037 7.457e-07 *x*
Residuals 45 267.271 5.939

Signif. codes: 0 '**x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

11.4.2 Evaluation der Interaktion im Modell der 2 x 2 ZVA mit Interaktion

Theorem 11.5 (Teststatistik fiir die Interaktion). Es sei
v=XB+e mite ~ N(0,,0°1I,) (11.50)

die Designmatrizform des 2 x 2 ZVA Modells mit Interaktion und Referenzgruppe. Dann
ist die F-Statistik mit p, := 3 und p, := 1 eine F-Teststatistik fir die Interaktion von
Faktor A und Faktor B.

Definition 11.6 (Testhypothese und Test fiir die Interaktion). Die F-Teststatistik fiir die
Interaktion von Faktor A und Faktor B sei mit F,, 5 bezeichnet und wie oben definiert.
Dann definiert der kritische Wert-basierte Test

Gaxp(v) =1 -1 mit Nullhypothese Hg P : vy = 0 (11.51)

den F-Test der Interaktion von Faktor A und Faktor B.

Theorem 11.6 (Testumfangkontrolle und p-Wert fiir die Interaktion). Mit obigen Defi-
nition und der KVF ¢ der f-Verteilung gilt, dass ¢ 4, g ein Level-ay-Test mit Testumfang
oy ist, wenn der kritische Wert definiert ist durch

kB = (1—ag; 1,n — 4). (11.52)
Der zu einem beobachteten Wert f,, g von Fy, g assoziierte p- Wert ist gegeben durch

prB_Wert = 1_¢(foB;1un_4)- (1153)

Anwendungsbeispiel

Die Anwendung des oben formulierten Evaluationsverfahrens fiir die Interaktion der Fak-
toren im Modell der 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe anhand des Beispiel-
datensatzes demonstriert folgender R Code. Es ergibt sich dabei eine Wert der F-Statistik
von Fy, g = 1.01 bei einem kritischen Wert von & ;5 = 4.06. Die Nullhypothese eines wah-
ren, aber unbekannten, Effektparameterwertes von Null fiir den Interaktionseffekt wiirde
im Lichte der in Abbildung 11.3 visualisierten Daten also nicht verworfen werden.
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1 # Modellevaluation
2 I =2
3 J =2
4 n_ij = length(A1B1)
5 n = IxJ*n_ij
6 P =4
7y = matrix(c(A1B1,A1B2,A2B1,A2B2), nrow
8 D = matrix(c(1,0,0,0,1,0,1,0, 1,1,0,0,1,
9 nrow = I*J,byrow=TRUE)
10 C = matrix(rep(1,n_ij),nrow = n_ij)
11 X = kronecker(D,C)
12 xH = list(X[,c(1,3,2)], X)
13 alpha_0 = 0.05
14 X = XH[[i]]
15 X_0 = X[,-4]
16 P = ncol(X)
17 p_0 = ncol(X_0)
18 p_1 =p-po0

19  beta_hat_0 = solve(t(X_0)%*%X_0)%x%t (X_0)%
20 beta_hat solve (t(X) %*%X )I*%t(X) %*%y
21 eps_hat_0 = y-X_0%+*Jbeta_hat_0

22 eps_hat =y - Xi*/beta_hat
23 ehO_eh0 = t(eps_hat_0) %*J eps_hat_0
24 eh_eh = t(eps_hat) %*J eps_hat

25 sigsqr_hat = eh_eh/(n-p)

£ = ((ehO_ehO-eh_eh)/p_1)/sigsqr_
27 k_alpha_0 = gf(l-alpha_0, p_1, n-p)
28 if (f >= k_alpha_0){phi = 1} else {phi = 0}
29 p_val =1 - pf(f, p_1,n-p)

[
(=]
I

*hy

hat

1,1

n)

1,

I I T

IR I I I R T I I I O TR T

Anzahl Level Faktor A (Therapie)
Anzahl Level Faktor B (Alter)
balanciertes ANOVA Design

Anzahl Datenpunkte

Anzahl Parameter vollsténdiges Modell
Datenvektor

Prototypische Designmatrix

Prototypischer Zellenvektor fiir balancierte Designs

ZVA Kroneckerprodukt Designmatrix
Modellvarianten

Signifikanzlevel

Designmatrix vollstédndiges Modell
Designmatrix reduziertes Modell

Anzahl Parameter vollsténdiges Modell
Anzahl Parameter reduziertes Modell

Anzahl zusdtzlicher Parameter im vollst. Modell
Betaparameterschidtzer reduziertes Modell
Betaparameterschidtzer vollstédndiges Modell
Residuenvektor reduziertes Modell
Residuenvektor vollsténdiges Modell

RQS reduziertes Modell

RQS vollsténdiges Modell
Varianzparameterschétzer vollst. Modell
F-Statistik

kritischer Wert

Test

p-Wert

30 data.frame("f"= f,"k" = k_alpha_0," phi"= phi, "p-Wert" = p_val, row.names = c("Setting x Variant"))

£ k X.phi
Setting x Variant 1.014035 4.061706

Folgender R Code demonstriert die gleiche Analyse mithilfe der R Funktion aov().

1 # Dateneinlesen

2 fname = file.path("./_data/411-Zweifaktorielle-Varianzanalyse.csv")

3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

4

5 # R's aov Funktion

6 res.aov = aov(dBDI ~ Setting + Variant + Setting:Variant, data = D) # Modellformulierung und Modellschétzung

7 summary (res.aov) # Modellevaluation
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Setting 1 1.02 1.02  0.172 0.680

Variant 1 196.02 196.02 33.014 7.97e-07 ***

Setting:Variant 1  6.02 6.02 1.014 0.319

Residuals 44 261.25 5.94

Signif. codes: O 'xx*' 0.001 's*' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

p.VWert
0 0.319444

Folgender R Code schliefllich demonstriert die gleiche Analyse mithilfe der R Funktionen

1m() und anova().

1 # Dateneinlesen
2 fname = file.path("./_data/411-Zweifaktorielle-Varianzanalyse.csv")
3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)
4
5 # R's 1m (linear model) und anova() Funktionen
6 glm = Im(dBDI ~ Setting + Variant + Setting:Variant, data = D) # Modellformulierung und Modellschédtzung
7 anova (glm) # Modellevaluation
Analysis of Variance Table
Response: dBDI
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Setting 1 1.021 1.021 0.1719 0.6804
Variant 1 196.021 196.021 33.0140 7.967e-07 **x
Setting:Variant 1 6.021 6.021 1.0140 0.3194
Residuals 44 261.250 5.938
Signif. codes: O 'xx*' 0.001 's*x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
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11.5 Literaturhinweise

Die Popularitdt varianzanalytischer Verfahren wird im Allgemeinen auf Fisher (1925b)
und Fisher (1935) zurtickgefiihrt. Everitt und Howell (2005) und Stigler (1986) geben
einen kurzen und einen ausfiihrlichen historischen Uberblick, respektive.

11.6 Selbstkontrollfragen

DN —

o O W

10.
11.

12.

13.

14.

15.

Erldutern Sie das Anwendungsszenario der zweifaktoriellen Varianzanalyse.

Aus wie vielen Datenpunkten besteht ein Datensatz eines 3 x 4 ZVA Designs mit 10 Daten-
punkten pro Zelle?

Erldutern Sie die intuitive Bedeutung eines Haupteffektes in einem ZVA Design.

Erldutern Sie die intuitive Bedeutung einer Interaktion ein einem ZVA Design.

Geben Sie die Definition des additiven Modells der ZVA mit Referenzgruppe wieder.
Erldutern Sie die Bedeutung der Parameter p, a, und f, im additiven Modell der ZVA mit
Referenzgruppe.

Bestimmen Sie p;; fir py := 2,0y, = —1 und S, := 3 im additiven Modell der ZVA mit
Referenzgruppe.

Geben Sie die Designmatrixform des Modells einer additiven 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe
fur n;; :=1 an.

Geben Sie die Designmatrixform des Modells einer additiven 2 x 2 ZVA mit Referenzgruppe
fir n;; := 3 an.

Geben Sie die Definition des Modells der ZVA mit Interaktion und Referenzgruppe wieder.
Erldutern Sie die Bedeutung der Parameter p,as, 5 und 745, im Modell der ZVA mit
Interaktion und Referenzgruppe.

Geben Sie die Designmatrixform des Modells einer 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenz-
gruppe fiir n;; :=1 an.

Geben Sie die Designmatrixform des Modells einer 2 x 2 ZVA mit Interaktion und Referenz-
gruppe fiir n;; :== 3 an.

Geben Sie das Theorem zur Betaparameterschétzung im additiven 2 x 2 ZVA Modell mit
Referenzgruppe wieder.

Geben Sie das Theorem zur Betaparameterschatzung im 2 x 2 ZVA Modell mit Interaktion
und Referenzgruppe wieder.
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12 Partielle Korrelation

12.1 Motivation

Zur Motivation des Begriffs der partiellen Korrelation betrachten wir zunédchst den in
Abbildung 12.1 visualisierten Beispieldatensatz zum Zusammenhang von Eiskonsum und
Sonnenbrandinzidenz. Wir stellen uns vor, dass jeder der in Abbildung 12.1 abgebildeten
Datenpunkte ein Wertepaar aus einem durchschnittlichen und normalisierten Eiskonsum
und einer durchschnittlichen und normalisierten Sonnenbrandinzidenz eines Landes tiber
einen gewissen KErhebungszeitraum ist. Visuell betrachtet sieht man eine Tendenz dafiir,
dass hohe Werte des Eiskonsums mit eher hohen Werten der Sonnenbrandinzidenz auftre-
ten, wiahrend niedrige Werte des Eiskonsums mit eher niedrigen Werten der Sonnenbran-
dinziden zusammen auftreten. Die Bestimmung des Stichprobenkorrelationskoeffizienten
zu diesem Datensatz ergibt mit r = 0.46 eine mittelstarke positive Korrelation.

r=0.46

Sonnenbrandinzidenz
o
|

Eiskonsum

Abbildung 12.1 Beispielszenario zur Evaluation bedingter und partieller Korrelationen.

Intuitiv ist es jedoch eher unplausibel, dass Eiskonsum ursidchlich Sonnenbrand hervor-
ruft bzw. das Sonnenbrand den Eiskonsum erhoht (allerdings sind diese Szenarien auch
nicht génzlich auszuschlielen: ein bestimmter Eiskonsum konnte eine allergische Reaktion
hervorrufen mit Symptomen, die dem Sonnenbrand sehr &dhnlich sind, andersherum wére
es denkbar, dass bei Sonnenbrand zur Abkiihlung gerne Eis konsumiert wird. Wir wollen
diese eher unplausiblen Erklarungsanséitze hier jedoch nicht weiter verfolgen). Der in Ab-
bildung 12.1 dargestellte Datensatz ist also ein Beispiel dafiir, dass Korrelation als Maf fiir
den linearen Zusammenhang zweier Zufallsvariablen lediglich ein Maf fiir die Koinzidenz
bestimmter Datenwerte ist, jedoch keine Kausalerklarung der Werte einer abhéngigen Va-
riable aus den Werten einer unabhéngigen Variable impliziert. In Kurzform hat sich zur
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Beschreibung dieser Tatsache seit Beginn der modernen Inferenzstatistik am Anfang des
20. Jahrhunderts der Leitsatz “Correlation is not causation” eingebiirgert.

Basierend auf dem negativen Ergebnis, dass eine mittelstarke Korrelation wie im Beispiel
von Eiskonsum und Sonnenbrandinzidenz nur sehr unplausibel durch eine direkte kausale
Beziehung der beiden Variablen zu erkléren ist, stellt sich die Frage, inwieweit andere da-
tenanalytische Verfahren hier Abhilfe schaffen kénnen. Dabei stellt sich natiirlich zunéchst
das philosophische Problem, was Kausalitdt eigentlich bedeuten soll und als néchstes die
Frage, wie ein solcher Begriff mit den Mitteln der Wahrscheinlichkeitstheorie und Inferenz-
statistik evaluiert werden kénnte. Diesen Ansatz verfolgt das Gebiet der Kausalen Inferenz,
wie zum Beispiel durch die Arbeiten von Pearl (2000) und Imbens und Rubin (2015) re-
prasentiert. Wir wollen an dieser Stelle diesen Ansatz nicht vertiefen, sondern stattdessen
fragen, wie im obigen Beispiel anhand weiterer Daten die beobachtete Korrelation von
Eiskonsum und Sonnenbrandinzidenz so aufgeklart werden kann, dass die statistische Be-
schreibung des in Abbildung 12.1 dargestellten Datensatzes plausibler erscheint. Dies ist
das zentrale Thema der partiellen Korrelation.

Dazu nehmen wir an, dass der Zusammenhang von Eiskonsum und Sonnenbrandinzidenz
(Abbildung 12.2 A) plausibel durch die Kovariation beider Variablen mit einer dritten
Variable, ndmlich der Anzahl der im Erhebungszeitraum und Land auftretenden Anzahl
an Sommertagen, d.h. Tagen mit einer maximalen Temperatur von iiber 25° Celsius, erklért
werden kann (Abbildung 12.2 B).

A B Sommertage
Eiskonsum Sonnenbrandinzidenz Eiskonsum Sonnenbrandinzidenz

Abbildung 12.2 Zufallsvariablen im Beispielszenario

Intuitiv erklart sich die positive Korrelation von Eiskonsum und Sonnenbrandinziden dann
wie folgt. Treten im Erhebungszeitraum in einem Land mehr Sommertage auf, so steigt
in diesem Land sowohl der Eiskonsum als auch die Sonnenbrandinzidenz, treten dagegen
weniger Sommertage auf, so fallen in diesem Land sowohl der Eiskonsum als auch die Son-
nenbrandinzidenz. Lasst man die Anzahl der Sommertage aufler Acht, so treten also hohe
Werte von Eiskonsum und Sonnenbrandinzidenz als auch niedrige Werte von Eiskonsum
und Sonnenbrandinzidenz héufig zusammen auf und es ergibt sich die in Abbildung 12.1
implizierte positive Korrelation.

Die entscheidende Frage in diesem Kontext ist also, ob bei gleicher Anzahl von Sommer-
tagen Evidenz fiir eine Korrelation von Eiskonsum und Sonnenbrandinzidenz besteht oder
nicht. In diesem Fall wiirde die Kovarianz von Eiskonsum und Sonnenbrandinzidenz also
bedingt auf einer konstanten Anzahl von Sommertagen betrachtet werden. Die datenana-
lytischen Werkzeuge, bei Vorliegen von Realisationen von drei Zufallsvariablen eben diese
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Form einer bedingten Korrelation zu evaluieren, stellen der Begriff der bedingten Korrelati-
on und der eng verwandte Begriff der partiellen Korrelation bereit. Intuitiv handelt es sich
dabei um die Korrelation zweier Zufallsvariablen (z.B. Eiskonsum und Sonnenbrandinzi-
denz) nachdem aus beiden Zufallsvariablen der Einfluf} einer dritten Zufallsvariable (z.B.
Anzahl an Sommertagen) “herausgerechnet” wurde. Die Begriffe der bedingten und parti-
ellen Korrelation sind dabei nicht auf das Szenario von drei Zufallsvariablen beschrinkt,
sondern konnen fiir beliebig viele Zufallsvariablen generalisiert werden. Wir beschrénken
uns in diesem Abschnitt allerdings auf das Szenario dreier Zufallsvariablen um die Grund-
lagen der Theorie zu verdeutlichen.

Wir gehen dabei wie folgt vor. In Kapitel 12.2 fithren wir mit der bedingten Kovarianz
und der bedingten Korrelation zunéchst allgemeine Mafle fiir den auf den Werten einer
dritten Zufallsvariable bedingten linear-affinen Zusammenhang zweier Zufallsvariablen ein,
verdeutlichen dann die Begriffe anhand des Szenarios dreier gemeinsam multivariat nor-
malverteilter Zufallsvariablen und diskutieren schliellich den Zusammenhang zwischen
bedingter Korrelation und paarweisen (unbedingten) Korrelation. In Kapitel 12.3 fithren
wir mit der partiellen Korrelation dann ein regressionsbasiertes Mafl fiir den bedingten
Zusammenhang zweier Zufallsvariablen ein. Dabei ergibt sich insbesondere, dass im Falle
von gemeinsam multivariat normalverteilten Zufallsvariablen bedingte und partielle Kor-
relation identisch sind. Wir schlieffen diesen Abschnitt mit der Evaluation der partiellen
Korrelation von Eiskonsum und Sonnenbrandinzidenz im Lichte des Wissens um die An-
zahl an Sommertagen fiir den in Abbildung 12.1 visualisierten Beispieldatensatz. Aus
Griinden der notationellen Einfachheit bezeichnen wir die in diesem Abschnitt betrachte-
ten Zufallsvariablen mit =,y und z, nutzen im Gegensatz zur iiblichen Gewohnheit fiir sie
also lateinische, nicht griechische Buchstaben.

12.2 Bedingte Korelation

Wir definieren zunéchst die bedingte Kovarianz und die bedingte Korrelation zweier Zu-
fallsvariablen gegeben eine dritte Zufallsvariable.

Definition 12.1 (Bedingte Kovarianz und bedingte Korrelation). Gegeben seien drei Zu-
fallsvariablen z,y, z einer gemeinsamen Verteilung P, , .(,y,z). Weiterhin sei P, . (z,y)
die bedingte Verteilung von z und y gegeben z. Dann heifit die Kovarianz von z und y
in der Verteilung [Pm’y|2<$, y) die bedingte Kovarianz von x und y gegeben z und wird mit
C(z,y|z) bezeichnet. Weiterhin seien P, ,.(z) und P, ,.(y) die marginalen Verteilungen
von x und y gegeben z, respektive, und S(z|z), S(y|z) die Standardabweichungen von x
und y hinsichtlich P, ,.(y) und P, ,.(z), respektive. Dann heifit die Korrelation von x
und y in der Verteilung P, . (z,y),

C(z,yl2)

p(x,ylz) = S2)5(10) (12.1)

die bedingte Korrelation von x und y gegeben z

Die bedingte Kovarianz zweier Zufallsvariablen ist also definiert als die Kovarianz zweier
Zufallsvariablen in einer auf einer dritten Zufallsvariable bedingten Verteilung. Gleiches
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gilt fiir die bedingte Korrelation zweier Zufallsvariablen. Durch Vertauschen in obiger Defi-
nition kann man analog p(y, z|x) und p(z, z|y) definieren. Wir verdeutlichen Definition 12.1
als nichstes an einem Beispiel.

Beispiel

Die Zufallsvariablen z,y, z seien multivariat normalverteilt, d.h. fiir v := (z,7,2)7 gelte,
dass

v~ N(p,2) (12.2)
mit
iy 0L Ohy Ors
pi=|p, | wmdX:= |02, 0. o5, (12.3)
e 0l 0%y O

Wir nehmen an, dass wir die bedingte Korrelation von x und y gegeben z bestimmen
wollen und wenden uns entprechend der bedingten Verteilung von x und y gegeben z zu.
Nach Theorem 4.8 wissen wir, dass diese bedingte Verteilung ebenfalls eine Normalver-
teilung ist, deren Kovarianzmatrixparameter wir aus dem Kovarianzmatrixparameter der
gemeinsamen Verteilung von x,y, z bestimmen kénnen. Wir definieren zu diesem Zweck
zunéchst

O'g U:2v y 2 T 032c z

Eaﬁ,y = 5 02’ ,Ez = (UZ) und E<m7y)72 = 227(w,y) = 0_27 , (12_4)
Y,z Yy Y,z

so dass fiir den Kovarianzmatrixparameter der gemeinsamen Verteilung von x,y, z gilt,

dass
by by
E — z,Y <I7y)7z 12'
(Zz7(z,y) EZ ) ( 5)

Mit Theorem 4.8 ergibt sich der Kovarianzmatrixparameter des Zufallsvektors (z,y)? dann

zu
— -1

Mit den Eigenschaften von multivariaten Normalverteilungen gilt dann, dass die die Dia-
gonaleintrige von X, . den bedingten Varianzen von z und y gegeben z entsprechen und
dass der Nichtdiagonaleintrag von X die bedingte Kovarianz von z und y gegeben z
ist. In anderen Worten gilt

I7/ylz I7y -

x,ylz

 (C(x2l7) T yl2)
Emvyz‘<@<y,x|z> «:<y,y|z>>' (12.7)

Die bedingte Korrelation p(x,y|z) von x und y gegeben z ergibt sich dann aus den Eintréa-

gen von X, . geméaf

o Gl |
P = el o) .

Sei konkret etwa der Kovarianzmatrixparameter von (x,%, 2)7 gegeben als

1.0 0.5 09
Si=]05 1.0 05]. (12.9)
09 05 1.0
Dann ergibt sich
p(x,y) = 0.50 und p(z,y|z) ~ 0.13. (12.10)

Folgender R Code demonstriert die Auswertung dieser bedingten Korrelation.
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1 # Bedingte Korrelation bei Normalverteilung

2 S = matrix(c( 1,.5,.9, # \Sigma

3 .5, 1,.5,

4 .9,.5, 1), nrow = 3, byrow = TRUE)

5 rho_xy = S[1,2]1/(sqrt(s[1,11) *sqrt(s[2,21)) # \rho(x,y)
6 S_xy_z = 8[1:2,1:2] - S[1:2,3] %*% solve(S[2,2]) %*%S[3,1:2] # \Sigma_{x,ylz}
7 rho_xy_z = S_xy_zl[1,2]/(sqrt(S_xy_z[1,1])*sqrt(S_xy_z[2,2])) # \rho(x,ylz)
8

9 # Ausgabe

0 cat("rho(x,y) :" , rho_xy,

1 "\nrho(x,ylz) :", rho_xy_z)

rho(x,y) : 0.5

rho(x,ylz) : 0.1324532

Bedingte Korrelation und Korrelationen bei Normalverteilung

Fiir den Fall dreier gemeinsam normalverteilter Zufallsvariablen ertffnet folgendes Theo-
rem eine Moglichkeit, die bedingte Korrelation zweier dieser Zufallsvariablen gegeben die
dritte auf Grundlage der (unbedingten) paarweisen Korrelationen der Zufallsvariablen zu
bestimmen. So kann bei gemeinsamer Normalverteilung von z,y, z zum Beispiel p(z,y|2)
aus den Korrelationen p(z,y), p(z, z), und p(y, z) bestimmt werden. Speziell gilt folgendes
Theorem.

Theorem 12.1 (Bedingte Korrelation und Korrelationen bei Normalverteilung). z,y, z
seien drei gemeinsam multivariat normalverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt

p(x,y) — p(x, 2)p(y, 2)
(1—p(x,2)2)/(1 - ply, 2)?)

px,ylz) = 7 (12.11)

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir den Fall eines standardisierten multivariate
normalverteilten Zufallsvektors v := (z, y, 2)T mit Kovarianzmatrixparameter

1 p(z,y) p(z,2)
= (p(y, x) 1 p(y, 2)> . (12.12)
p(z,z) p(z,9) 1

Wir definieren nun zunéchst

L plz, y)) T (p(w, 2)>
Y, = 2, =1) und X, =381, = , 12.13
z,y (p(y,:v) 1 ( ) (=), (@, y) p(y, 2) ( )
so dass
b b
T = ( =Y <W>’Z) . (12.14)
X @,y P

Mit dem Theorem zu bedingten Normalverteilungen (vgl. (4) Normalverteilungen) ist dann die Kovarianz-
matrix des Zufallsvektors (z,y) gegeben durch

Zﬂ%y\z = Zac,y - E(ﬂc,y),zzglzz,(m,y)- (12.15)
Es ergibt sich also
(57 ) = (e “57) - (0 2) 0 09 o)
_ 1 p(z,y)\ _ (plz,2)p(z,2) p(x,2)p(y, 2)
*(P@,x) 1 ) (p(y,zm@c,z) p(y,z>p<y,z>) (12.16)

_ ( p(z,y) — p(x, 2)p(y, Z)>
ply, ) — ply, 2)p(z, 2) 1—p(y,2)? '
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Es ergibt sich also

i,y\z p(m,y)fp(m,z)p(y,z)

plez) = VPP VI P P ol 2P (1217

O

Im Falle des Vorliegens von Realisierungen von x, y, z ergibt sich ein entsprechender Schét-

zer fiir p(7,y|z) mit den Stichprobenkorrelationen r, 7, .,7, . dann zu

T — Ty T
Y TE Y2 (12.18)

e Jameo Ja—n.)

12.3 Partielle Korrelation

Wir defininieren als néchstes die partielle Korrelation zweier Zufallsvariablen gegeben eine
dritte Zufallsvariable.

Definition 12.2 (Partielle Korrelation). z,y, z seien Zufallsvariablen mit linear-affinen
Abhéngigkeiten zwischen x und z sowie zwischen y und z,

x =Py + 0772
e . (12.19)
Y= /Bo + /81 z
mit Residualvariablen
e = o — 3 — BT (12.20)

ey,z = y _ BO,Z _ BZIJ,ZZ

Dann ist die partielle Korrelation von x und y mit auspartialisiertem z definiert als

pla.y\2) = plen, ev). (12.21)

Intuitiv entsprechen in obiger Definition die Zufallsvariable e®* der Zufallsvariable x, aus
der der Einfluss von z “herausgerechnet” wurde, und die Zufallsvariable e¥* der Zufallsva-
riable y, aus der der Einfluss von z “herausgerechnet” wurde. Damit entspricht p(x,y\z)
dann intuitiv der Korrelation von z und y, aus denen jeweils der Einfluss von z “herausge-
rechnet” wurde. Wir geben als néchstes einen Schétzer fiir die partielle Korrelation zweier
Zufallsvariablen gegeben eine dritte Zufallsvariable an.

Definition 12.3 (Partielle Stichprobenkorrelation).

x,y, 2z seien Zufallsvariablen mit linear-affinen Abhéngigkeiten zwischen y und z sowie

zwischen x und z wie in der Definition der partiellen Korrelation. Weiterhin seien
« {(#;,9;,2) }iz1....n eine Menge von Realisierungen des Zufallsvektors (z,y, 2)7,

. Bg’z,ﬁf’z die Ausgleichsgeradenparameter fiir {(z;,2;)};—1, n»
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. BO’Z,Bl’Z die Ausgleichsgeradenparameter fiir {(y;,2;)}i—1 -

Schliefllich seien fiir i = 1,...,n

T,z AT,z AT,z
e i=x =By + B

Yz, _ AYsZ | AYsE
o€ =y — By + B %

die Residualwerte der jeweiligen Ausgleichsgeraden. Dann heifit die Stichprobenkorrelation
der Wertemenge {(e!*, e;*)},_; ., partielle Stichprobenkorrelation der x; und y; mit

auspartialisierten z;.

Fir den Fall, dass z,y, z multivariate normalverteilt sind, gibt folgendes Theorem, auf
dessen Beweis wir hier verzichten, den Zusammenhang zwischen bedingter und partieller
Korrelation an.

Theorem 12.2 (Bedingte und Partielle Korrelation bei Normalverteilung). xz,y, z seien
drei gemeinsam multivariat normalverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt

p(z,ylz) = p(z,y\z) (12.22)

Man beachte, dass obiges Theorem im Falle dreier multivariat normalverteilter Zufallsva-
riablen gilt. Im Allgemeinen, also fiir beliebige Verteilungen der drei Zufallsvariablen gilt
die Identitdt von bedingter und partieller Korrelationen nicht. Weitere Details in diesem
Zusammenhang diskutieren zum Beispiel Lawrance (1976) und Baba, Shibata, und Sibuya
(2004).

Aus Theorem 12.2 folgt mit Theorem 12.1 dann unmittelbar, dass bei gemeinsamer Nor-
malverteilung von x,y, z die partielle Korrelation p(zx,y|z) ebenso wie die bedinte Korre-
lation p(z,y\z) basierend auf den (unbedingten) Korrelationen p(z,y), p(z, z) und p(y, 2)
bestimmt werden kann, bzw. im Falle der jeweiligen Stichprobendquivalente durch diese
geschatzt werden kann.

Folgender R Code demonstriert die Auswertung der partiellen Stichprobenkorrelation ba-
sierend auf einem simulierten Datensatz dreier multivariat normalverteilter Zufallsvaria-
blen. Dabei bestimmen wir die partielle Korrelation einmal basierend aus den Residual-
stichprobenkorrelation wie in Definition 12.3 und einmal basierend auf den paarweisen
Stichprobenkorrelationen anhand von Theorem 12.1. Schlieflich stellt das R Paket ppcor
mit pcor() eine Funktion zur automatisierten Auswertung partieller Stichprobenkorrela-
tionen bereit, auch ihre Anwendung demonstrieren wir untenstehend. Das Resultat ist
natiirlich in allen drei Féllen identisch.

1 # Modellformulierung und Datenrealisierung

2 library(MASS) # Multivariate Normalverteilung

3 set.seed(1) # reproduzierbare Daten

4 S = matrix(c( 1,.5,.9, # Kovarianzmatrixparameter \Sigma

5 .5, 1,.5,

6 .9,.5, 1) ,nrow=3,byrow=TRUE)

7 n = 1e6 # Anzahl Realisierungen von v := (x,y,z) T
8 xyz = mvrnorm(n,rep(0,3),S) # Realisierungen von v := (x,y,z) T
9

10 # Partielle Stichprobenkorrelation als Residualstichprobenkorrelation

11 bars = apply(xyz, 2, mean) # Stichprobenmittel

12 s = apply(xyz, 2, sd) # Stichprobenstandardabweichungen

13 c = cov(xyz) # Stichprobenkovarianzen

14 b_xzl = c[1,3]/c[3,3] # beta_1 (x,z)

15 b_xz0 = bars[1] - b_xzl*bars[3] # beta_0 (x,z)
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16 b_yzl = c[2,3]/c[3,3] # beta_1 (y,z)
17 b_yz0 = bars[2] - b_yzl*bars[3] # beta_0 (y,z)
18 e_xz = xyzl[,1] - b_xzlxxyz[,3] - b_xz0 # Residualwerte e"{x,z}
19 e_yz = xyzl[,2] - b_yzl*xyz[,3] - b_yz0 # Residualwerte e {y,z}
20 pr_e = cor(e_xz,e_yz) # \rho(x,y\z)
21
22 # Partielle Stichprobenkorrelation aus Stichprobenkorrelationen
23 r = cor(xyz) # Stichprobenkorrelationsmatrix
24 pr_r_n = r[1,2]-r[1,3]*r[2,3] # \rho(x,y\z) Formel Zéhler
25 pr_r_d = sqrt((1-r[1,3]172)*(1-r[2,3]1°2)) # \rho(x,y\z) Formel Nenner
26 pr.r = pr_r_n/pr_r_d # \rho(x,y\z)
27
28 # partielle Stichprobenkorrelation aus Toolbox
29 library(ppcor) # Laden der Toolbox
30 pr_t = pcor(xyz) # \rho(x,y\z),\rho(x,z\y),\rho(y,z\x)
31
32 # Ausgabe
33 cat ("r(x,y) ", rl1,2],
34 "\nr(x,y/z) aus Residuenkorrelation :" , pr_e,
35 "\nr(x,y/z) aus Korrelationen ", pr_r,
36 "\nr(x,y/z) aus ppcor Paket :", pr_t$estimate[1,2])
r(x,y) : 0.5000031
r(x,y/z) aus Residuenkorrelation : 0.1328479
r(x,y/z) aus Korrelationen 1 0.1328479
r(x,y/z) aus ppcor Paket 1 0.1328479

Anwendungsbeispiel

Mithilfe oben eingefiihrten R Codes wenden wir uns nun abschliefend dem eingangs dis-
kutierten Beispiel zum Zusammenhang von Eiskonsum und Sonnenbrandinzidenz zu. Wir
nehmen an, dass zu jedem Wertepaar von Eiskonsum (z;) und Sonnenbrandinzidenz (y;)
der korrespondierende Wert der Anzahl der Sommertage (z;) im betrachteten Erhebungs-
zeitraum und Land verfligbar ist. Dann erdffnet obige Theorie die Méglichkeit, die partielle
Korrelation von Eiskonsum und Sonnenbrandinziden nach Korrektur fiir die Anzahl der

Sommertage zu bestimmen.

r=0.17

Sonnenbrandinzidenz|Sommertage
o
1

-3 T T T T T |
-3 -2 -1 0 1 2 3
Eiskonsum|Sommertage

Abbildung 12.3 Evaluation der partiellen Korrelation im Beispielszenario.

Dazu stellt Abbildung 12.3 mit der Achsenbeschriftung Eiskonsum | Sommertage die Re-
sidualwerte R R
el =, — By 4 517 % (12.23)

(]
und mit der Achsenbeschriftung Sonnenbrandinzidenz | Sommertage die Residualwer-
te ~ ~
el =y, — BT+ 5% (12.24)

1

Das Allgemeine Lineare Modell | © 2023 Dirk Ostwald CC BY 4.0



Literaturhinweise 162

dar. Man erkennt, dass kein systematischer Zusammenhang hoher bzw. niedriger Werte von
Eiskonsum | Sommertage mit hohen bzw. niedrigen Werten von Sonnenbrandinzidenz
| Sommertage besteht. Die Korrelation dieser Residualwerte betrédgt dementsprechend
auch nur r = 0.17 und nicht, wie im Falle der nicht fiir die Kovariation mit der Anzahl
der Sommertage korrigierten Werte von Eiskonsum und Sonnenbrandinzidenz r = 0.46
(vgl. Abbildung 12.1). Der bei der nicht durch die Anzahl der Sommertage informierten
Korrelationsanalyse implizierte Zusammenhang von Eiskonsum und Sonnenbrandinzidenz
lasst sich also durch die Kovariation beider Variablen mit der Drittvariable Sommertage
aufkldren bzw. “wegerkldren”.

12.4 Literaturhinweise

Die Theorie partielle und bedingter Korrelationen findet spatestens seit Beginn der moder-
nen Korrelationsanalyse zu Beginn des 20. Jahrhunderts Beachtung, man vergleich hierzu
zum Beispiel Pearson (1920), Yule (1907), oder Fisher (1924).

12.5 Selbstkontrollfragen

1. Erlédutern Sie die Motivation zur Bestimmung bedingter und partieller Korrelationen.

2. Definieren Sie die Begriffe der bedingten Kovarianz und der bedingten Korrelation.

3. Geben Sie das Theorem zu bedingter Korrelation und Korrelationen bei Normalverteilung
an.

4. Definieren Sie den Begriff der partiellen Korrelation.

5. Definieren Sie den Begriff der partiellen Stichprobenkorrelation.

6. Geben Sie das Theorem zu bedingter und partieller Korrelation bei Normalverteilung an.

7. Erldutern Sie die Auswertung einer partiellen Korrelation anhand eines Anwendungsbei-

spiels.
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13 Multiple Regression

13.1 Anwendungsszenario

Bei der multiplen Regression handelt es sich um die Generalisierung der einfachen linearen Regres-
sion im Kontext von mehr als einer kontinuierlichen unabhéngigen Variable. Wie bei der einfachen
linearen Regression betrachtet man eine univariate abhéngige Variable, deren Werte an randomi-
sierten experimentellen Einheiten bestimmt werden. Die unabhéngigen Variablen werden bei der
multiplen Regression je nach Kontext Regressoren, Prdidiktoren, Kovariaten, Features oder ein-
fach Spalten der Designmatriz genannt. Ahnlich wie bei der einfachen linearen Regression ist das
Ziel einer multiplen Regressionsanalyse, das Erklarungspotential fiir Variationen der abhéngigen
Variablen durch Variation der unabhédngigen Variablen zu quantifizieren. In Erweitertung der ein-
fachen linearen Regression liegt ein Augenmerk dabei insbesondere darauf, den Einfluss einzelner
unabhéngiger Variablen auf die abhéngige Variable im Kontext der Variation anderer unabédngiger
Variablen zu ermitteln. Dariiber hinaus mag ein Ziel auch die Prddiktion der Werte der abhéngigen
Variablen fiir Werte der unabhéingigen Variable nach Schétzung der entsprechenden Wichtungsbe-
taparameter anhand eines “Trainingsdatensatzes” sein.

Anwendungsbeispiel

Um einige Grundprinzipien der multiplen Regressionsanalyse zu verdeutlichen, beschrénken wir uns
in diesem Abschnitt meist auf den Fall zweier kontinuierlicher unabhéngiger Variablen. Als Anwen-
dungsbeispiel betrachten wir dazu den Effekt einer Psychotherapie auf die Depressionssymptomatik
in Abhéngigkeit vom Alter der Patient:innen und der Dauer der Therapie. Tabelle 13.1 zeigt einen
Beispieldatensatz bestehend aus Datenwerten von n = 20 Patient:innen, wobei Alter das Pati-
ent:innenalter, Dauer die Therapiedauer und dBDI die Pre-Post-Interventions-BDI-Differenzwerte
bezeichnen.

Abbildung 13.1 visualisiert den Beispieldatensatz, wobei die dBDI Werte der Hohe geméf im drei-
dimensionalen Raum anhand ihrer Koordinaten in der Alter-Dauer-Ebene abgetragen sind. Die
Visualisierung der multiple Regression, insbesondere fiir mehr als zwei unabhingige Variablen,
stoB3t sehr schnell an ihre Grenzen.

Tabelle 13.1 Pre-Postinterventions-BDI-Differenzwerte bei Patient:innenalter und Therapiedauer.

Alter Dauer dBDI

50 22 22
38 19 23
46 21 18
62 16 7
25 17 22
34 20 24
36 22 32
36 15 20
57 21 18
46 16 8
59 18 11
54 13 4
27 14 17
56 23 21

41 17 17
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Alter Dauer dBDI
46 21 20
23 22 31
36 23 31
44 20 16
70 18 4
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Abbildung 13.1 Visualisierung des Beispieldatensatzes als dreidimensionale Punktwolke

13.2 Modellformulierung

Das Modell der multiplen Regression ist mit der allgemeinen Form des Allgemeinen Linea-
ren Modells identisch. Der Vollsténdigkeit halber geben wir folgende Definition.

Definition 13.1 (Modell der multiplen Regression). v, mit i = 1,...,n sei die Zufallsva-
riable, die den iten Wert einer abhéngigen Variable modelliert. Dann hat das Modell der
multiplen Regression die strukturelle Form

v; = x50+ + 2,0, + & mit ; ~ N(0,0%) wiv. firi=1,...,n und 0® >0, (13.1)

wobei z;; € Rmit 1 < ¢ < nund 1 < j < p den iten Wert der jten unabhédngigen

Variable bezeichnet. Die unabhéngigen Variablen werden auch Regressoren, Prddiktoren,
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Kovariaten oder Features genannt. Mit
':U’i = (l'ila ..-,:L'Z‘p)T S [Rp und ﬁ = (61, ...7ﬂp>T € [Rp (132)
hat das Modell der multiplen Regression die Datenverteilungsform

v; ~ N(p;,02) wv. fiir i = 1,...,n, wobei y, :=x7 3. (13.3)

%

In diesem Zusammenhang wird z; € RP auch als iter Featurevektor bezeichnet. Die
Designmatrixform des Modells der multiplen Regression schliefflich ist gegeben durch

v=XB+¢e mit e ~ N(0,,0°1I,) (13.4)
mit

vi= (v, ...,’Un)T,X = (xij>1§i§n,1§jgp € R™P, B := (py, ...,ﬁp)T € RP und o2 > 0.
(13.5)

Folgender R Code nutzt das Modell der multiplen Regression auf Definition 13.1, um den
in Tabelle 13.1 dargestellten Beispieldatensatz zu erzeugen.

1 # Datensimulation

2 library(MASS) # Multivariate Normalverteilung
3 set.seed(10) # reproduzierbare Daten

4 n =20 # Anzahl Datenpunkte

5 P =3 # Anzahl Parameter

6 x_1 = round(runif(n,20,80)) # Regressorwerte Alter

7 x_2 = round(runif(n,12,24)) # Regressorwerte Therapiedauer
8 X = matrix(c(rep(1,n),x_1,x_2), nrow = n) # Designmatrix

9 In = diag(n) # Identitdtsmatrix

10 beta = matrix(c(5,-.5,2), nrow = p) # Betaparametervektor

11 sigsqr =10 # Varianzparameter

12 y = mvrnorm(1, X %xJ) beta, sigsqr*I_n) # eine Realisierung eines n-dimensionalen ZVs
13 y = round(y) # realistische dBDI Werte

14

15 # Dataframeformatierung

16 D = data.frame( # Dataframe Initialisierung
17 Alter =x_1, # Alter

18 Dauer =x_2, # Therapiedauer

19 dBDI =y # PrePost-BDI Differenzwerte
20
21 # Datenspeicherung
22 fname = file.path(getwd(), "./_data/412-Multiple-Regression_Daten.csv")
23 write.csv(D, file = fname, row.names = FALSE)

13.3 Modellschatzung

Das Modell der multiplen Regression erlaubt eine allgemeine Einsicht in die Bedeutung
des Betaparameterschétzers R
B:=(XTX)"1XTv (13.6)

Insbesondere wird bei der Beschéaftigung mit dem Betaparameterschétzer im Kontext der
multiplen Regression deutlich, dass X7 v die Kovariation der Regressoren mit den Daten
und X7 X die Kovariation der Regressoren untereinander quantifiziert, so dass fiir den
Betaparameterschéitzer eine Intuition als “regressorkovariationsnormalisierte Regressorda-
tenkovariation” ergibt. Wir wollen dies im Folgenden am Beispiel einer multiplen Regres-
sion mit einem Interzeptregressor und zwei Regressoren fiir zwei unabhéngige Variablen
vertiefen. Dabei zeigen wir einmal die Form des Betaparameterschitzers in Form von
Stichprobenkorrelationen (Theorem 13.1) und einmal in Form von partiellen Stichproben-
korrelationen (Theorem 13.2).
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Theorem 13.1 (Betaparameterschétzer und Korrelationen). Gegeben sei ein multiples
Regressionsmodel der Form

I 2y @y Bo
v=XB+e,e~N(0,,0cI,) mit X:=|: : und B:=| By |- (13.7)
I @, @9 By

Dann gilt
U — 1% — Paky

B = T“«ﬁ*rigmzrml«w Sy , (138)
1=r%) eg Szq

T T

v,z 1;,m1rm1,m2 Sy

12 og Sag
wobei fir die v;,x;; und ;o mit1=1,...,n, -, s. und r. . die entsprechenden Stichproben-

mittel, Stichprobenstandardabweichungen, und Stichprobenkorrelationen bezeichnen.

Beweis. Wir erinnern zunéchst daran, dass die Form des Betaparameterschitzers bekanntlich zum System
der Normalengleichungen dquivalent ist (vgl. Kapitel 6)

B=(XTX) 1 XTv e XTXB=X"Tv. (13.9)

Ausschreiben des Normalengleichungssystems fiir den hier betrachteten ALM Spezialfall ergibt dann zu-
néchst

XTxB=XTv

1 1 1 @y x5\ (Bo 1 - 1 v,
ST Ty : : : Br|= |21 = T
Lig = Tpa 1z, z, B2 L1z 0 Tp2 Up,
n n A n
n Zizl Li1 Zizl T2 Bo Zizl v;
n n 2 n ~ _ n
A Zizl L1 Zi:]_ Ti1 Zi:]_ Ti1Ti2 ﬁl - Zizl VT
n n n pay n
Zizl T2 Zizl Ti2T;1 Zizl xzz2 Ba Zifl VT2
n n A n
n Zizl Li1 Zizl T2 Bo Zizl v;
n n 2 n A _ n
A Eizl L1 Zizl Ti1 Zizl Ti1T;2 By | = Eizl VT
n n n A n
Zizl T2 Zizl Tio2T ;1 Zizl x?z Ba Zizl VT2
und damit
XTXB=XTy
Py Py n oy n n
nBo+ B Tin +Bad . Tyn D i1 Vi
A n A n A n _ n
< | Bo Zizl x; + By Zizl 17121 + By Zizl Li1Tio | — Zizl V;Ti1
p n > n oy n 2 n
Bodoy 1 Tia+ B2, 1 TuTio+ B2, | Tia D i ViTyn

Aus der Gleichung der ersten Vektorkomponenten folgt dann direkt die Form von Bo mit

Zvi: 3 +B1Z$i1+ézzmi2
=t i=1 i=1
1 > ~ ~ 1 n 1 n ‘
@5Zvi:ﬁo+51;;x“+g%;% (13.10)

-
Il
—

K2

< B =0—B1%; — BaTy
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Einsetzen dieser Form von ,éo in die Gleichung der zweiten Vektorkomponenten ergibt dann
. n . n ~ n n
Bo Z z;1 + By Z x3 + By inlxm = Z VT4
i=1 i=1 i=1 i=1

N n . n n
2 _
ﬁ 1+ Ba E Ti1Ti2 = E V;Zi1
i=1 i=1

(v— [§1531 /325132)

3 HM:
=

n . n n n
UE T — BT E i1 52372 E T +51 E x?, +52 E Ti1% ;0 E V; T 41
i=1 i=1 i=1
- n . ~ . n n
5 _ _ _ _
B4 E zi — 8174 E T+ B2 E T;1% 40 — Bals E Li1 = E V;Tjp — U E Li1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
R n n R n n n n
5 _ _ _ _
1 E Ti1 — Ty E Ty | + B2 E Li1Ti0 — Lo E Ti1 | = E V;Tjp —V E L1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Im Beweis des Theorems zur Ausgleichsgerade (vgl. (1) Regression) haben wir gesehen, dass

E T;1T;1

Es ergibt sich also, dass

31 Z(xu — &) (@ — 1) + 32 Z(ale —Zy) (@0 — Ty) = Z(Uz —0)(;y — Ty)

=1 i=1

B1 Z?:l(xil —zy) (T4 —Ty) I Bz z:;l(xil ;fli(mzz —Ty) _ Zle(vi ;i)imzl — ;)

Mit den Definitionen von Stichprobenstandardabweichung und -korrelation folgt dann weiter

3
3

n—1

/Blszlszl + 32011,12 = Cv,ml

5 Say 5z, 5 Cayzy _ Cuyzy
B, + B, =
svszl Svs:cl Svsccl
~ C
a91 _*1,T2
B4 + Byt =g -
Sy SySy ’
B Sy IB lea$25$2 —r
1 s 2 s s S v, T

v vexTy
~ S ~ S,

r1 T2 —
Bl s +62 S, Twl,acg - Tv,acl

Definition von

(13.11)

(13.12)

(13.13)

(13.14)

(13.15)

e
b, = s:,j:1,2
erlaubt dann die Schreibweise
bl + bZT:cl,acg = Tv,ccl .
Schlieflich folgt analog durch Vertauschen der Subskripte aus der Gleichung der dritten Vektorkomponen-
ten
blrwl,xg +b2 T’U,.’L’z

(13.16)

Insgesamt haben wir also gesehen, dass die Definition des Betaparameterschatzers im vorliegenden ALM

Spezialfall ergibt, dass mit

gilt, dass
Ty =01 T bor

v, T Tq1,To

TU,:EQ = blrzl,IQ + b2
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Damit folgt aus der zweiten Gleichung dann sofort
(13.19)
Einsetzen in die erste Gleichung ergibt dann

bl + (T )T(IJI,CL‘Q = T'u,zl

&b +r T —byr2 =r

U, T2 T1,T2 T1,To v, T

+b1(1—r2 ):T

Ty1,T2

v,y bl’rzhzz

< TU,ZzTILIz

v (13.20)
ad bl (1 - Til,zz) = Irv,zl - rv,xzrxl,mz

T'Uvzl B TU,Z2T-T‘1 s T2

1—r2

T1,T2

b, =

Fiir b, ergibt sich damit weiterhin

by =7, 4, —biT

b= —75 - 1.2 (13.21)

2
vaz Tvaxzrﬂchﬂcz Tv,ﬂclrxpxz +TU,9627"901,$2

1—7r2

T1,T2

Tv,wy = ooy Tay 2y

2
1 Tzlazz

Damit folgen dann aber

(13.22)

und es ist alles gezeigt.

O

Exemplarisch wollen wir die Stichprobenkorrelationsform des Betaparameterschétzers fir

61’ T T T
5 v,xy | U,Xy Ty ,xy S
f= v vmnm (13.23)
Tq1,To Ty

betrachten. Man erkennt unter anderem:

e Nurim Fallr, , =0unds, =s, gilt ﬁAl =1, 4, - Die Betaparameterschétzer der
multiplen Regression sind also im Allgemeinen nicht mit den Stichprobenkorrelatio-
nen zwischen dem entsprechenden Regressor und den Daten identisch.

e ImFallr, , =£list 81 nicht definiert. Vollstdndig korrelierte Regressoren ergeben
also ein nicht schatzbares Modell.

o Jegroler |, . |, desto gréfler der von r,, , subtrahierte Term 7, , 7, . . Die paar-
weise Korrelation von Regressoren untereinander reduziert also den Betaparameter-
schitzerwert fiir einen Regressor.

o Je grofer |r,, |, desto grofer der von r, , subtrahierte Term r,, r, . . Neben
der paarweisen Korrelation von Regressoren untereinander reduziert also auch eine
hohe Stichprobenkorrelation eines anderen Regressors mit den Daten den Wert eines

Betaparameterschétzers.

Tq,T
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 Bei identischen Korrelationen und gleich bleibender Regressorstandabweichung
steigt B, mit s,. Intuitiv erhélt also ein Regressor einen hohreren Betaparame-
terschitzerwert, wenn er bei gleich Korrelationsstruktur mehr Datenvariabilitét
erklart.

Zusammengefasst verdeutlichen obige Punkte, dass der Wert des Betaparameterschétzers
eines Regressors im Modell der multiplen Regression allein im Kontext der Korrelations-
struktur der anderen Regressoren mit sich selbst und den Daten betrachtet werden kann
und damit keinen modellunabhéngigen Absolutbeitrag eines spezifischen Regressors zur
Erkldrung der Daten abbildet.

Folgender R Code demonstriert die Aquivalenz der Matrixschreibweise des Betaparameter-
schitzers und seiner Darstellung durch Stichprobenmittel, Stichprobenkorrelationen, und
Stichprobenstandardabweichungen.

1 # Dateneinlesen
2 fname = file.path(getwd(), "./_data/412-Multiple-Regression_Daten.csv")
3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE) # Datensatz
4
5 # Modellschétzung
6 y = D$dBDI # Abhéngige Variable
7 n = length(y) # Anzahl Datenpunkte
8 X = matrix(c(rep(1,n), D$Alter, D$Dauer), nrow = n) # Designmatrix
9 beta_hat = solve(t(X) %x% X) %*h t(X) %xk y # Betaparameterschétzer
10 eps_hat =y - X %/ beta_hat # Residuenvektor
11 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %#), eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschétzer
12
13 # Betaparameterschédtzer aus Stichprobenmittel, -standardabweichungen und -korrelationen
14 y12 = cbind(y,X[,-11) # y,x_1,x_2 Matrix
15 bars = apply(y12, 2, mean) # Stichprobenmittel
16 s = apply(y12, 2, sd) # Stichprobenstandardabweichungen
17 r = cor(y12) # Stichprobenkorrelationen
18 beta_hat_1 = (r[1,2] - r[1,3]1*r[2,3]1)/(1 - r[2,3]172)*(s[1]/s[2]) # \hat{\beta}_1
19 beta_hat_2 = (r[1,3] - r[1,2]1*r[2,3]1)/(1 - r[2,3]172)*(s[11/s[3]) # \hat{\beta}_2
20 beta_hat_0 = bars[1] - beta_hat_i*bars[2] - beta_hat_2+*bars[3] # \hat{\beta}_0
21
22 # Ausgabe
23 cat("beta_hat ALM-Schitzer :" , beta_hat,
24 "\nbeta_hat Deskriptivstatistiken :", c(beta_hat_O,beta_hat_1,beta_hat_2))
beta_hat ALM-Schatzer : 4.56351 -0.4388994 1.755541

beta_hat Deskriptivstatistiken : 4.56351 -0.4388994 1.755541

Folgendes Theorem stellt den Bezug zwischen multipler Regression und partiellen Korre-
lationen zwischen unabhingigen und abhingigen Variablen fiir das betrachtete Szenario
her.

Theorem 13.2 (Betaparameterschitzer und partielle Korrelationen).

Gegeben sei ein multiples Regressionsmodel der Form

1z @y Bo
v=XB+e,e~N(0,,0%01,) mit X :=|: : und B:= | By | . (13.24)
1z, 20 Ba

Dann gilt

, (13.25)

wobet firl <k, I<2undi=1,...n
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o T die partielle Stichprobenkorrelation der v; und x;,, gegeben die x;; ist,

U, T\ Ty

* Ty, die Stichprobenkorrelation der v; und x;, ist, und

o T, . die Stichprobenkorrelation der x;, und x;; ist.

Beweis. Wir betrachten Bl, das Resultat fir ,[§2 folgt dann durch Vertauschen der Indizes. Wir haben in
vorherigem Theorem gesehen, dass

B _ Tv,e0 T Tvay a2y Sy (13 26)
1= 5 - .
1 T2y ,20 Sxy

Weiterhin haben wir in Kapitel 2 gesehen, dass unter der Annahme der multivariaten Normalverteilung
von v, &, x, ein Schitzer fiir die partielle Korrelation von v und x; gegeben x, durch

v,Tq _TU,$2T®17CC2 (13.27)

gegeben ist. Fiir Bl ergibt sich somit

B Tv,@, v,zg’ z1,2p Sy
1= 2
1 T2q,22 Sy
< (1-r2 )B =(r -7 T )S”
T1,To 17 Vu,mz, v, Tyl @1, T2/ o
xy
1—1r2 ~ r —r r s
Tq,To _ v, v, Ty T1,To ) (1328)
<~ 2 2 ﬁl - 2 2 S
\/177“7/,12 \/177‘11@2 \/1 77’”712\/177“11@2 1
1— 7‘2 ~ S
T1,T2 _ v
< ﬁl - lrv,asl\z2
1—72 1—7r2 Sz
v,T2 T1,T2

und damit weiter

_ 2 2
~ \/1 TU,ZQ\/]' Ty my S,
ﬁl =T )

v,z1\T2
1 Tﬂ?lﬂw 83?1

_ 2 _ 2
~ \/1 rvazz\/l Ty ,my S,

< 61 - Irv,ml\m2

2
S
2
< 1- Tﬂcpﬂiz) o
v (13.29)
2

~ 1 77‘1},12 S,
<:>Bl :Tv,ocl\xz s

1 77‘3231’12 @

~ 1 77‘% . S

— L2 v
<:>ﬁ1 _Tu,zl\IQ 1— 2 s

Z1,Tz TT

Im Allgemeinen gilt fir 1 <4,l < k, dass

B F Tow\a,- (13.30)

Betaparameterschétzer sind also im Allgemeinen keine partiellen Stichprobenkorrelationen.
Allerdings gilt
B =Ty \a Ur 1 <i, 1<k (13.31)

genau dann, wenn
Sy =85, =S5 (13.32)
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und aulerdem
T =T = 07 (1333)

U, Ty, Tp,T;

wenn also die Stichprobenkorrelationen der Daten und der Werte des zweiten Regressors,
sowie die Stichprobenkorrelation der Werte der beiden Regressoren gleich Null sind. Dies
kann der Fall sein, wenn einer der Regressoren die Daten “sehr gut erklért” und der
andere Regressor von dem ersten “sehr verschieden” ist. Schliellich gilt obige Identitat
von Betaparameterschitzerkomponente und partieller Stichprobenkorrelation auch dann,
wenn

(13.34)

o0, = Tay )5

wenn also die obigen Stichprobenkorrelationen dem Betrage nach gleich sind. Dies ist in
der Anwendung aber vermutlich selten der Fall.

Folgender R Code demonstriert die Aquivalenz der Matrixschreibweise des Betaparame-
terschitzers und seiner Darstellung durch Stichprobenmittel, Stichprobenkorrelationen,
Stichprobenstandardabweichungen und partielle Stichprobenkorrelationen.

1 # Dateneinlesen

2 fname = file.path(getwd(), "./_data/412-Multiple-Regression_Daten.csv")

3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE) # Datensatz

4

5 # Modellschétzung

6 y = D$dBDI # Abhéngige Variable

7 n = length(y) # Anzahl Datenpunkte

8 X = matrix(c(rep(1,n), D$Alter, D$Dauer), nrow = n) # Designmatrix

9 P = ncol(X) # Anzahl Parameter
10 beta_hat = solve(t(X) %x% X) %*% t(X) %x% y # Betaparameterschétzer
11 eps_hat =y - X %/ beta_hat # Residuenvektor
12 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %+, eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschéitzer

13

14 # Betaparameterschdtzer aus partiellen Korrelationen und Korrelationen

15 library(ppcor) # partielle Korrelationentoolbox
16 yi2 = cbind(y,X[,-1]) # y,x_1,x_2 Matrix

17 bars = apply(yl2, 2, mean) # Stichprobenmittel

18 s = apply(yl2, 2, sd) # Stichprobenstandardabweichungen
19 r = cor(y12) # Stichprobenkorrelationen
20 pr = pcor(y12) # partielle Stichprobenkorrelationen
21 pr = pr$estimate # partielle Stichprobenkorrelationen
22 beta_hat_1 = pr([1,2]*sqrt((1-r[1,3]172)/(1-r[2,3]172))*(s[1]1/s[2]) # \hat{\beta}_1
23 beta_hat_2 = pr[1,3]*sqrt((1-r[1,2]172)/(1-r[3,2172))*(s[11/s[3]) # \hat{\beta}_ 2
24 beta_hat_0 = bars[1] - beta_hat_1*bars[2] - beta_hat_2%bars[3] # \hat{\beta}_0

25
26 # Ausgabe
27 cat("Korrelationen r(y,x_1),r(y,x_2),r(x_1,x_2) v, ce(rl1,2]1,r[1,3],r[2,3]),
28 "\nPartielle Korrelationen r(y,x_11x_2), r(y,x_2Ix_1) :", c(prl1,2],pr[1,31),
29 "\nbeta_hat ALM Schétzer :", beta_hat,
30 "\nbeta_hat aus partieller Korrelation ", c(beta_hat_O,beta_hat_1,beta_hat_2))
Korrelationen r(y,x_1),r(y,x_2),r(x_1,x_2) : -0.7011313 0.6725334 -0.03817849
Partielle Korrelationen r(y,x_11x_2), r(y,x_2|x_1) : -0.9133605 0.9063215
beta_hat ALM Schitzer : 4.56351 -0.4388994 1.755541
beta_hat aus partieller Korrelation : 4.56351 -0.4388994 1.755541

Beispieldatenvisualisierung

Abbildung 13.2 visualisiert den Beispieldatensatz zusammen mit der durch den Betapara-
meterschétzer definierten Regressionsebene

fa: R? = R, (21, 25) > folww,as) = réo + P11 + Boy (13.35)
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Abbildung 13.2 Visualisierung von Beispieldatensatzes und Regressionsebene

13.4 Modellevaluation

Die allgemeine Theorie der T- und F-Statistiken bietet eine Vielzahl von Moglichkeiten,

verschiedenste Hypothesen im Kontext der multiplen Regression inferenzstatistisch zu eva-
luieren. Fiir das Anwendungsbeispiel kénnte zum Beispiel folgende Auswahl von Kontrast-

gewichtsvektoren und Null- und Alternativenhypothesen zunéchst von Interesse sein:

0 0
ci=|1|eHy:8,=0H,:6,#0und c:= |0 < Hy:B;3=0,Hy:05%#0
0 1
(13.36)

Dabei wiirde das Ablehnen der jeweiligen Nullhypothese jeweils inferenzstatistische Evi-
denz fur einen Effekt des Patient:innenalters bzw. der Therapiedauer auf die Pre-Post-
BDI-Differenz im Kontext der Prisenz der jeweils anderen unabhéngigen Variable und

des Interzeptterms implizieren.
Weiterhin kénnte folgender Kontrastgewichtsvektor mit folgenden Null- und Alternativhy-

pothesen von Interesse sein:

0
(13.37)

c:= 1
-1

In diesem Fall wiirde das Ablehnen der Nullhypothese inferenzstatistische Evidenz fiir
einen differentiellen Einfluss von Patient:innenalter und Therapiedauer implizieren, je nach

Hy: By —B3=0,Hy: By — B3 #0.
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Vorzeichen der T-Statistik dabei einen starkeren Effekt des Patient:innenalters oder der
Therapiedauer.

Folgender R Code evaluiert evaluiert die angesprochenen T-Tests.

1 # Dateneinlesen

2 fname = file.path(getwd(), "./_data/412-Multiple-Regression_Daten.csv")

3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

4

5 # Modellschétzung

6 y = D$dBDI # Abhingige Variable

7 n = length(y) # Anzahl Datenpunkte

8 X = matrix(c(rep(1,n), D$Alter, D$Dauer), nrow = n) # Designmatrix

9 P = ncol(X) # Anzahl Parameter
10 beta_hat = solve(t(X) %x% X) %*% t(X) %x% y # Betaparameterschétzer
11 eps_hat =y - X %% beta_hat # Residuenvektor
12 sigsqr_hat = (t(eps_hat) %+, eps_hat) /(n-p) # Varianzparameterschitzer
13
14 # Modellevaluation | Parameterinferenz
15 C = cbind(diag(p), matrix(c(0,1,-1), nrow = 3)) # Kontrastgewichtsvektoren
16 ste = rep(NaN, ncol(C)) # Konstraststandardfehler
17 tee = rep(NalN, ncol(C)) # T-Statistiken
18 pvals = rep(NaN, ncol(C)) # p-Werte
19 for(i in 1:ncol(C)){
20 c = C[,i] # Kontrastgewichtsvektor
21 t_num = t(c)%*)beta_hat # Zshler der T-Statistik
22 ste[i] = sqrt(sigsqr_hat*t (c)%*%solve (t (X)%*%X) %*%c) # Kontraststandardfehler/Nenner der T-Statistik
23 teel[i] = t_num/ste[i] # T-Statistik
24 pvals[i] = 2+(1 - pt(abs(tee[il),n-p)) # p-Wert
25 ¥
26 # Ausgabe
27 R = data.frame(c(beta_hat, t(C[,4]%*%beta_hat)),ste, tee, pvals)
28 rownames(R) = c("(Interzept)", "Alter", "Dauer", "Alter-Dauer")
29 colnames(R) = c("Estimate", "Std. Error", "t value", "Pr(>|t])")
30 print (R)

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)

(Interzept) 4.5635100 4.4102106 1.034760 3.152773e-01

Alter -0.4388994 0.0474520 -9.249334 4.798503e-08

Dauer 1.7555414 0.1985283  8.842777 9.095118e-08

Alter-Dauer -2.1944408 0.2023508 -10.844735 4.656992e-09

Der Beispieldatensatz liefert also inferenstatistische Inferenz fiir einen negativen Zusam-
menhang zwischen Therapieerfolg und Patient:innenalter und einen positiven Zusammen-
hang zwischen Therapieerfolg und Therapiedauer. Die Differenz der beiden Effekte ist
dabei deutlich ausgeprégt.

Etwas globaler kénnte man einen F-Test basierend auf einer Modellpartition mit p, :=
1 nutzen, um etwa zu kliaren, ob die Daten die Annahme, dass Patient:innenalter und
Therapie iiberhaupt zur Erkldrung der Pre-Post-BDI-Differenzwertvariation, bestatigen.
Folgender R Code evaluiert den angesprochenen F-Test.

1 # Dateneinlesen

2 fname = file.path(getwd(), "./_data/412-Multiple-Regression_Daten.csv")

3 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE)

4

5 # Modellevaluation

6 y = D$dBDI # Abhingige Variable

7 n = length(y) # Anzahl Datenpunkte

8 X = matrix(c(rep(1,n), D$Alter, D$Dauer), nrow = n) # Desigmatrix vollsténdiges Modell

9 P = ncol(X) # Anzahl Parameter vollstindiges Modell
10 p_0 =1 # Anzahl Parameter reduziertes Modell

11 p_1 =p-p.o0 # Anzahl zusdtzlicher Parameter im vollst. Modell
12 X_0 = X[,1:p_0] # Designmatrix reduzierters Modell

13 beta_hat_0 = solve(t(X_0)%*%X_0)%*%t (X_0)%*%y # Betaparameterschitzer reduziertes Modell
14 beta_hat = solve(t(X) %*%X )%*%t(X) %xly # Betaparameterschitzer vollstidndiges Modell
15 eps_hat_0 = y-X_0%*)beta_hat_0 # Residuenvektor reduziertes Modell

16 eps_hat =y - X/*/beta_hat # Residuenvektor vollsténdiges Modell

17 eh0_eh0 = t(eps_hat_0) %*J eps_hat_0 # RQS reduziertes Modell

18 eh_eh = t(eps_hat) %%/ eps_hat # RQS vollsténdiges Modell

19 sigsqr_hat = eh_eh/(n-p) # Varianzparameterschétzer vollst. Modell
20 £ = ((ehO_ehO-eh_eh)/p_1)/sigsqr_hat # F-Statistik
21 pval =1 - pf(f,p_1,n-p) # p-Wert
22
23 # Ausgabe
24 cat("F-statistic:", £, "on", p_1, "and", n-p, "DF", "p-value: ", paste(pval))

F-statistic: 85.11912 on 2 and 17 DF p-value: 1.39143241373318e-09
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Der Beispieldatenzsatz enthélt also deutliche Evidenz dafiir, dass sowohl Patient:innenalter
als auch Therapiedauer zur Erklirung der Pre-Post-BDI-Differenzwertvariation iiber Pa-
tient:innen beitragt.

Eine direkte Implementation obiger Analyse erlaubt das Zusammenspiel der R Funktionen
Im() und summary(), wie untenstehender R Code demonstriert.

1 fname = file.path(getwd(), "./_data/412-Multiple-Regression_Daten.csv") # Datensatzdatei

2 D = read.table(fname, sep = ",", header = TRUE) # Datensatzeinlesen

3 alm = Im(dBDI ~ Alter + Dauer, data = D) # Modellformulierung und Modellschédtzung
4 summary (alm)

Call:
Im(formula = dBDI ~ Alter + Dauer, data = D)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-4.4628 -1.4365 0.4511 1.5665 4.9037

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 4.56351 4.41021 1.035 0.315

Alter -0.43890 0.04745 -9.249 4.8e-08 *xx*
Dauer 1.75554 0.19853 8.843 9.1e-08 *x¥x*
Signif. codes: O 'x¥*' 0.001 's*x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 2.645 on 17 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9092, Adjusted R-squared: 0.8985
F-statistic: 85.12 on 2 and 17 DF, p-value: 1.391e-09

13.5 Literaturhinweise

Die moderne Geschichte der multiplen Regression wird oft in den Arbeiten von Legend-
re (1805) und Gauss (1809) zur Berechnung von Planetenbahnen verankert. Die heutige
Theorie der multiplen Regression sehr breit gefichert, so dass wir in diesem Abschnitt nur
einen ersten Eindruck von ihrem Wesen vermitteln konnen. Weiterfithrende Einsichten
bieten zum Beispiel Draper und Smith (1998), Hocking (2003) und Fox (2016).

13.6 Selbstkontrollfragen

1. Erlautern Sie das Anwendungsszenario und die Ziele der multiplen Regression.

2. Definieren Sie das Modell der multiplen Regression.

3. Erldutern Sie die Begriffe Regressor, Pradiktor, Kovariate und Feature im Rahmen der mul-
tiplen Regression. .

4. Erlautern Sie, warum [ =~ Regressorkovariabilitéit71Regressordatenkovariabilitéit gilt.

5. Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Betaparameterschiatzern und Korrelationen in
einem multiplen Regressionmodell mit Interzeptpradiktor und zwei kontinuierlichen Pradik-

toren anhand der Formel
~ r —-r, T s

,8 _v,Ty UV, Ly Tq1,T2 “v (13 38)
! 1—7r2 Sy
1:%2 1

6. Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Betaparameterschiatzern und partieller Korrela-
tion in einem multiplen Regressionmodell mit Interzeptpradiktor und zwei kontinuierlichen
Pradiktoren anhand der Formel

_ 2
By ="Tuan ol L
17 T,z \zy 2
1 Tﬁ@z 8351

(13.39)
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7. X € R™? sei die Designmatrix eines multiplen Regressionsmodells mit zwei Pridiktoren
und Betaparametervektor 3 := (3, 35)%. Geben Sie den Kontrastgewichtsvektor an, um die
Nullhypothese H, : 8, = [, mithilfe der T-Statistik zu testen.
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