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(8) F-Statistiken



Modellformulierung

y=XB+e, e~N(0,,0%I,) (1)

Modellschitzung
f= (XTX)IXTy, 5= (= XAy~ X) 2)

Modellevaluation
o cTB—cTp, P G5 —ET8)/py 3)

/32T (XTX) ¢’ ETe/(n—p)
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Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

(1) Parameterschiatzung

Ziel der Parameterschitzung ist es, einen méglichst guten Tipp fiir wahre, aber unbekannte, Para-

meterwerte oder Funktionen dieser abzugeben, typischerweise mithilfe von Daten.

(2) Konfidenzintervalle

Ziel der Bestimmung von Konfidenzintervallen ist es, basierend auf der angenommenen Verteilung
der Daten eine quantitative Aussage liber die mit Schatzwerten assoziierte Unsicherheit zu treffen.

(3) Hypothesentests

Ziel des Hypothesentestens ist es, basierend auf der angenommenen Verteilung der Daten in einer
moglichst zuverldssigen Form zu entscheiden, ob ein wahrer, aber unbekannter Parameterwert in

einer von zwei sich gegenseitig ausschlieBenden Untermengen des Parameterraumes liegt.
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Modell und Standardprobleme Frequentistischer Inferenz

Wahrer, aber unbekannter,
Parameterwert
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(O Wahrer, aber unbekannter, Parameterwert

0:=(8,0%), ©=R\ xRy, Pyly):=Py 2(y) mit WDF py »(y)=N(y; XB,0°I,)
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Uberblick

® Wir fiihren F-Statistiken hier vor dem Hintergrund Likelihood-Quotienten-basierter Modellver-
gleiche ein. Die (maximierte oder marginale) Likelihood eines Datensatzes unter einem gegebe-
nen probabilistischen Modell als Modellvergleichskriterium heranzuziehen, ist ein weit verbrei-

tetes Verfahren in der probabilistischen Datenanalyse.

® |Im Gegensatz zu T-Statistiken kann das Ziel der Berechnung von F-Statistiken damit insbeson-
dere sein, nicht nur Linearkombinationen von Betaparameterkomponenten probabilistisch zu

evaluieren, sondern die Modellanpassung an einen Datensatz insgesamt zu evaluieren.

Die Modellvergleichskapazitat von F-Statistiken ist allerdings etwas begrenzt, da sich die F-
Statistik nur auf ALMs und insbesondere geschachtelte ALMs bezieht, d.h. auf ALMs, in denen
ein Modell Bestandteil eines anderen Modells ist.

F-Statistiken bilden iiblicherweise die Grundlage fiir Hypothesentests im Rahmen varianzanaly-
tischer Verfahren (vgl. Einheiten (10) Einfaktorielle Varianzanalyse, (11) Zweifaktorielle Va-
rianzanalyse und (14) Kovarianzanalyse in Allgemeines Lineares Modell). Der Einsatz von
F-Statistiken ist aber per se nicht auf Varianzanalysen beschrinkt, sondern kann auch bei
parametrischen ALM-Designs angebracht sein.
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F-Zufallsvariablen

Likelihood-Quotienten

F-Statistiken

Selbstkontrollfragen
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F-Zufallsvariablen

Likelihood-Quotienten

F-Statistiken

Selbstkontrollfragen
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F-Zufallsvariablen

Definition ( f-Zufallsvariable)

Uy ~ XQ(nl) und Uy ~ Xz(nz) seien zwei unabhangige X2-Zufa||fsvariab|en mit Freiheitsgradparametern n; und
ng. Dann nennen wir die Zufallsvariable
Uy /nq
=5 @)
2/n2

eine f-verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgradparametern mq und ny. Wir schreiben F' ~ f(n,ny) ab. Die Wahr-

scheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit f(xz;ny,ny), die kumulative Vertei-
lungsfunktion (KVF) und inverse KVF einer f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit @(x; ny, ny) bzw. =1 (z;n1,n).

Bemerkungen

® f-Zufallsvariablen sind nach Ronald A. Fisher benannt.

® George W. Snedecor hat die KVF der f-Verteilung wohl 1934 basierend auf Arbeiten von Fisher tabuliert.
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F-Zufallsvariablen

Theorem (WDF einer f-Zufallsvariable)

F' sei eine f-Zufallsvariable mit Ergebnisraum R., und Freiheitsgradparametern n; und n,. Dann
ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von F' gegeben durch

O B o ) IS
fing,mg) s Rog = Rog @ = f(zsng,ng) i=mny% ny T (2T (2 wing 0 (5)
()T ()

(nyz +ny) 2

wobei I' die Gammafunktion bezeichne.

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.

® Das Theorem kann bewiesen werden, in dem man zunichst ein Transformationstheorem fiir Quotienten von
Zufallsvariablen mithilfe des multivariaten Transformationstheorems und Marginalisierung herleitet und dieses
Theorem dann auf die WDF von Xz-verteilten Zufallsvariablen anwendet. Dabei ist die Regel zur Integration
durch Substitution von zentraler Bedeutung.

® Die f-Verteilung ist nicht um 0 symmetrisch, da sie auf die positiven reelle Zahlen beschrankt ist. Steigendes
no bei gleichbleibendem 7 verschiebt die Wahrscheinlickeitsmasse in den héheren positiven Bereich.
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F-Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von f-Verteilungen

f(xing, ny)
1.0 —n;=2,n,=13
--N1=2,n,=26
—n;=3,n,=13
0.8 4 --Nn1=3,n,=26
n;=4,n,=13
n;=4,n,=26
0.6
0.4
0.2
0.0 T T T T T |
0 1 2 3 4 5 6
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F-Zufallsvariablen

Definition (Nichtzentrale f-Zufallsvariable)

Uy ~ x2(8,n1) und Uy ~ x2(ny) seien eine nichtzentrale x2-Zufallsvariable und eine x2-Zufallsvariable mit
Freiheitsgradparametern ny und ngy. Weiterhin seien Uy und U, unabhéngige Zufallsvariablen. Dann nennen wir die
Zufallsvariable

P Uy /nq ©)

Ua/ngy

eine nichtzentral f-verteilte Zufallsvariable mit Nichtzentralitdtsparameter 6 und Freiheitsgradparametern nq
und ng. Wir schreiben F' ~ f(§,ny,ny). Die WDF einer nichtzentralen f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit
f(z;6,n1,n5), die KVF und inverse KVF einer nichtzentralen f-Zufallsvariable bezeichnen wir mit ¢(z;d, ny,ny)

bzw. ¢~ (z; 8,11, ).

Bemerkungen

® Eine nichtzentrale f-Zufallsvariable mit § = 0 ist eine f-Zufallsvariable. Es gilt also f(xz;0,n1,n) =
f(2;m1,n9). Dies ist der Fall, weil eine nichtzentrale x2-Zufallsvariable mit § = 0 eine x2-Zufallsvariable ist,

also x2(x;0,n) = x2(x;n) gilt.
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F-Zufallsvariablen

Theorem (WDF einer nichtzentralen f-Zufallsvariable)

F sei eine nichtzentrale f-Zufallsvariable mit Ergebnisraum R, Nichtzentralitdtsparameter  und
Freiheitsgradparametern n; und n,. Dann ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von F' gegeben
durch

t(;0,mn1,n9) i Rog = Reg, 2

asd, e%/2(5/2)k n,y n1/2+k Ty (1 4np)/24k ny/2-1+k (7)
38,1, n5) Wl/%rkk, Y T s *

=0 T(ny/2+ny/2+k)

wobei k! die Fakultat von k und T die Gammafunktion bezeichne.

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen Beweis.
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F-Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen nichtzentraler f-Verteilungen

f(x;3, N1, ny)

—35=0,n;=2,n,=13

--0=0,n;=2,n,=26

—0=4,n;=2,n,=13

--0=4,n;1=2,n,=26

8=8,n;=2,n,=13

8=8,n;=2,n,=26
- ‘QQ“_\
0.0 T T T T T |
0 1 2 3 4 5 6
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F-Zufallsvariablen

Likelihood-Quotienten

F-Statistiken

Selbstkontrollfragen
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Likelihood-Quotienten

Definition (Likelihood-Quotienten-Statistik)
Gegeben seien zwei parametrische statistische Modelle
Mo = (Y,4,{Pgy|00 € ©0}) und My := (YA, {Pg, 161 € ©1}) (8)

mit identischem Datenraum Y, identischer o-Algebra A, aber potentiell distinkten WahrscheinlichkeitsmaBmengen
Pgo,[Pgl und Parameterrdumen ©1, 5. Es seien weiterhin y ein Zufallsvektor mit Ergebnisraum ¥ und schlieB-
lich Ly(y,0g) und Lq(y,6) die Likelihood-Funktionen von M bzw. M, wobei das Argument y jeweils die
Datenabhangigkeit der Likelihood-Funktion anzeigt. Dann wird

maxg, oy Lo(¥: 6o)

A= ——————7 9)

maxg, co; L1(y,01)

Likelihood-Quotienten-Statistik genannt.
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Likelihood-Quotienten

Bemerkungen

® Eine Likelihood-Quotienten-Statistik setzt die Wahrscheinlichkeitsdichten (oder -massen) eines beobachteten
Datensatzes y € Y unter zwei statistischen Modellen nach Optimierung der jeweiligen Modellparameter ins
Verhiltnis. Ein hoher Wert der Likelihood-Quotienten-Statistik entspricht einer héhereren Wahrscheinlichkeits-
dichte des beobachteten Datensatzes y unter M als unter My und umgekehrt.

Die Wahrscheinlichkeitsdichten beobachteter Daten nach Modellschitzung unter verschiedenen Modellen zu
betrachten, ist ein allgemeines Vorgehen zum Vergleich von Modellen. Letztlich erlaubt dieses Vorgehen, ver-
schiedene wissenschaftliche Theorien iiber die Entstehung beobachtbarer Daten quantitativ zu vergleichen und

die damit verbundene Unsicherheit zu quantifizieren.

Modellvergleiche sind ein zentrales Thema in der Bayesianischen Inferenz, die die Logik von Likelihood-
Quotienten-Statistiken zum Beispiel unter den Begriffen der Bayes-Faktoren oder des Bayesianischen Infor-
mationskriteriums (BIC) auf allgemeine probabilistische Modelle generalisiert. Allerdings sind Modellvergleiche
auch im Rahmen der Frequentistischen Inferenz méglich und sinnvoll, Modellvergleiche sind also kein Allein-
stellungsmerkmal der Bayesianischen gegeniiber der Frequentistischen Inferenz.

Mit dem reduzierten Modell und dem vollstindigen Modell betrachten wir im Folgenden zwei spezielle Formen
von M bzw. My im Kontext des ALMs.
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Likelihood-Quotienten

Definition (Vollstandiges und reduziertes Modell)
Fiir p > 1 mit p = pg + p; seien
Xi=(Xg X;)€RVP mit Xo € R"*P0 und X; € R*P1, (10)

sowie

Bi= (ZO> € RP mit 8y € RP0 und B; € RP1 (11)

1
Partitionierungen einer n X p Designmatrix und eines p-dimensionalen Betaparametervektors. Dann sprechen wir

von einer Partitionierung eines Allgemeinen Linearen Modells und nennen
y=XB+emite~N(0,,0%I,) (12)

das vollstindige Modell und
y = XoBo + o mit eg ~ N(0y,,031,,) (13)

das reduzierte Modell.

Bemerkungen

® Man sagt auch, dass das reduzierte Modell im vollstindigen Modell geschachtelt ist.
® Im der englischsprachigen Literatur ist der Begriff nested models verbreitet.
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Likelihood-Quotienten

Theorem (Likelihood-Quotient von vollstandigem & reduziertem Modell)

Fir p = pg + py mit p > 1 sei eine Partitionierung eines vollstandigen ALMs gegeben und es seien 52 und &{2) die
Maximum-Likelihood-Schitzer des Varianzparameters unter vollstandigem bzw. reduziertem Modell. Weiterhin seien
die zwei parametrischen statistischen Modelle M und My in der Definition der Likelihood-Quotienten-Statistik
durch das reduzierte Modell und das vollstandige Modell gegeben. Dann gilt

3
20
o
Ae <;) (14)
0
Bemerkungen
® Informell gilt hier
Mgy = XoBo + <0, €0~ N (0, 031,,) (15)
und
Myiy=XB+e, e~ N(0,,0°0,) . (16)
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Likelihood-Quotienten

Beweis
Wir erinnern zunichst daran, dass die Maximum-Likelihood-Schatzer des Varianzparameters durch
1 T S 1 ST ~
52 52
=—(y—X — X, d =—(y— X, — X 17

5= (y—XB) (v—XB) und 53 - (y—XoBo) " (v—Xoho) 17
gegeben sind, wobei [} und réO die Maximum-Likelihood-Schitzer der Betaparameter unter vollstandigem bzw. redu-
ziertem Modell bezeichnen. Weiterhin halten wir fest, dass die Likelihood-Funktion des vollstindigem Modells an der

Stelle der Maximum-Likelihood-Schatzer den folgenden Wert annimmt

D858 = oo (g 0= X T XA))
S — - exp (—E W=XP)"y=X5) Xé) = Xé) ) (18)
Vemr @) 2 (y-XB)T(y— XP)
1 _n

e ——
(@m)n(52)" ’

und analog, fiir die Likelihood-Funktion des reduzierten Modells an der Stelle der Maximum-Likelihood-Schatzer

1 _n

Lo(y, B0, 53) = T 3. (19)
0

Damit ergibt sich dann aber

maxgycoy Lo 00)  Lo(y.f0.53) V@@ [(a2\"_ (82\?
maxgco; LW 01 Li(w.8.6%) \femn@gn e ? %)
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F-Zufallsvariablen

Likelihood-Quotienten

F-Statistiken

Selbstkontrollfragen
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F-Statistiken

Definition (F-Statistik fiir Partitionierung eines ALM)

Gegeben seien das ALM
y=XB+emite~N(0,,02I,), (20)

wobei X € R™*P, und mit p = pg + p; eine Partitionierung

X=(Xg X;),Xo€RP0, X; € R"P1 und

(21)

f= (ﬁ“) , By €RPO, f; ERPL.
B

Weiterhin seien B und BO die Betaparameterschatzer des vollstandigen bzw. reduzierten Modells sowie € und & die
Residuenvektoren des vollstandigen bzw. reduzierten Modells:
ci=y—XB mit B:=(XTX)1xTy -
. . 22
go=y—XoBy mit By= (X7 Xo) X7y
Dann ist die F-Statistik definiert als - T
(Egéo—€78)/m

T e

(23)
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F-Statistiken

Bemerkungen

® Der Zahler der F-Statistik -

éreg—éTe
P1
misst, inwieweit die p; Regressoren in X, die Residualquadratsumme reduzieren und zwar im Verhiltnis
zur Anzahl dieser Regressoren. Das heiBt, dass bei gleicher Residualquadratsummenreduktion (und gleichem
Nenner) ein gréBerer F-Wert resultiert, wenn diese durch weniger zusatzliche Regressoren erreicht wird, also
p1 klein ist (und umgekehrt). Im Sinne der Anzahl der Spalten von X und der entsprechenden Komponenten
von f3 favorisiert die F-Statistik also weniger “komplexe” Modelle.

(24)

Fiir den Nenner der F-Statistik gilt
eTe .,
=352, (25)
n—p

wobei 52 hier der aufgrund des vollstandigen Modells geschatzte Schatzer von o2 ist. Wenn die Daten tat-
sachlich unter dem reduzierten Modell generiert werden, so kann das vollstandige Modell dies durch [§1 ~ Op]
abbilden und erreicht eine ahnliche Varianzschiatzung wie das reduzierte Modell. Wenn die Daten tatsach-
lich unter dem vollstandigem Modell generiert werden, so ist €T&/(n — p) ein besserer Schitzer von o2 als
égs}]/(n —p), da sich fiir ersteren Datenvariabil

at, die nicht durch die py Regressoren in Xy erklart wird, in
der Schatzung von o2 widerspiegeln wiirde. Der Nenner der F-Statistik ist also in beiden Fallen der sinnvollere
Schatzer von o2,

Zusammengenommen misst die F-Statistik also die Residualquadratsummenreduktion durch die p; Regressoren
in X7 gegeniiber den p( Regressoren in X(, pro Datenvariabilitits (o2)- und Regressor (pj)-Einheit.
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F-Statistiken

Theorem (F-Statistik und Likelihood-Quotienten-Statistik)

Es sei die Partitionierung eines ALMs in ein vollstindiges und ein reduziertes Modell gegeben und F' und A seien die

entsprechenden F- und Likelihood-Quotienten-Statistiken. Dann gilt

F:"pj”(/r%—l) (26)

Bemerkungen

® Zwischen der F- und der Likelihood-Quotienten-Statistik besteht ein funktionaler reziproker Zusammenhang.
® Fir A =1gilt F=0.
® Wir visualisieren untenstehend den funktionalen Zusammenhang fiir n = 12,p = 2,p; = 1.

12
10

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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F-Statistiken

Beweis

Wir erinnern zunichst daran, dass die Maximum-Likelihood-Schiatzer des Varianzparameters durch

~ ~ er
und 55 = % (y— Xoﬁo)T (LU— X()ﬁo) = '0;0 (27)

eTe

521 (y—X;é)T (y—XB) =

T
gegeben sind. Mit der Definition der F-Statistik und der Form der Likelihood-Quotienten-Statistik

fir den Vergleich von reduziertem und vollstandigem Modell
52\ 2
A= (‘L) (28)
]

(§0T§0 - éTé)/Pl
gTé/(n—p)
n(@g —6%)/p
ng?/(n—p)

ergibt sich dann

_n-pag-2 (29)
Py a2

_n-p (3} &

T (07 - ?)

S (et
Py

O
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F-Statistiken

Beispiel: Einfache lineare Regression

1ny X1 = (21, .00y )T, Bo= g? , By = Offset, ) = Steigung (30)

X=(X, X1),Xo

# Modellformulierung

11btaty(MASS) # multivariate Normalverteilung
nmod # Anzahl Modelle
n # Anzahl Datenpunkte
p_0 # Anzahl Betaparameter reduziertes Modell
p1 # Anzahl zusitzlicher Betaparameter vollsténdiges Modell
P # Anzahl Betaparameter im vollsténdigem Modell
x in # Pradiktorwerte
X = matrix(c(rep(1,n),x), nrow = n) # Designmatrix des vollstandigen Modells
X_0 X[,1] # Designmatrix des reduzierten Modells
In diag(n) # Einheitsmatrix
beta = matrix(c(1,0,
1,0.5), nrow = 2) # wahre, aber unbekannte Betaparameter
nscn = ncol(beta) # Anzahl wahrer, aber ter Hyp rien
sigsqr = 1 # wahrer, aber unbekannter Varianzparameter
# Simulation und Evaluierung
Eff = matrix(rep(NalN, nscn), nrow = nscn) # F-Statistik-Realisierungsarray
for(s in 1:nscn){ # Szenarieniterationen
y = mvrnorn(1, X %+%betal,s], sigsqr*I_n) # Datenrealisierung
beta_hat_0 = solve(t(X_0)%*%X_0)%*%t (X_0)%x%y # Betaparameterschitzer reduziertes Modell
beta_hat so1ve(t(x) IHIX VIHIE X)) Yy # Betaparameterschitzer vollstindiges Modell
eps_0_hat YAYA # Residuenvektor reduziertes Modell
eps_hat # Residuenvektor vollstédndiges Modell
eps_0_eps_0_hat t(eps 0_hat) %*) eps_O_hat # RQS reduziertes Modell
eps_eps_hat t(eps_hat)  %xJ eps_hat # RQS vollstindiges Modell
Eff [s] (((eps_O_eps_0_hat-eps_eps_hat)/p_1)/ # F-Statistik

(eps_eps_hat/(n-p)))

> F-Statistik fiir beta_1
> F-Statistik fiir beta_1 !
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F-Statistiken

Theorem (Verteilung der F-Statistik)

Gegeben seien das ALM
y=XB+emite~N(0,,02I,),

wobei X € R™*P, und mit p = pg + p; eine Partitionierung

X=(Xy X;), Xo€R™P0, X; € R™*P1 und

p= (’%) , By €RPO, By €RV1 .

B1
@ 8= (Op[)) eRP.
1171

SchlieBlich sei ein Vektor ¢ gegeben durch

Dann gilt

T (cT(XTX)’lc)

=il
T

F~ f(8,p1,n—p) mit § = >
[on

Bemerkungen

® Wir verzichten auf einen vollstandigen Beweis.

(31)

(32)

(33)

(34)

® [ ist eine Funktion der Parameterschitzer, ¢ ist eine Funktion der wahren, aber unbekannten Parameter.

® Diese Verteilung von F' kann zum Nullhypothesentesten und zur Powerfunktionsevaluation genutzt werden.

® Insbesondere gilt F' ~ f(0,p1,n—p) = f(p;,n—p), wenn By = OT,1 und damit ¢T 8 = 0.
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F-Statistiken

Beweisandeutung

Wir haben bereits gesehen, dass folgende Funktion des Varianzparameterschatzers einer Chi-Quadrat-Verteilung folgt
(siehe Einheit (6) in Allgemeines Lineares Modell):

n—p.g
2

Up = 5% ~x%(n—p). (35)

Des Weiteren lasst sich zeigen, dass folgende Funktion der Varianzparameterschiatzer von vollstandigem und redu-
ziertem Modell einer nichtzentralen Chi-Quadrat-Verteilung folgt:

-1
T T T -1 T
ctB(ct(XTX)te) et B
( 5 ) P—po | - (36)
o
DefinitionsgemaB ist der Quotient aus der Zufallsvariable Uy, geteilt durch ihren Freiheitsgradparameter, und der
Zufallsvariable Uy, geteilt durch ihren Freiheitsgradparameter, eine nichtzentrale f-Zufallsvariable

U (o —
F:%Nﬂ&pfpom*p), (37)

wobei der Nichtzentralitdtsparameter der nichtzentralen f-Verteilung durch den Nichtzentralitatsparameter der nicht-
zentralen Chi-Quadrat-Verteilung gegeben ist und sich die F-Statistik wie folgt ergibt:
n—pg ~ —p ~ ~c ~
(5063 - "P52) /p—po) L ((n—p0)a3 — (n—p)3?) /(b — po)

= 5 (n—p) B T n-ps?/(n—p)

(39)
_((=p0)33— (0 =p)3) /p1 (T2 —ETE)/m

(n—p)a?/(n—p) eTe/(n—p)
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F-Statistiken

Beispiel: Einfache lineare Regression

X=(Xo X1), Xo z,)T, B:=
# Modellformulierung
library (MASS) #
nmod = 2 #
n = 10 #
p_0 #
p_1 #
P #
X : #
X matrix(c(rep(1,n),x), nrow = n) #
X_0 X[,1] #
In diag(n) #
beta = matrix(c(1,0,
1,0.5), nrow = 2) #
ncol (beta) #
1 #
= matrix((c(0,1)), nrow = 2) #
# Frequentistische Simulation
nsim = led #
delta rep(NaN,nscn) #
Eff = matrix(rep(NalN, nscn*nsim), nrow = nscn) #
for(s in l:nscn){ #
deltals] = (t(t(c)¥xUbetal,s])%x% #
solve (t(c)%*%solve (t (X) %x%X) %xc) Ukl
(t(c)%x/betal,s])/sigsqr)
for(i in 1:nsim){ #
y = mvrnorm(1, X /betal,s], sigsqr*I_n) #
beta_hat_0 solve (t(X_0)%*%X_0) %*%t (X_0) %x%y #
beta_hat solve(t(X) X )UxUt(X) Uxiy #
eps_0_hat y-X_0%+*%beta_hat_0 #
eps_hat y-X/*Ybeta_hat #
eps_0_eps_0_hat = t(eps_0_hat) %*% eps_O_hat #
eps_eps_hat t(eps_hat) / eps_hat #
Eff[s,i] = (((eps_0O_eps_0_hat-eps_eps_hat)/p_1)/ #

(eps_eps_hat/(n-p)))}

Bo

8 (39)

, Bp = Offset, ) = Steigung

multivariate Normalverteilung

Anzahl Modelle

Anzahl Datenpunkte

Anzahl Betaparameter im reduzierten Modell

Anzahl additiver Betaparameter im vollstdndigen Modell
Anzahl Betaparameter im vollstandigem Modell
Pradiktorwerte

Designmatrix des vollstadndigen Modells

Designmatrix des reduzierten Modells

Einheitsmatrix

wahre, aber unbekannte Betaparameter
Anzahl wahrer, aber ter Hypoth
wahrer, aber unbekannter Varianzparameter
Vektor c

rien

Anzahl Realisierungen des n-dimensionalen ZVs
Nichtzentralitétsparameterarray
F-Statistiik-Realisierungsarray
Szenarieniterationen
Nichtzentralitdtsparameter

Simulationsiterationen

Datenrealisierung

Betaparameterschétzer reduziertes Modell
Betaparameterschitzer vollstandiges Modell
Residuenvektor reduziertes Modell
Residuenvektor vollstandiges Modell

RQS reduziertes Modell

RQS vollstédndiges Modell

F-Statistik
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F-Statistiken

Beispiel: Einfache lineare Regression

B=(1,0) B=(1,05)"
25 1 0.05 4
2.0 0.04 —
15 H 0.03 — Fre
q

10 | 0.02 -

| 11
>l WL
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F-Statistiken

Ausblick

® Die Theorie von T- und F-Statistiken wird unter dem Begriff der Allgemeinen Linearen Hy-
pothese verallgemeinert und integriert. Dabei betrachtet man allgemeine lineare Funktionen
der Betaparameter der Form CT 3, wobei C € RP*F eine beliebige Matrix als Grundlage von
Hypothesen ist. Zum Beispiel ergeben sich fiir C € RP*! die hier fiir F-Statistiken und zuvor
fiir T-Statistiken betrachteten Kontrastgewichtsvektoren. Im Kontext der Allgemeinen Linea-
ren Hypothese kann man weiterhin zeigen, dass F' = T2, dass also auch das Quadrat einer
T-Statistik f-verteilt ist und T-Statistiken damit (nur) spezielle F-Statistiken sind.

Dennoch wird in der Anwendung sehr stark zwischen T- und F-Statistiken unterschieden und
es ist sinnvoll, sich der unterschiedlichen Anwendungsfalle von T- und F-Statistiken bewusst zu
sein. Gute Einfiihrungen in die Theorie der Allgemeinen Linearen Hypothese bieten z.B. Searle
(1971), Kapitel 3, Rencher and Schaalje (2008), Kapitel 8, oder Christensen (2011), Kapitel 3.
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F-Zufallsvariablen

Likelihood-Quotienten

F-Statistiken

Selbstkontrollfragen
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Selbstkontrollfragen

1. Geben Sie die Definition einer f-Zufallsvariable wieder.

2. Geben Sie die Definition einer nichtzentralen f-Zufallsvariable wieder.

3. Skizzieren Sie die WDF einer f-Verteilung mit nq =4, ny = 26.

4. Skizzieren Sie die WDF einer nichtzentralen f-Verteilung mit § = 4,n1 = 2,ny = 26.

5. Geben Sie die Definition der Likelihood-Quotienten-Statistik wieder.

6. Erlautern Sie die Definition der Likelihood-Quotienten-Statistik.

7. Geben Sie die Definition von vollstandigem und reduziertem ALM wieder.

8. Geben Sie das Theorem zum Likelihood-Quotienten von vollstindigem und reduzierten ALM wieder.
9. Definieren Sie die F-Statistik.
10. Erlautern Sie den Zahler der F-Statistik.
11. Erlautern Sie den Nenner der F-Statistik.
12. Erlautern Sie die F-Statistik.
13. Geben Sie das Theorem zum Zusammenhang von F-Statistik und Likelihood-Quotienten-Statistik wieder.

14. Geben Sie das Theorem zur Verteilung der F-Statistik wieder.
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